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摘 要: 研究一类Lurie时滞广义系统的𝐻∞控制问题.以矩阵不等式形式给出了保证闭环系统正则、无脉冲、全局

一致渐近稳定且具有给定性能的时滞相关充分条件.进一步,以非凸约束下的线性矩阵不等式 (LMIs)的可行解给出

了状态反馈控制律设计方法. 仿真算例表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: The problem of delay-dependent 𝐻∞ control for Lurie singular systems with state-delay is investigated. Delay-

dependent sufficient condition is obtained in terms of matrix inequalities for ensuring the resultant closed-loop systems of

regularity, absence of impulses, global uniform asymptotical stability and a prescribed 𝐻∞ performance level. Further more,

the state feedback 𝐻∞ control law is given in terms of the feasible solutions of linear matrix inequalities(LMIs) under the

non-convex constraints. A numerical example shows the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

广义系统最早由Rosenbrock[1]在讨论复杂的电

网络系统时提出.此类系统由微分 (差分)方程描述的

慢变子系统以及由代数方程描述的快变子系统组成,

它比正则系统能更精确地描述实际的动态系统.时滞

广义系统既含有时滞, 又有代数约束, 普遍存在于各

类实际系统中,具有较强的应用背景[2].

另一方面, Lurie系统是一类重要的控制系统,其

绝对稳定性研究已取得了丰硕成果[3-8]. 随着研究的

不断深入, 一些学者对Lurie时滞广义系统绝对稳定

性问题进行了研究[9-10]. 然而,对于Lurie时滞广义系

统的𝐻∞控制问题却鲜有涉及.

相对于时滞无关稳定条件而言, 时滞相关稳定

条件因考虑了系统的时滞信息, 所得结果具有更低

的保守性而受到广泛关注[11-13]. 目前时滞相关条

件都是基于交叉项界定技术、模型变换及Lyapunov-

Krasovskii泛函的适当选取技巧. 最近又出现了一

些新思想[7,14]. 文献 [7]经研究得到了一般Lurie时滞

系统的绝对稳定性, 但文中使用了不等式放缩技术.

[10]推广了[7]的结论, 研究了一般Lurie时滞广义系

统的绝对稳定性, 同样使用了不等式放缩技巧, 且其

方法不能处理控制器设计问题. [15]研究了Lurie时

滞广义系统的𝐻∞控制, 但得到的是时滞无关条件,

且在证明过程中对矩阵作了可逆假设. 可见,此类系

统的时滞相关𝐻∞控制研究仍有很大的改进空间.

本文没有采用交叉项界定和不等式放缩技巧,研

究了一类Lurie时滞广义系统的𝐻∞控制问题, 得到

了使得系统绝对稳定且具有给定𝐻∞性能的时滞相

关充分条件,进而给出了基于线性矩阵不等式的状态

反馈𝐻∞控制器的设计方法. 数值算例表明了本文方

法的有效性.
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2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下Lurie时滞广义系统:⎧⎨⎩

𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝑑) +𝐵1𝑢(𝑡)+

𝐻1𝜔(𝑡) +𝐷𝜔1(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐶𝑑𝑥(𝑡− 𝑑)+

𝐵2𝑢(𝑡) +𝐻2𝜔(𝑡),

𝜔1(𝑡) = −𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡)),
𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑑, 0].

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚, 𝜔1(𝑡) ∈ 𝑅𝑞, 𝑧(𝑡) ∈ 𝑅𝑙分

别为系统 (1)的状态、控制输入、输入和被控输出向

量; 𝜔(𝑡) ∈ 𝐿2[0, ∞)为平方可积的扰动输入向量;

𝑑为系统时滞,且满足 0 < 𝑑 ⩽ 𝑑; 𝐸 ∈ 𝑅𝑛×𝑛为奇异矩

阵, 假设 rank𝐸 = 𝑟 ⩽ 𝑛; 𝐴,𝐴𝑑, 𝐵1,𝐻1, 𝐷,𝐶,𝐶𝑑, 𝐵2,

𝐻2为具有适当维数的常数矩阵; 𝜙(𝑡)为给定的初始

向量值连续函数; 𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡)) : [0,∞)× 𝑅𝑚 → 𝑅𝑚为对

𝑡连续的非线性函数,对 𝑧(𝑡)满足Lipchitz条件, 𝜑(𝑡, 0)

= 0,且对 ∀𝑡 ⩾ 0,∀𝑧(𝑡) ∈ 𝑅𝑚满足以下扇形约束:

[𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))−𝐾1𝑧(𝑡)]
T[𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))−𝐾2𝑧(𝑡)] ⩽ 0. (2)

这里, 𝐾1和𝐾2为具有适当维数的常数矩阵, 且𝐾 =

𝐾2 − 𝐾1 为对称的正定矩阵. 通常这种非线性函数

𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))属于扇形区域 [𝐾1,𝐾2].

首先,引入以下定义.

定义 1[16] 1) 如果 det(𝑠𝐸 − 𝐴) ∕= 0, 则矩阵对

(𝐸,𝐴)是正则的; 2)如果 deg(det(𝑠𝐸 −𝐴)) = rank𝐸,

则矩阵对 (𝐸,𝐴)无脉冲.

定义 2[16] 1)广义系统 (1)是正则的、无脉冲的,

即广义系统 (1)的解在 [0,∞)上是唯一的、无脉冲的,

如果矩阵对 (𝐸,𝐴)是正则的、无脉冲的; 2)广义系统

(1)对于所有属于扇形区域 [𝐾1,𝐾2]的非线性𝜑(𝑡,

𝑧(𝑡))全局一致渐近稳定, 如果 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿(𝜀) > 0使

得对于任意的平滑初始条件𝜙(𝑡),当 sup
−𝑑⩽𝑡⩽0

∥𝜙(𝑡)∥ ⩽

𝛿(𝜀)时, 系统 (1)的解满足𝑥(𝑡) ⩽ 𝜀, ∀𝑡 ⩾ 0, 且

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0.

定义 3[16] Lurie时滞广义系统 (1)在 [𝐾1,𝐾2]内

是绝对稳定的,如果当𝑢(𝑡) = 0且𝜔(𝑡) ∈ 𝐿2[0,∞)时,

Lurie时滞广义系统是正则的、无脉冲的,且对于所有

属于扇形区域 [𝐾1,𝐾2]的非线性𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))全局一致

渐近稳定.

本文的目的是: 对于给定的 𝛾 > 0,设计系统 (1)

的状态反馈𝐻∞控制器

𝑢(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡), 𝐿 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, (3)

使得闭环系统

⎧⎨⎩

𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝑑)+

𝐻1𝜔(𝑡) +𝐷𝜔1(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐶𝑑𝑥(𝑡− 𝑑) +𝐻2𝜔(𝑡),

𝜔1(𝑡) = −𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡)),
𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑑, 0],

(4)

满足:

1) 外界扰动𝜔(𝑡) = 0时, 系统 (4)在 [𝐾1,𝐾2]内

绝对稳定;

2) 零初始条件下, 系统 (4)具有给定𝐻∞性能,

即对于所有非零𝜔(𝑡) ∈ 𝐿2[0, ∞), 有 ∥𝑧(𝑡)∥2 ⩽
𝛾∥𝜔(𝑡)∥2,这里 ∥𝑧(𝑡)∥22 =

w ∞
0
𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡.

式 (4)中, 𝐴 = (𝐴+𝐵1𝐿), 𝐶 = (𝐶 +𝐵2𝐿).

引理 1[16] 考虑函数𝜑(𝑡) : 𝑅+ → 𝑅, 如果函数

𝜑̇(𝑡)在 [0, ∞)内有界, 即存在一个标量𝛼 > 0, 对于

所有 𝑡 ∈ [0, ∞), 有 ∣𝜑̇(𝑡)∣ ⩽ 𝛼, 则函数𝜑(𝑡) 在 [0,∞)

内是一致连续的.

引理 2[17] 考虑函数𝜑(𝑡) : 𝑅+ → 𝑅 ,如果函数

𝜑̇(𝑡)在 [0, ∞) 内是一致连续的且
w ∞
0
𝜑(𝑠)d𝑠 < ∞,

则 lim
𝑡→∞

𝜑(𝑡) = 0.

3 主主主要要要结结结果果果

首先考虑非线性函数𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))属于扇形区域 [0,

𝐾]的情形,即满足

𝜑T(𝑡, 𝑧(𝑡))[𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))−𝐾𝑧(𝑡)] ⩽ 0, (5)

有如下结论:

定定定理理理 1 对于给定标量 𝛾 > 0和 𝑑 > 0, 如果存

在适当维数的矩阵𝐿,正定矩阵𝑃 > 0, 𝑄 > 0, 𝑍 > 0

以及矩阵𝑆, 𝑌𝑖(𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 4) 和常数 𝜀 ⩾ 0, 使得下列

矩阵不等式成立:

Σ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Σ1 Σ2 Σ3 Σ4

∗ −𝑑𝑍 0 0

∗ ∗ −𝑑𝑍 0

∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (6)

其中

Σ1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Σ11 Σ12 Σ13 Σ14

∗ Σ22 Σ23 −𝐸T𝑌 T
4

∗ ∗ −2𝜀𝐼 −𝜀𝐾𝐻2

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
Σ2 = 𝑑𝑌, Σ3 = 𝑑

⌢

𝐴𝑍, Σ4 = [ 𝐶 𝐶𝑑 0 𝐻2 ],

Σ11 = (𝑃𝐸 +𝑅𝑆T)T𝐴+𝐴T(𝑃𝐸 +𝑅𝑆T)+

𝑄+ 𝑌1𝐸 + 𝐸T𝑌 T
1 ,

Σ12 = (𝑃𝐸 +𝑅𝑆T)T𝐴𝑑 − 𝑌1𝐸 + 𝐸T𝑌 T
2 ,

Σ13 = (𝑃𝐸 +𝑅𝑆T)T𝐷 − 𝜀𝐶T𝐾T + 𝐸T𝑌 T
3 ,
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Σ14 = (𝑃𝐸 +𝑅𝑆T)T𝐻1 + 𝐸T𝑌 T
4 ,

Σ22 = −𝑄− 𝑌2𝐸 − 𝐸T𝑌 T
2 ,

Σ23 = −𝜀𝐶T
𝑑 𝐾

T − 𝐸T𝑌 T
3 ,

𝑌 = [ 𝑌 T
1 𝑌 T

2 𝑌 T
3 𝑌 T

4 ]T,

⌢

𝐴 = [ 𝐴 𝐴𝑑 𝐷 𝐻1 ],

𝑅(𝑅 ∈ 𝑅𝑛×(𝑛−𝑟))是任意满足𝐸T𝑅 = 0的矩阵, 则

Lurie时滞广义系统 (4)在 [0,𝐾]内绝对稳定且具有

𝐻∞性能界 𝛾.

证证证明明明 首先证明系统 (4)在 [0,𝐾]内绝对稳定.

由 rank𝐸 = 𝑟 ⩽ 𝑛知,存在两可逆矩阵𝑀,𝑁 ∈ 𝑅𝑛×𝑛,

有 𝐸̄ = 𝑀𝐸𝑁 =

[
𝐼𝑟 0

0 0

]
,因此可取𝑅 = 𝑀T

[
0

Φ̄

]
,

其中 Φ̄为属于𝑅(𝑛−𝑟)×(𝑛−𝑟)的任意非奇异矩阵. 按相

同结构分块,定义

𝐴 =𝑀𝐴𝑁 =

[
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

]
,

𝑃 =𝑀−T𝑃𝑀−1 =

[
𝑃11 𝑃12

𝑃21 𝑃22

]
,

𝑍 =𝑀−T𝑍𝑀−1 =

[
𝑍11 𝑍12

𝑍21 𝑍22

]
,

𝑌1 = 𝑁T𝑌1𝑀
−1 =

[
𝑌11 𝑌12

𝑌21 𝑌22

]
,

𝑆 = 𝑁T𝑆 =

[
𝑆11

𝑆21

]
, 𝑅̄ =𝑀−T𝑅 =

[
0

Φ̄

]
. (7)

由Σ11 < 0, 𝑄 > 0知, 𝜓 = (𝑃𝐸 +𝑅𝑆T)T𝐴 + 𝐴T(𝑃𝐸

+ 𝑅𝑆T) + 𝑌1𝐸 + 𝐸T𝑌 T
1 < 0. 对𝜓作合同变换,不等

式两边同时左乘𝑁T和右乘其转置,得

𝜓 =𝑁T𝜓𝑁 = (𝐸̄𝑃 + 𝑆𝑅̄T)𝐴+

𝐴T(𝑃𝐸̄ + 𝑅̄𝑆T) + 𝑌1𝐸̄ + 𝐸̄T𝑌 T
1 =[

𝜓11 𝜓12

∗ 𝐴T
22Φ̄𝑆

T
21 + 𝑆21Φ̄

T𝐴22

]
< 0. (8)

故有𝐴T
22Φ̄𝑆

T
21 + 𝑆21Φ̄

T𝐴22 < 0,所以𝐴22非奇异.由

det(𝑠𝐸 −𝐴) =

det(𝑀−𝑇 ) det(𝑠𝐸̄ −𝐴) det(𝑁−1) =

det(𝑀−𝑇 ) det(−𝐴22) det(𝑠𝐼𝑟−
(𝐴11 −𝐴12𝐴

−1
22 𝐴21)) det(𝑁

−1)

知, det(𝑠𝐸 −𝐴) ∕= 0, deg(det(𝑠𝐸 −𝐴)) = 𝑟 =

rank𝐸,因此矩阵对 (𝐸,𝐴)正则、无脉冲.由定义 2知,

系统 (4)正则、无脉冲.

然后证明系统 (4)全局一致渐近稳定. 由式 (4)和

(5),有

𝜔T
1 (𝑡)𝜔1(𝑡) + 𝜔T

1 (𝑡)𝐾×
[𝐶𝑥(𝑡) + 𝐶𝑑𝑥(𝑡− 𝑑) +𝐻2𝜔(𝑡)] ⩽ 0. (9)

构造如下形式的Lyapunov-Krasovskii泛函:

𝑉 (𝑥𝑡) = 𝑥T(𝑡)𝐸T𝑃𝐸𝑥(𝑡) +
w 𝑡

𝑡−𝑑
𝑥T(𝑠)𝑄𝑥(𝑠)d𝑠+

w 0

−𝑑

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝐸T𝑍𝐸𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃. (10)

其中: 𝑃 > 0, 𝑄 > 0, 𝑍 > 0为待定矩阵.

计算𝑉 (𝑥𝑡)对时间 𝑡的导数, 结合自由权矩阵方

法,应用 S-procedure[18],并结合式 (9),整理得

𝑉̇ (𝑥𝑡) =

2𝑥T(𝑡)𝐸T𝑃𝐸𝑥̇(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑄𝑥(𝑡)−
𝑥T(𝑡− 𝑑)𝑄𝑥(𝑡− 𝑑) + 𝑑𝑥̇T(𝑡)𝐸𝑇𝑍𝐸𝑥̇(𝑡)−w 𝑡

𝑡−𝑑
𝑥̇T(𝑠)𝐸T𝑍𝐸𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

𝑥T(𝑡)(𝐸T𝑃𝐴+𝐴T𝑃𝐸 +𝑄)𝑥(𝑡)+

2𝑥T(𝑡)𝐸T𝑃 (𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝑑) +𝐻1𝜔(𝑡) +𝐷𝜔1(𝑡))−
𝑥T(𝑡− 𝑑)𝑄𝑥(𝑡− 𝑑) + 𝑑𝜉T(𝑡)

⌢

𝐴T𝑍
⌢

𝐴𝜉(𝑡)−w 𝑡

𝑡−𝑑
𝑥̇T(𝑠)𝐸T𝑍𝐸𝑥̇(𝑠)d𝑠+ 2𝑥̇T(𝑡)𝐸T𝑅𝑆T𝑥(𝑡)+

2𝜉T(𝑡)𝑌
[
𝐸𝑥(𝑡)− 𝐸𝑥(𝑡− 𝑑)−

w 𝑡

𝑡−𝑑
𝐸𝑥̇(𝑠)d𝑠

]
−

2𝜀𝜔T
1 (𝑡)𝜔1(𝑡)− 2𝜀𝜔T

1 (𝑡)𝐾×
[𝐶𝑥(𝑡) + 𝐶𝑑𝑥(𝑡− 𝑑) +𝐻2𝜔(𝑡)] =

𝜉T(𝑡)[Σ1 + 𝑑𝑌 𝑍−1𝑌 T + 𝑑
⌢

𝐴T𝑍
⌢

𝐴+ Σ4Σ
T
4 ]𝜉(𝑡)+

𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) −
w 𝑡

𝑡−𝑑
[𝜉T(𝑡)𝑌 + 𝑥̇T(𝑠)𝐸T𝑍]×

𝑍−1[𝑌 T𝜉(𝑡) + 𝑍𝐸𝑥̇(𝑠)]d𝑠. (11)

其中

𝜉T(𝑡) = [ 𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− 𝑑) 𝜔T
1 (𝑡) 𝜔T(𝑡) ] =

[ 𝜁T(𝑡) 𝜔T(𝑡) ].

由上可知, 使系统 (4)绝对稳定的一个充分条

件是: 存在一个标量 𝜀 ⩾ 0, 使得当𝜔(𝑡) = 0 时, 有

𝑉̇ (𝑥𝑡) ⩽ 𝜉T(𝑡)[Σ1+𝑑𝑌 𝑍
−1𝑌 T+𝑑

⌢

𝐴T𝑍
⌢

𝐴+Σ4Σ
T
4 ]𝜉(𝑡)

< 0, 对所有满足扇形区域 (2)的 𝜉(𝑡) ∕= 0成立. 由

Schur补引理, 𝑍 > 0及式 (6)易知, 当𝜔(𝑡) = 0时, 有

𝑉 (𝑥𝑡)负定成立. 因此,有

𝜆1∥𝑥(𝑡)∥2 − 𝑉 (𝑥0) ⩽

𝑥T(𝑡)𝐸T𝑃𝐸𝑥(𝑡)− 𝑉 (𝑥0) ⩽

𝑉 (𝑥𝑡)− 𝑉 (𝑥0) =w 𝑡

0
𝑉̇ (𝑥𝑠)d𝑠 ⩽ −𝜆2

w 𝑡

0
∥𝑥(𝑠)∥2d𝑠 < 0.

其中

𝜆1 = 𝜆min(𝐸
T𝑃𝐸) > 0,

𝜆2 = −𝜆max(Σ11 + 𝑑𝑌1𝑍
−1𝑌 T

1 + 𝑑𝐴T𝑍𝐴) > 0.
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因此, 𝜆1∥𝑥(𝑡)∥2+𝜆2
w 𝑡

0
∥𝑥(𝑠)∥2d𝑠 ⩽ 𝑉 (𝑥0). 进一步有

0 < ∥𝑥(𝑡)∥2 ⩽ 1

𝜆1
𝑉 (𝑥0), 0 < ∥𝑥(𝑡)∥2 ⩽ 1

𝜆1
𝑉 (𝑥0),

所以 0 < ∥𝑥(𝑡)∥2 ⩽ 1

𝜆1
𝑉 (𝑥0)有界. 类似地, ∥𝑥̇(𝑡)∥有

界. 由引理 1知, ∥𝑥̇(𝑡)∥2 一致连续,由
w 𝑡

0
∥𝑥(𝑠)∥2d𝑠有

界并结合引理 2知, lim
𝑡→∞

∥𝑥(𝑡)∥ = 0. 按照定义 2, 广

义系统 (1)对于所有属于扇形区域 [𝐾1,𝐾2]的非线性

𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))全局一致渐近稳定. 因此, 由定义 3知, 当

外界扰动𝜔(𝑡) = 0时,闭环系统 (4)在 [0,𝐾]内绝对稳

定.

最后证明系统 (4)具有𝐻∞性能 𝛾. 在零初始条

件下,对于给定 𝛾 > 0,引入泛函

𝐽(𝑡) =
w ∞
0

[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡)]d𝑡,

将不等式 (11)代入该泛函被积函数中,得到

𝐽 ⩽
w ∞
0

[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇ (𝑥𝑡)]d𝑡 =w ∞
0
𝜉T(𝑡)[Σ1 + 𝑑𝑌 𝑍−1𝑌 T + 𝑑

⌢

𝐴T𝑍
⌢

𝐴+ Σ4Σ
T
4 ]𝜉(𝑡)d𝑡.

根据 Schur补引理, 由式 (6)有 𝐽 < 0, 即 ∥𝑧(𝑡)∥22 ⩽
𝛾2 ∥𝜔(𝑡)∥22. 综上结论成立. 2

注注注 1 在定理 1中, 若只考虑系统 (4)的绝对稳

定性,令𝑌1 = −1

2
𝐸T𝑍,即得文献 [10]的结论.

定定定理理理 2 对于给定标量 𝛾 > 0和 𝑑 > 0, 如

果正定矩阵 𝑄̄ > 0, 𝑍 > 0, 𝑍1 > 0以及矩阵𝑌𝑖 =[
𝑌𝑖11 0

𝑌𝑖21 0

]
(𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 4), 𝐿̄和非奇异矩阵 Π̄ 及常数 𝜀

⩾ 0,使得

Π̄𝑍−1Π̄T = 𝑍1 (12)

以及如下线性矩阵不等式成立:

Ω =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

∗ −𝑑𝑍 0 0

∗ ∗ −𝑑𝑍1 0

∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (13)

其中

Ω1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ω11 Ω12 Ω13 𝐻1 + 𝑌 T

4

∗ Ω22 Ω23 −𝑌 T
4

∗ ∗ −2𝜀𝐼 −𝜀𝐾𝐻2

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Ω2 = 𝑑𝑌 , Ω3 = 𝑑

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(𝐴Π̄ +𝐵1𝐿̄)

T

(𝐴𝑑Π̄ )
T

𝐷T

𝐻T
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
Ω4 = [ (𝐶Π̄ +𝐵2𝐿̄) (𝐶𝑑Π̄ ) 0 𝐻2 ]T,

𝑌 = [ 𝑌 T
1 𝑌 T

2 𝑌 T
3 𝑌 T

4 ]T,

Ω11 = (𝐴Π̄ +𝐵1𝐿̄) + (𝐴Π̄ +𝐵1𝐿̄)
T+

𝑄̄+ 𝑌1 + 𝑌 T
1 ,

Ω12 = 𝐴𝑑Π̄ − 𝑌1 + 𝑌 T
2 ,

Ω13 = 𝐷 − 𝜀(𝐶Π̄ +𝐵2𝐿̄)
T𝐾T + 𝑌 T

3 ,

Ω22 = −𝑄− 𝑌2 − 𝑌 T
2 ,

Ω23 = −𝜀Π̄T𝐶T
𝑑 𝐾

T − 𝑌 T
3 ,

𝑅(𝑅 ∈ 𝑅𝑛×(𝑛−𝑟))是任意满足𝐸T𝑅 = 0的矩阵. 则

𝑢(𝑡) = 𝐿̄Π̄−1𝑥(𝑡)是Lurie时滞广义系统 (1)在扇形区

域 [0,𝐾]内的一个状态反馈𝐻∞控制律.

证证证明明明 从定理 1的证明易知式 (8)成立, 因此

𝐴T
22Φ̄𝑆

T
21 + 𝑆21Φ̄

T𝐴22 < 0,故 Φ̄𝑆T
21 非奇异.由 𝐸̄𝑃 +

𝑆𝑅̄T =

[
𝑃11 𝑃12 + 𝑆11Φ̄

T

0 𝑆21Φ̄
T

]
知,𝐸𝑃+𝑆𝑅T =𝑀−1×

(𝐸̄𝑃 + 𝑆𝑅̄T)𝑀非奇异. 定义Π = 𝑃𝐸 + 𝑅𝑆T, Π̄ =

Π−1, 对式 (6)左乘 diag( Π̄T Π̄T 𝐼 𝐼 Π̄T 𝑍−1 𝐼 )

和右乘其转置, 并定义 Π̄T𝑄Π̄ = 𝑄̄, Π̄T𝑍Π̄ = 𝑍,

𝑍1 = 𝑍−1, 𝐿̄ = 𝐵1𝐿, 𝑌𝑖 = Π̄T𝑌𝑖𝐸Π̄ , 𝑌𝑗 = 𝑌𝑗𝐸Π̄

(𝑖 = 1, 2; 𝑗 = 3, 4). 结合式 (7),由式 (6)即可得知结论

成立. 2
针对非线性函数𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))在扇形区域 [𝐾1,𝐾2]

中的情形,通过应用反馈环的变换,可得系统 (1)在扇

形区域 [𝐾1,𝐾2]内的绝对稳定性等价于如下系统在

扇形区域 [0,𝐾2 −𝐾1]内的绝对稳定性:⎧⎨⎩

𝐸𝑥̇(𝑡) = (𝐴−𝐷𝐾1𝐶)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑 −𝐷𝐾1𝐶𝑑)×
𝑥(𝑡− 𝑑) + (𝐵1 −𝐷𝐾1𝐵2)𝑢(𝑡)+

(𝐻1 −𝐷𝐾1𝐻2)𝜔(𝑡) +𝐷𝜔1(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐶𝑑𝑥(𝑡− 𝑑) +𝐵2𝑢(𝑡) +𝐻2𝜔(𝑡),

𝜔1(𝑡) = −𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡)),
𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑑, 0].

(14)

因此,由定理 2可得如下定理:

定定定理理理 3 对于给定标量 𝛾 > 0和 𝑑 > 0, 如

果正定矩阵 𝑄̄ > 0, 𝑍 > 0, 𝑍1 > 0以及矩阵𝑌𝑖 =[
𝑌𝑖11 0

𝑌𝑖21 0

]
(𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 4), 𝐿̄和非奇异矩阵 Π̄ 及常数 𝜀

⩾ 0,使得

Π̄𝑍−1Π̄T = 𝑍1 (15)

以及如下线性矩阵不等式成立:

Ξ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ξ1 Ξ2 Ξ3 Ξ4

∗ −𝑑𝑍 0 0

∗ ∗ −𝑑𝑍1 0

∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (16)

则𝑢(𝑡) = 𝐿̄Π̄−1𝑥(𝑡)是Lurie时滞广义系统 (1)在扇形

区域 [𝐾1,𝐾2]内的一个状态反馈𝐻∞控制律.

式(16)中
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Ξ1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ξ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14

∗ Ξ22 Ξ23 −𝑌 T
4

∗ ∗ −2𝜀𝐼 −𝜀(𝐾2 −𝐾1)𝐻2

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Ξ3 = 𝑑

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
((𝐴−𝐷𝐾1𝐶)Π̄ + (𝐵1 −𝐷𝐾1𝐵2)𝐿̄)

T

((𝐴𝑑 −𝐷𝐾1𝐶𝑑)Π̄ )
T

𝐷T

(𝐻1 −𝐷𝐾1𝐻2)
T

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
Ξ2 = 𝑑𝑌 , 𝑌 = [ 𝑌 T

1 𝑌 T
2 𝑌 T

3 𝑌 T
4 ]T,

Ξ4 = [ (𝐶Π̄ +𝐵2𝐿̄) (𝐶𝑑Π̄ ) 0 𝐻2 ]T,

Ξ11 = ((𝐴−𝐷𝐾1𝐶)Π̄ + (𝐵1 −𝐷𝐾1𝐵2)𝐿̄)+

((𝐴−𝐷𝐾1𝐶)Π̄ + (𝐵1 −𝐷𝐾1𝐵2)𝐿̄)
T+

𝑄̄+ 𝑌1 + 𝑌 T
1 ,

Ξ12 = (𝐴𝑑 −𝐷𝐾1𝐶𝑑)Π̄ − 𝑌1 + 𝑌 T
2 ,

Ξ13 = 𝐷 − 𝜀(𝐶Π̄ +𝐵2𝐿̄)
T(𝐾2 −𝐾1)

T + 𝑌 T
3 ,

Ξ14 = (𝐻1 −𝐷𝐾1𝐻2) + 𝑌 T
4 ,

Ξ22 = −𝑄− 𝑌2 − 𝑌 T
2 ,

Ξ23 = −𝜀Π̄T𝐶T
𝑑 (𝐾2 −𝐾1)

T − 𝑌 T
3 ,

𝑅(𝑅 ∈ 𝑅𝑛×(𝑛−𝑟))是任意满足𝐸T𝑅 = 0的矩阵.

注 2 对于线性矩阵不等式 (16)在非凸约束 (15)

下的求解问题,可利用调整参数法来求解[20].

4 数数数值值值算算算例例例

考虑Lurie时滞广义系统 (1),其中

𝐸 =

[
1 0

0 0

]
, 𝐴 =

[
−2 1

1.5 −3

]
,

𝐴𝑑 =

[
0.5 0.2

0.3 −0.4

]
, 𝐵1 =

[
−4 0.2

0 3

]
,

𝐻1 =

[
0.1 0

0 0.1

]
, 𝐷 =

[
0.2 0

0 0.1

]
,

𝐶 =

[
0.4 0

0 0.5

]
, 𝐶𝑑 =

[
0.2 0

0 0.1

]
,

𝐵2 =

[
−3 0.1

0 2

]
, 𝐻1 =

[
0.2 0

0 0.2

]
,

𝐾1 =

[
0.1 0

0 0.2

]
, 𝐾2 =

[
0.2 0

0 0.5

]
.

针对本例选取𝑅 = [ 0 1 ]T. 对于给定的 𝛾 = 1

> 0, 选取 𝜀 = 0.2 > 0. 根据定理 3, 利用Matlab软件

中的LMI工具箱可求得使系统 (1)绝对稳定的相应最

大可允许时滞上界 𝑑 = 240.429 0. 如果已知时滞上界

𝑑 = 1.8,选取 𝜀 = 0.2 > 0,相应的最小可允许抑制度

𝛾 = 0.023 2. 对于不同的 𝑑,可类似求取相应的最小可

允许抑制度 𝛾;对于不同的 𝛾,可求取相应的最大可允

许的时滞上界 𝑑.

对于给定 𝛾 = 1 > 0, 𝑑 = 1.8 > 0,选取 𝜀 = 0.2 >

0, 求解上述系统𝐻∞控制问题, 可得系统 (1)的一个

状态反馈𝐻∞控制律为

𝑢(𝑡) =

[
0.292 7 0.050 6

−0.202 6 −0.003 3

]
𝑥(𝑡).

选择连续初始值函数为𝜙(𝑡) = [ −1 1 ]T, 𝑡 ∈
[ −1.8 0 ]时, 图 1给出了上述控制律曲线; 图 2为在

上述控制律下相应的闭环系统的状态轨迹曲线图. 从

图 2可见, 闭环系统状态渐近地趋于零, 由此可知系

统是渐近稳定的.

0 205 10 15
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u2

u
u

1
2
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图 1 控制律曲线

0 205 10 15

0

-0.5
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t /s
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1

x
x

1
2

,

图 2 闭环系统的状态轨迹

5 结结结 论论论

针对一类状态常时滞Lurie广义系统, 基于

Lyapunov稳定性定理和线性矩阵不等式, 本文不采

用模型变换方法和交叉项界定技巧,给出了状态反馈

𝐻∞控制器存在的时滞相关条件及设计方法. 仿真算

例表明了该方法的有效性. 本文的结论很容易推广至

不确定、多时滞、时变时滞等情形.
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