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摘 要: 研究了受加性增益变量影响的离散时间模糊系统的非脆弱𝐻∞滤波问题.该加性增益反映了滤波器实际执

行过程中有限字长的影响.模糊性质的引入增加了滤波器设计的复杂性,使问题变得更具有挑战性. 采用结构的顶点

分离器方法解决该问题,从而提出了基于线性矩阵不等式的模糊非脆弱𝐻∞滤波器设计的充分条件.该设计结果保

证误差系统渐近稳定的同时具有指定的𝐻∞性能指标.最后通过一个例子验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: This paper considers the problem of non-fragile 𝐻∞ filtering for fuzzy discrete-time systems with the

consideration of the additive gain variations, which reflects the FWL effects in filter implementation. The introduction

of the fuzzy property results in a more complex numerical computation problem. A notion of structured vertex separator

is employed to approach the problem, and exploited to develop sufficient conditions for the non-fragile 𝐻∞ filter design

in terms of solutions to a set of linear matrix inequalities(LMIs). The design renders the augmented system asymptotically

stable and guarantees the 𝐻∞ attenuation level less than a prescribed level. A numerical example shows the effectivness of

the proposed method.
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1 引引引 言言言

Takagi-Sugeno (T-S)模糊模型能够无限地逼近广

泛的一类非线性系统[1],它是由一组局部线性子模型

利用 IF-THEN规则通过模糊隶属度函数光滑连接而

成. 传统的线性系统控制技术能够应用于基于T-S模

糊模型的非线性系统的各种控制问题,其中包括稳定

性分析和控制综合[2-3].

近年来,关于T-S模糊模型的𝐻∞控制和滤波问

题越来越受到广泛的关注[2-5]. 但是上述工作都是在

控制器或滤波器精确执行的假定下完成的. 然而,许

多研究结果表明,滤波器执行过程依赖于不同的设计

算法,并且这些滤波器对其参数非常敏感[6]. 文献 [7]

通过大量例子表明, 在控制器的设计中, 非常小的控

制器参数扰动便能导致闭环系统性能下降甚至不稳

定. 因此,如何设计滤波器或控制器使之对其参数摄

动不敏感具有重要的意义.

近年来,对于具有加性范数有界型控制器增益变

量的情况,人们应用黎卡提不等式方法分别得到了状

态反馈[8]和输出反馈[9]的结果.相应地,文献 [10]阐述

了具有乘性增益变量的控制器设计结果; [6]将这一

方法推广到弹性卡尔曼滤波问题; [11]考虑了一类连

续时间系统具有范数有界型增益变量的弹性线性滤

波问题.由于范数有界型增益变量只能粗糙地刻画控

制器或滤波器增益的不确定信息,导致设计结果具有
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一定的保守性. 相对而言,区间有界型增益变量[12]能

比范数有界型增益变量更精确地刻画不确定信息,但

是区间有界型增益变量导致设计条件中包含的线性

矩阵不等式个数大大增加,当系统维数高于 3阶时便

会引起数值计算问题. 对此, [13]研究了具有区间型

增益变量的非脆弱𝐻∞滤波问题,并提出了结构的顶

点分离器的方法解决了这一数值计算问题.然而上述

结果都是针对线性系统,对于非线性系统的具有区间

型增益变量的非脆弱问题目前还没有相应的结果.

本文考虑非线性系统的具有区间型增益变量的

非脆弱𝐻∞滤波问题.利用T-S模糊模型来逼近该非

线性系统,进而针对模糊离散时间系统,考虑受有限

字长影响的模糊非脆弱𝐻∞滤波器设计问题.采用文

献 [13]中提出的结构顶点分离器的方法,给出基于线

性矩阵不等式的模糊非脆弱𝐻∞滤波器设计的充分

条件.设计的结果保证了误差系统渐近稳定并具有指

定的𝐻∞性能指标.本文从理论上和数值仿真分别给

出了所提出方法与已有方法的比较,取得了满意的结

果.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识

T-S模糊系统是 IF-THEN模糊规则描述,该模型

能够局部地描述非线性系统线性输入输出的关系.离

散时间模糊T-S系统具有如下形式:

if 𝑣1 is 𝑀𝑠1, 𝑣2 is 𝑀𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑡 is 𝑀𝑠𝑡, then

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑠𝑥(𝑘) +𝐵1𝑠𝜔(𝑘),

𝑧(𝑘) = 𝐶1𝑠𝑥(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶2𝑠𝑥(𝑘) +𝐷𝑠𝜔(𝑘). (1)

其中: 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢, 𝑢是模糊规则的数量; 𝑣𝑙(𝑘)(𝑙 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡)是前件变量并假设可测, 𝑡是前件变量的

个数; 𝑀𝑠𝑙是模糊集; 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛是状态; 𝑦(𝑘) ∈ 𝑅𝑝是

测量输出; 𝜔(𝑘) ∈ 𝑅𝑟是扰动输入; 𝑧(𝑘) ∈ 𝑅𝑞是调节

输出; 𝐴𝑠, 𝐵1𝑠, 𝐶1𝑠, 𝐶2𝑠和𝐷𝑠是适当维数的已知常阵.

利用标准的模糊推理方法,即单点模糊化方法、乘积

模糊推理方法以及加权平均解模糊方法,可以得到如

下的全局动态模型:

𝑥(𝑘 + 1) =

𝑢∑
𝑠=1

𝑤𝑠(𝑣(𝑘))(𝐴𝑠𝑥(𝑘) +𝐵1𝑠𝜔(𝑘))

𝑢∑
𝑠=1

𝑤𝑠(𝑣(𝑘))

,

𝑧(𝑘) =

𝑢∑
𝑠=1

𝑤𝑠(𝑣(𝑘))(𝐶1𝑠𝑥(𝑘))

𝑢∑
𝑠=1

𝑤𝑠(𝑣(𝑘))

,

𝑦(𝑘) =

𝑢∑
𝑠=1

𝑤𝑠(𝑣(𝑘))(𝐶2𝑠𝑥(𝑘) +𝐷𝑖𝜔(𝑘))

𝑢∑
𝑠=1

𝑤𝑠(𝑣(𝑘))

. (2)

其中

𝑣(𝑘) = [𝑣1(𝑘) 𝑣2(𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣𝑡(𝑘)]
T,

𝑤𝑠(𝑣(𝑘)) =

𝑡∏
𝑗=1

𝑀𝑠𝑗(𝑣𝑗(𝑘)),

𝑀𝑠𝑗(𝑣𝑗(𝑘))是 𝑣𝑗(𝑘)属于模糊集合𝑀𝑠𝑗中的隶属度函

数,并具有如下性质:
𝑢∑

𝑠=1

𝑤𝑠(𝑣(𝑘)) > 0, 𝑤𝑠(𝑣(𝑘)) ⩾ 0, 𝑠 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢. (3)

进一步规范化隶属度函数,得

𝛼𝑠(𝑣(𝑘)) = 𝑤𝑠(𝑣(𝑘))
/ 𝑢∑

𝑠=1

𝑤𝑠(𝑣(𝑘)),

则有

0 ⩽ 𝛼𝑠(𝑣(𝑘)) ⩽ 1,

𝑢∑
𝑠=1

𝛼𝑠(𝑣(𝑘)) = 1. (4)

且𝛼(𝑣(𝑘)) = [𝛼1(𝑣(𝑘)), 𝛼2(𝑣(𝑘)), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑢(𝑣(𝑘))]
T. 为

方便描述,记𝛼𝑠(𝑘) = 𝛼𝑠(𝑣(𝑘)), 𝛼(𝑘) = 𝛼(𝑣(𝑘)). 进而

T-S模糊系统 (1)可写为

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝛼)𝑥(𝑘) +𝐵1(𝛼)𝜔(𝑘),

𝑧(𝑘) = 𝐶1(𝛼)𝑥(𝑘)),

𝑦(𝑘) = 𝐶2(𝛼)𝑥(𝑘) +𝐷(𝛼)𝜔(𝑘). (5)

其中

𝐴(𝛼) =

𝑢∑
𝑠=1

𝛼𝑠(𝑘)𝐴𝑠, 𝐵1(𝛼) =

𝑢∑
𝑠=1

𝛼𝑠(𝑘)𝐵1𝑠,

𝐶1(𝛼) =

𝑢∑
𝑠=1

𝛼𝑠(𝑘)𝐶1𝑠, 𝐶2(𝛼) =

𝑢∑
𝑠=1

𝛼𝑠(𝑘)𝐶2𝑠,

𝐷(𝛼) =

𝑢∑
𝑠=1

𝛼𝑠(𝑘)𝐷𝑠. (6)

考虑如下模糊滤波器:

𝜉(𝑘 + 1) = (𝐴𝐹 (𝛼) + Δ𝐴𝐹 (𝛼))𝜉(𝑘)+

(𝐵𝐹 (𝛼) + Δ𝐵𝐹 (𝛼))𝑦(𝑘),

𝑧𝐹 (𝑘) = (𝐶𝐹 (𝛼) + Δ𝐶𝐹 (𝛼))𝜉(𝑘). (7)

其中: 𝜉(𝑘) ∈ 𝑅𝑛是滤波器状态, 𝑧𝐹 (𝑘)是 𝑧(𝑘)的估计,

且

𝐴𝐹 (𝛼) =

𝑢∑
𝑠=1

𝑢∑
𝑡=1

𝛼𝑠𝛼𝑡(𝑘)𝐴𝐹𝑠𝑡,

Δ𝐴𝐹 (𝛼) =

𝑢∑
𝑠=1

𝑢∑
𝑡=1

𝛼𝑠𝛼𝑡(𝑘)Δ𝐴𝐹𝑠𝑡,

𝐵𝐹 (𝛼) =

𝑢∑
𝑡=1

𝛼𝑡𝐵𝐹𝑡,
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Δ𝐵𝐹 (𝛼) =

𝑢∑
𝑡=1

𝛼𝑡Δ𝐵𝐹𝑡,

𝐶𝐹 (𝛼) =

𝑢∑
𝑡=1

𝛼𝑡𝐶𝐹𝑡,

Δ𝐶𝐹 (𝛼) =

𝑢∑
𝑡=1

𝛼𝑡Δ𝐶𝐹𝑡. (8)

常数矩阵𝐴𝐹𝑠𝑡, 𝐵𝐹𝑡和𝐶𝐹𝑡是需要设计的滤波器矩

阵; Δ𝐴𝐹𝑠𝑡,Δ𝐵𝐹𝑡和Δ𝐶𝐹𝑡表示具有如下形式的加性

区间型增益变量:

Δ𝐴𝐹𝑠𝑡 = [𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛, ∣𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 ∣ ⩽ 𝛿𝑡𝑎,

𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑠, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢.
Δ𝐵𝐹𝑡 = [𝛿𝑡𝑏𝑖𝑗 ]𝑛×𝑝, ∣𝛿𝑡𝑏𝑖𝑗 ∣ ⩽ 𝛿𝑡𝑎,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝; 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢.
Δ𝐶𝐹𝑡 = [𝛿𝑡𝑐𝑖𝑗 ]𝑞×𝑛, ∣𝛿𝑡𝑐𝑖𝑗 ∣ ⩽ 𝛿𝑡𝑎,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢. (9)

令 𝑒𝑘 ∈ 𝑅𝑛, ℎ𝑘 ∈ 𝑅𝑝和 𝑔𝑘 ∈ 𝑅𝑞表示列向量, 且

该列向量的第 𝑘个元素为 1,其他元素为 0,则模型 (9)

的增益变量可表示为

Δ𝐴𝐹𝑠𝑡 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖𝑒
T
𝑗 ,

Δ𝐵𝐹𝑡 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝛿𝑡𝑏𝑖𝑗𝑒𝑖ℎ
T
𝑗 ,

Δ𝐶𝐹𝑡 =

𝑞∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝛿𝑡𝑐𝑖𝑗𝑔𝑖𝑒
T
𝑗 .

将滤波器 (7)和 (5)相结合,得到如下滤波误差系统:

𝑥𝑒(𝑘 + 1) = 𝐴𝑒(𝛼)𝑥𝑒(𝑘) +𝐵𝑒(𝛼)𝜔(𝑘),

𝑧𝑒(𝑘) = 𝐶𝑒(𝛼)𝑥𝑒(𝑘). (10)

其中: 𝑥𝑒(𝑘) = [𝑥(𝑘)T, 𝜉(𝑘)T]T, 𝑧𝑒(𝑘) = 𝑧(𝑘)−𝑧𝐹 (𝑘)是
估计误差,且

𝐴𝑒(𝛼) =[
𝐴(𝛼) 0

(𝐵𝐹 (𝛼) + Δ𝐵𝐹 (𝛼))𝐶2(𝛼) 𝐴𝐹 (𝛼) + Δ𝐴𝐹 (𝛼)

]
,

𝐵𝑒(𝛼) =

[
𝐵1(𝛼)(𝛼)

(𝐵𝐹 (𝛼) + Δ𝐵𝐹 (𝛼))𝐷(𝛼)

]
,

𝐶𝑒 = [ 𝐶1(𝛼) −𝐶𝐹 (𝛼)−Δ𝐶𝐹 (𝛼) ].

误差系统 (2)从𝜔到 𝑧𝑒的传递函数矩阵为

𝐺𝑧𝑒𝜔(𝑧) = 𝐶𝑒(𝛼)(𝑧𝐼 −𝐴𝑒(𝛼))
−1𝐵𝑒(𝛼).

本文所考虑的问题是模糊非脆弱𝐻∞滤波问题.

即: 对于给定的正常数 𝛾, 设计受加性增益变量 (9)

影响的具有形式 (7)的模糊滤波器,使得模糊系统 (2)

渐近稳定且 ∥𝐺𝑧𝑒𝜔(𝑧)∥ < 𝛾.

3 模模模糊糊糊非非非脆脆脆弱弱弱𝑯∞滤滤滤波波波器器器设设设计计计

本节将给出容忍加性增益变量的非脆弱𝐻∞滤

波器的基于线性矩阵不等式的设计方法,并将所提出

方法与已有方法进行比较.

3.1 非非非脆脆脆弱弱弱𝑯∞滤滤滤波波波器器器设设设计计计方方方法法法

为便于叙述,记

𝑀0(Δ𝐴𝐹𝑠𝑡,Δ𝐵𝐹𝑡,Δ𝐶𝐹𝑡) =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ1 Ξ2 0 𝑆T𝐴𝑠 𝑆T𝐴𝑠 𝑆T𝐵1𝑠

∗ Ξ3 0 Ξ5𝑠𝑡 Ξ6𝑠𝑡 Ξ7𝑠𝑡

∗ ∗ −𝐼 Ξ4𝑠𝑡 𝐶1𝑠 0

∗ ∗ ∗ −𝑃11 −𝑃12 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃22 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (11)

其中

Ξ1 = 𝑃11 − 𝑆 − 𝑆T,

Ξ2 = 𝑃12 − 𝑆 − 𝑆T,

Ξ3 = 𝑃22 − 𝑆 − 𝑆T +𝑁 +𝑁T,

Ξ4𝑠𝑡 = 𝐶1𝑠 − 𝐶𝐹𝑡 −Δ𝐶𝐹𝑡,

Ξ5𝑠𝑡 = (𝑆 −𝑁)T𝐴𝑠 + 𝐹𝐵𝑡𝐶2𝑠+

𝑁T(Δ𝐵𝐹𝑡𝐶2𝑠 +Δ𝐴𝐹𝑠𝑡) + 𝐹𝐴𝑠𝑡,

Ξ6𝑠𝑡 = (𝑆 −𝑁)T𝐴𝑠 + 𝐹𝐵𝑡𝐶2𝑠 +𝑁TΔ𝐵𝐹𝑡𝐶2𝑠,

Ξ7𝑠𝑡 = (𝑆 −𝑁)T𝐵1𝑠 + 𝐹𝐵𝑡𝐷𝑠 +𝑁TΔ𝐵𝐹𝑡𝐷𝑠. (12)

下面的定理给出了解决具有加性增益变量的非

脆弱𝐻∞滤波问题的充分条件.

定定定理理理 1 考虑系统 (1), 𝛾 > 0和 𝛿𝑎 > 0是给定的

常数.如果存在矩阵𝐹𝐴𝑠𝑡, 𝐹𝐵𝑡, 𝐶𝐹𝑡, 𝑆,𝑁, 𝑃12和𝑃11 >

0, 𝑃22 > 0,使得如下线性矩阵不等式成立:

𝑀0(Δ𝐴𝐹𝑠𝑡,Δ𝐵𝐹𝑡,Δ𝐶𝐹𝑡) < 0,

𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 , 𝛿
𝑡
𝑏𝑖𝑘, 𝛿

𝑡
𝑐𝑙𝑗 ∈ {−𝛿𝑡𝑎, 𝛿𝑡𝑎},

𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝; 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞. (13)

则具有加性增益变量 (9)和如下滤波器增益的滤波器

(7)使得系统 (1)渐近稳定且具有𝐻∞性能指标 𝛾:

𝐴𝐹𝑠𝑡 = (𝑁T)−1𝐹𝐴𝑠𝑡, 𝐵𝐹𝑡 = (𝑁T)−1𝐹𝐵𝑡, 𝐶𝐹𝑡 = 𝐶𝐹𝑡.

(14)

证证证明明明 通过文献 [14]中引理 3可知, 使得系统

(2)渐近稳定且 ∥𝐺𝑧𝑒𝜔(𝑧)∥ < 𝛾的充分条件是: 存在具

有结构

𝐺 =

[
𝑌 𝑁

𝑁 −𝑁

]
的矩阵𝐺和一个对称正定矩阵

𝑃 =

[
𝑃11 𝑃12

𝑃T
12 𝑃22

]
> 0,
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使得

𝑀1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃 −𝐺−𝐺T 0 𝐺T𝐴𝑒(𝛼) 𝐺T𝐵𝑒(𝛼)

∗ −𝐼 𝐶𝑒(𝛼) 0

∗ ∗ −𝑃 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0

(15)

对于所有满足式 (9)的摄动 𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 , 𝛿𝑡𝑏𝑖𝑘和 𝛿𝑡𝑐𝑙𝑗成立.

记

𝑆 = 𝑌 +𝑁, Γ1 =

[
𝐼 𝐼

𝐼 0

]
,

Γ̄1 = diag{Γ1, 𝐼,Γ1, 𝐼},
𝑃11 = 𝑃11 + 𝑃12 + 𝑃T

12 + 𝑃22,

𝑃12 = 𝑃11 + 𝑃T
12, 𝑃22 = 𝑃11.

则式 (15)等价于

𝑀2 = Γ̄1𝑀1Γ̄
T
1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ1 Ξ2 0 𝑆T𝐴(𝛼) 𝑆T𝐴(𝛼) 𝑆T𝐵1(𝛼)

∗ Ξ3 0 Π1 Π2 Π3

∗ ∗ −𝐼 Π4 𝐶1 0

∗ ∗ ∗ −𝑃11 −𝑃12 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃22 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0

(16)

对于所有满足式 (9)的摄动 𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 , 𝛿𝑡𝑏𝑖𝑘和 𝛿𝑡𝑐𝑙𝑗成立. 其

中: Ξ1,Ξ2,Ξ3,Ξ4由式 (12)定义,且

Π1 = (𝑆 −𝑁)T𝐴(𝛼) +𝑁T(𝐵𝐹 (𝛼)𝐶2(𝛼)+

Δ𝐵𝐹 (𝛼)𝐶2(𝛼) +𝐴𝐹 (𝛼) + Δ𝐴𝐹 (𝛼)),

Π2 = (𝑆 −𝑁)T𝐴(𝛼) +𝑁T𝐵𝐹 (𝛼)𝐶2(𝛼)+

𝑁TΔ𝐵𝐹 (𝛼)𝐶2(𝛼),

Π3 = (𝑆 −𝑁)T𝐵1(𝛼) +𝑁T𝐵𝐹 (𝛼)𝐷(𝛼)+

𝑁TΔ𝐵𝐹 (𝛼)𝐷(𝛼),

Π4 = 𝐶1(𝛼)− 𝐶𝐹 (𝛼)−Δ𝐶𝐹 (𝛼).

显然, 𝑀2对于每一个满足式 (9)的 𝛿𝑖, 𝛿𝑖 ∈ {𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 , 𝛿𝑡𝑏𝑖𝑘,
𝛿𝑡𝑐𝑙𝑗}都是凸的,因此式 (16)成立且等价于

𝑀3 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ1 Ξ2 0 𝑆T𝐴(𝛼) 𝑆T𝐴(𝛼) 𝑆T𝐵1(𝛼)

∗ Ξ3 0 Π1 Π2 Π3

∗ ∗ −𝐼 Π4 𝐶1 0

∗ ∗ ∗ −𝑃11 −𝑃12 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃22 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0

(17)

对于所有的 𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 , 𝛿𝑡𝑏𝑖𝑘, 𝛿𝑡𝑐𝑙𝑗 ∈ {−𝛿𝑡𝑎, 𝛿𝑡𝑎}(𝑖, 𝑗 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝; 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞)成立.

另一方面,将式 (13)乘以𝛼𝑠𝛼𝑡并累加起来,可得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ1 Ξ2 0 𝑆T𝐴(𝛼) 𝑆T𝐴(𝛼) 𝑆T𝐵1(𝛼)

∗ Ξ3 0 Ξ̄5 Ξ̄6 Ξ̄7

∗ ∗ −𝐼 Π4 𝐶1(𝛼) 0

∗ ∗ ∗ −𝑃11 −𝑃12 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃22 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0,

𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 , 𝛿
𝑡
𝑏𝑖𝑘, 𝛿

𝑡
𝑐𝑙𝑗 ∈ {−𝛿𝑡𝑎, 𝛿𝑡𝑎},

𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝; 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞.
(18)

其中

Ξ̄5 = (𝑆 −𝑁)T𝐴(𝛼) + 𝐹𝐵(𝛼)𝐶2(𝛼)+

𝑁T(Δ𝐵𝐹 (𝛼)𝐶2(𝛼) + Δ𝐴𝐹 (𝛼)) + 𝐹𝐴(𝛼),

Ξ̄6 = (𝑆 −𝑁)T𝐴(𝛼) + 𝐹𝐵(𝛼)𝐶2(𝛼)+

𝑁TΔ𝐵𝐹 (𝛼)𝐶2(𝛼),

Ξ̄7 = (𝑆 −𝑁)T𝐵1(𝛼) + 𝐹𝐵(𝛼)𝐷(𝛼)+

𝑁TΔ𝐵𝐹 (𝛼)𝐷(𝛼).

由式 (13), (14)和 Schur补引理可知, (16)的充分条件

是 (17),即 (15)的充分条件是 (13). 2
类似文献 [13-14], 本文考虑的模糊非脆弱

𝐻∞滤波问题对于维数高于 3维的系统同样存在数

值计算问题.为此,给出如下方法.

记

𝐹 𝑠
𝑎𝑖 = [𝑓𝑠

𝑎𝑖1 𝑓
𝑠
𝑎𝑖2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑓𝑠

𝑎𝑖𝑙𝑎 ], 𝑖 = 1, 2. (19)

其中: 𝑙𝑎 = 𝑛2 + 𝑛𝑝+ 𝑛𝑞,且

𝑓𝑠
𝑎1𝑘 = [ 01×𝑛 (𝑁T𝑒𝑖)

T 01×𝑞 01×𝑛 01×𝑛 01×𝑟 ]T,

𝑓𝑠
𝑎2𝑘 = [ 01×𝑛 01×𝑛 01×𝑞 𝑒T𝑗 01×𝑛 01×𝑟 ],

𝑘 = (𝑖− 1)𝑛+ 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
𝑓𝑠
𝑎1𝑘 = [ 01×𝑛 (𝑁T𝑒𝑖)

T 01×𝑞 01×𝑛 01×𝑛 01×𝑟 ]T,

𝑓𝑠
𝑎2𝑘 = [ 01×𝑛 01×𝑛 01×𝑞 ℎT

𝑗 𝐶2𝑠 ℎT
𝑗 𝐶2𝑠 ℎT

𝑗 𝐷𝑠 ],

𝑘 = 𝑛2 + (𝑖− 1)𝑝+ 𝑗; 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.
𝑓𝑠
𝑎1𝑘 = [ 01×𝑛 01×𝑛 −𝑔T𝑖 01×𝑛 01×𝑛 01×𝑟 ]T,

𝑓𝑠
𝑎2𝑘 = [ 01×𝑛 01×𝑛 01×𝑞 𝑒T𝑗 01×𝑛 01×𝑟 ],

𝑘 = 𝑛2 + 𝑛𝑝+ (𝑖− 1)𝑛+ 𝑗;

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
令 𝑘0, 𝑘1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑠𝑎为满足

𝑘0 = 0 < 𝑘1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑘𝑠𝑎 = 𝑙𝑎

的整数,且矩阵Θ𝑠𝑡具有如下结构:
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Θ𝑠𝑡 =

[
diag[𝜃1𝑠𝑡11 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃𝑠𝑎𝑠𝑡11 ] diag[𝜃1𝑠𝑡12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃𝑠𝑎𝑠𝑡12 ]

diag[𝜃1𝑠𝑡12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃𝑠𝑎𝑠𝑡12 ]T diag[𝜃1𝑠𝑡22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃𝑠𝑎𝑠𝑡22 ]

]
,

(20)

其中 𝜃𝑖𝑠𝑡11 , 𝜃
𝑖𝑠𝑡
12 , 𝜃

𝑖𝑠𝑡
22 ∈ 𝑅(𝑘𝑖−𝑘𝑖−1)×(𝑘𝑖−𝑘𝑖−1), 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑎. 则可得到如下定理:

定定定理理理 2 考虑系统 (1), 对于给定的常数 𝛾 > 0

和 𝛿𝑎 > 0,如果存在矩阵𝐹𝐴𝑠𝑡, 𝐹𝐵𝑡, 𝐶𝐹𝑡, 𝑆,𝑁, 𝑃12, 𝑃11

> 0, 𝑃22 > 0和具有结构 (19)的矩阵Θ , 使得如下线

性矩阵不等式成立:[
𝑄𝑠𝑡 𝐹 𝑠

𝑎1

(𝐹 𝑠
𝑎1)

T 0

]
+

[
𝐹 𝑠
𝑎2 0

0 𝐼

]T

Θ𝑠𝑡

[
𝐹 𝑠
𝑎2 0

0 𝐼

]
< 0, (21)

[
𝐼

diag[𝛿𝑘𝑖−1+𝑗 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛿𝑘𝑖 ]

]T [
𝜃𝑖𝑠𝑡11 𝜃𝑖𝑠𝑡12

(𝜃𝑖𝑠𝑡12 )
T 𝜃𝑖𝑠𝑡22

]
×[

𝐼

diag[𝛿𝑡𝑘𝑖−1+𝑗 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛿𝑘𝑖 ]

]
⩾ 0, 𝛿𝑘𝑖−1+𝑗 ∈ {−𝛿𝑡𝑎, 𝛿𝑡𝑎},

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑖 − 𝑘𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑎. (22)

则具有加性增益变量 (9)和滤波器增益 (14)的滤波

器 (7)使得系统 (1)渐近稳定且具有𝐻∞性能指标 𝛾.

其中

𝑄𝑠𝑡 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ1 Ξ2 0 𝑆T𝐴𝑠

∗ Ξ3 0 (𝑆−𝑁)T𝐴𝑠+𝐹𝐵𝑡𝐶2𝑠+𝐹𝐴𝑠𝑡

∗ ∗ −𝐼 𝐶1𝑠 − 𝐶𝐹𝑡

∗ ∗ ∗ −𝑃11

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

→

←

𝑆T𝐴𝑠 𝑆T𝐵1𝑠

(𝑆−𝑁)T𝐴𝑠+𝐹𝐵𝑡𝐶2𝑠 (𝑆−𝑁)T𝐵1𝑠+𝐹𝐵𝑡𝐷𝑠

𝐶1𝑠 0

−𝑃12 0

−𝑃22 0

∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

且Ξ1,Ξ2,Ξ3由式 (12)定义.

证明过程与文献 [14]中的定理 2证明类似,此处

省略.

3.2 与与与已已已有有有方方方法法法的的的比比比较较较

类似于文献 [6]和 [11], 范数有界型增益变量

Δ𝐴𝐹𝑠𝑡,Δ𝐵𝐹𝑡和Δ𝐶𝐹𝑡可由如下范数有界型不确定

性界定:

Δ𝐴𝐹𝑠𝑡 = 𝑀𝑎𝐹1𝑠𝑡(𝑡)𝐸𝑎, Δ𝐵𝐹𝑡 = 𝑀𝑏𝐹2𝑡(𝑡)𝐸𝑏,

Δ𝐶𝐹𝑡 = 𝑀𝑐𝐹3𝑡(𝑡)𝐸𝑐. (23)

其中

𝑀𝑎 = [𝑀𝑎1 ⋅ ⋅ ⋅𝑀𝑎𝑛2 ], 𝐸𝑎 = [𝐸T
𝑎1 ⋅ ⋅ ⋅𝐸T

𝑎𝑛2 ]T,

𝑀𝑏 = [𝑀𝑏1 ⋅ ⋅ ⋅𝑀𝑏𝑛𝑝], 𝐸𝑏 = [𝐸T
𝑏1 ⋅ ⋅ ⋅𝐸T

𝑏𝑛𝑝]
T,

𝑀𝑐 = [𝑀𝑐1 ⋅ ⋅ ⋅𝑀𝑐𝑛𝑞], 𝐸𝑐 = [𝐸T
𝑐1 ⋅ ⋅ ⋅𝐸T

𝑐𝑛𝑞]
T,

且

𝑀𝑎𝑘 = 𝑒𝑖, 𝐸𝑎𝑘 = 𝑒T𝑗 ,

𝑘 = (𝑖− 1)𝑛+ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
𝑀𝑏𝑘 = 𝑒𝑖, 𝐸𝑏𝑘 = ℎT

𝑗 ,

𝑘 = 𝑛2 + (𝑖− 1)𝑝+ 𝑗, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.
𝑀𝑐𝑘 = 𝑔𝑖, 𝐸𝑐𝑘 = 𝑒T𝑗 ,

𝑘 = 𝑛2 + 𝑛𝑝+ (𝑖− 1)𝑛+ 𝑗,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
此处𝐹T

𝑖 (𝑡)𝐹𝑖(𝑡) ⩽ (𝛿𝑡𝑎)
2𝐼(𝑖 = 1, 2, 3)表示不确定参

数,这里 𝛿𝑡𝑎与前面的定义相同.记

𝐹𝐴 = �̄�𝐴𝐹𝑠𝑡, 𝐹𝐵 = �̄�𝐵𝐹𝑡,

𝑀𝑎1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0

�̄�𝑀𝑎 �̄�𝑀𝑏 0

0 0 −𝑀𝑐

0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑀𝑎2 =

⎡⎢⎣0 0 0 𝐸𝑎 0 0

0 0 0 𝐸𝑏𝐶2𝑠 𝐸𝑏𝐶2𝑠 𝐸𝑏𝐷𝑠

0 0 0 𝐸𝑐 0 0

⎤⎥⎦ .

利用文献 [6, 11]的方法,该具有范数有界型增益变量

的模糊非脆弱𝐻∞滤波器设计问题可降为求解如下

线性矩阵不等式:⎡⎢⎣�̄�𝑠𝑡 𝑀𝑎1 𝛿𝑎𝜀𝑀
T
𝑎2

∗ −𝜀𝐼 0

∗ ∗ −𝜀𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (24)

且矩阵变量𝑆 > 0, �̄� < 0和纯量 𝜀 > 0. 其中

�̄�𝑠𝑡 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑆 −𝑆 0 𝑆𝐴𝑠 𝑆𝐴𝑠 𝑆𝐵1𝑠

∗ −𝑆 + �̄� 0 𝑄1𝑠𝑡 𝑄2𝑠𝑡 𝑄3𝑠𝑡

∗ ∗ −𝐼 𝐶1𝑠 − 𝐶𝐹𝑡 𝐶1𝑠 0

∗ ∗ ∗ −𝑆 −𝑆 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑆 + �̄� 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

且

𝑄1𝑠𝑡 = (𝑆 − �̄�)𝐴𝑠 + 𝐹𝐴𝑠𝑡 + 𝐹𝐵𝑡𝐶2𝑠,

𝑄2𝑠𝑡 = (𝑆 − �̄�)𝐴𝑠 + 𝐹𝐵𝑡𝐶2𝑠,

𝑄3𝑠𝑡 = (𝑆 − �̄�)𝐵1𝑠 + 𝐹𝐵𝑡𝐷𝑠.

引引引理理理 1 考虑系统 (1),如果条件 (24)可行,则定

理 2给出的模糊非脆弱滤波器设计条件也可行.
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证明与文献 [14]中的引理 5证明类似,省略.

3.3 𝑯∞性性性能能能指指指标标标估估估计计计

当滤波器参数矩阵𝐴𝐹𝑠𝑡, 𝐵𝐹𝑡和𝐶𝐹𝑡已知时, 在

限制条件 (9)和 ∥ 𝐺𝑧𝑒𝜔(𝑧) ∥< 𝛾下,最小化 𝛾问题可转

化为如下问题:最小化 𝛾2在不等式⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃 −𝐺−𝐺T 0 𝐺T𝐴𝑒(𝛼) 𝐺T𝐵𝑒(𝛼)

∗ −𝐼 𝐶𝑒(𝛼) 0

∗ ∗ −𝑃 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0 (25)

的限制下,对于所有的 𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 , 𝛿
𝑡
𝑏𝑖𝑘, 𝛿

𝑡
𝑐𝑙𝑗 ∈ {−𝛿𝑡𝑎, 𝛿𝑡𝑎}(𝑖, 𝑗

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝; 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞), 与定
理 1类似, 也存在数值计算问题. 下面将解决这一问

题.记

𝐺𝑠
𝑎𝑖 = [𝑔𝑠𝑎𝑖1 𝑔

𝑠
𝑎𝑖2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔𝑠𝑎𝑖𝑙𝑎 ], 𝑖 = 1, 2. (26)

其中

𝑔𝑠𝑎1𝑘 = [ ( 01×𝑛 𝑒T𝑖 )𝐺 01×𝑞 01×2𝑛 01×𝑟 ]T;

𝑔𝑠𝑎2𝑘 = [ 01×2𝑛 01×𝑞 01×𝑛 𝑒T𝑗 01×𝑛 ],

𝑘 = (𝑖− 1)𝑛+ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑔𝑠𝑎1𝑘 = [ ( 01×𝑛 𝑒T𝑖 )𝐺 01×𝑞 01×2𝑛 01×𝑟 ]T;

𝑔𝑠𝑎2𝑘 = [ 01×2𝑛 01×𝑞 ℎT
𝑗 𝐶2𝑠 01×𝑛 ℎT

𝑗 𝐷𝑠 ],

𝑘 = 𝑛2 + (𝑖− 1)𝑝+ 𝑗,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝;
𝑔𝑠𝑎1𝑘 = [ 01×2𝑛 −𝑔T𝑖 01×2𝑛 01×𝑟 ]T;

𝑔𝑠𝑎2𝑘 = [ 01×2𝑛 01×𝑞 01×𝑛 𝑒T𝑗 01×𝑛 ],

𝑘 = 𝑛2 + 𝑛𝑝+ (𝑖− 1)𝑛+ 𝑗,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
于是可以得到如下引理:

引引引理理理 2 考虑系统 (1), 令 𝛾 > 0, 𝛿𝑎 > 0为常

数, 且滤波器参数矩阵𝐴𝐹𝑠𝑡, 𝐵𝐹𝑡, 𝐶𝐹𝑡为给定. 则

∥ 𝐺𝑧𝑒𝜔(𝑧) ∥< 𝛾对于所有满足式 (9)的摄动 𝛿𝑠𝑡𝑎𝑖𝑗 , 𝛿𝑡𝑏𝑖𝑘
和 𝛿𝑡𝑐𝑙𝑗成立,如果存在矩阵𝐺,正定矩阵𝑃 > 0和一个

具有结构 (19)的对称矩阵Θ ,使得式 (21)和如下线性

矩阵不等式成立:[
�̃�𝑠𝑡 𝐺𝑠

𝑎1

(𝐺𝑠
𝑎1)

T 0

]
+

[
𝐺𝑠

𝑎2 0

0 𝐼

]T

Θ

[
𝐺𝑠

𝑎2 0

0 𝐼

]
< 0,

(27)

其中

�̃�𝑠𝑡 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃 −𝐺−𝐺T 0 𝐺T𝐴𝑒𝑠𝑡 𝐺T𝐵𝑒𝑠𝑡

∗ −𝐼 𝐶𝑒𝑠𝑡 0

∗ ∗ −𝑃 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

证明过程与定理 2证明类似,此处省略.

4 例例例 子子子

离散时间模糊系统 (1)具有𝑢 = 2和

𝐴1=

⎡⎢⎣ 0 1 −0.5
−1 −0.5 1

−1 0 1

⎤⎥⎦, 𝐴2=

⎡⎢⎣ 0 1 −0.5
−1 −0.5 1

−1 0 0.5

⎤⎥⎦,
𝐶11 = 𝐶12 = [ 1 −1 1 ], 𝐷1 = [ 0 0.6 ],

𝐶21 = 𝐶22 = [ −1 0.5 2 ], 𝐷2 = [ 0 0.9 ],

𝐵11 =

⎡⎢⎣−1 0

0.5 0

−1 0

⎤⎥⎦, 𝐵12 =

⎡⎢⎣ −1 0

0.5 0

−0.5 0

⎤⎥⎦.
当所设计的滤波器不含有增益变量时,可以得到标准

的闭环模糊系统最优𝐻∞性能指标为 𝛾opt = 4.177 7.

首先设定 𝛿1𝑎 = 𝛿2𝑎 = 0.05. 一方面假定所设计的滤波

器具有形如式 (23)的加性范数有界型增益变量, 利

用设计条件 (24)设计滤波器, 定义所设计的控制器

为𝐾𝑛𝑚; 另一方面, 假定所设计的滤波器具有形如

式 (9)所描述的加性增益变量. 利用定理 2, 分别取

𝑠𝑎 = 15和 𝑠𝑎 = 5设计滤波器, 定义所得到的控制器

分别为𝐹in15(𝑠𝑎 = 15)和𝐹in5(𝑠𝑎 = 5),两种设计方法

得到的𝐻∞性能由表 1和表 2给出并进行比较.

表 1 由设计得到的性能指标

已有方法 本文方法 (𝑠𝑎 = 15) 本文方法 (𝑠𝑎 = 5)

𝛾 5.113 4 4.533 2 4.521 0

表 2 由引理 2得到的𝐻∞性能估计

𝐹norm 𝐹in15 𝐹in5

𝛾 (𝑠𝑎 = 15) 4.694 6 4.422 8 −
𝛾 (𝑠𝑎 = 5) 4.683 6 − 4.413 1

从表 1和表 2可以看出,即使本文所提出的定理

2的最差情况 (𝑠𝑎 = 15)也要比已有非脆弱𝐻∞滤波

器设计条件 (24)的保守性小. 这表明了本文设计方法

的有效性.

5 结结结 论论论

本文研究了线性离散时间系统模糊非脆弱𝐻∞
滤波器设计问题,所设计的滤波器假定具有由有限字

长影响的加性区间型增益变量. 采用文献 [13]提出的

结构定点分离器的方法来解决由区间型增益变量引

起的数值计算问题.进而给出了基于线性矩阵不等式

的模糊非脆弱𝐻∞滤波器的设计方法. 另外, 为了减

小设计条件的保守性,通过引入松弛变量将系统矩阵

与Lyapunov矩阵进行解耦, 所得到的设计结果可保

证估计误差渐近稳定且具有指定的𝐻∞性能指标界.

最后通过数值例子验证了所提出方法的有效性.
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