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摘 要: 研究具有间歇性随机执行器故障的时滞系统的容错控制问题,通过假设执行器故障的发生满足Bernoulli分

布,且发生的故障服从某种概率分布,建立具有一般性的执行器故障模型. 利用时滞分段分析方法,有效地降低了时

滞带来的保守性,并给出了故障分布依赖和时滞分段依赖的容错控制器解的存在条件.最后,通过算例验证了所提出

方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates a fault tolerant control for time-delay systems with intermittent actuators failure. Assuming

that the actuators fault occurring obeys Bernoulli distribution, and the fault model obeys a certain probabilistic distribution,

a general actuator-fault model is established. By employing delay-segmented method, a less conservative result is obtained.

Based on fault-distribution-dependent and delay-segment-dependent methods, Sufficient conditions are derived for ensuring

the stability of the systems with consideration of actuator failures. Illustrative examples show the effectiveness of the

proposed design procedures.
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1 引引引 言言言

随着系统控制规模、关键设备的日益庞大,系统

发生故障的可能性逐渐增大,但对系统可靠性的要求

却越来越高. 在实际控制过程中,即使采用最可靠的

元器件也不能完全避免故障的发生.容错控制指在执

行器、传感器或其他控制组件发生故障时,闭环系统

仍保持稳定,从而为确保系统可靠性和安全性提供一

条重要途径,因此受到了广泛重视[1-4]. 时滞现象在实

际工业控制系统中普遍存在, 由于时滞的影响,系统

的控制品质将会变差,甚至造成系统不稳定. 因此,在

对系统分析与综合时,如何减小由时滞带来的保守性

问题引起了众多学者的广泛关注和研究[5-7].

对故障的准确描述是容错控制中首要和关键

的一步. 为了描述控制系统中执行器 (传感器)的故

障行为, 文献 [8]将控制矩阵𝐵分解为𝐵Σ和𝐵Σ̄ . 其

中: Σ为易发生故障的集合, Σ̄为不发生故障的集

合,且发生故障时对应的控制器输出为 0. [2]设计了

具有传感器故障的静态输出反馈控制器, 其中传感

器故障模型为 𝑦𝐹 (𝑡) = 𝛽𝐿𝑦(𝑡) (𝛽𝐿 = 0或1), 在此模

型中传感器只能有两种状态: 完全失效和完好传送.

[9-10]将执行器故障描述为𝑢𝐹 (𝑡) = 𝛼𝑢(𝑡), 其中 0 ⩽
𝛼 < 𝛼 < 𝛼̄ ⩽ 1, 表示执行器可能发生全部失

效 (𝛼 = 0),部分缺失 (0 < 𝛼 < 1)以及完好 (𝛼 = 1).

在实际控制系统中,执行器发生的故障具有一定

的动态统计规律,其现象可能是执行器增益的正向有

界漂移,也可能是执行器增益的部分缺失 (包括卡死).
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然而,由于很多情况下执行器故障具有间歇性 (如:系

统具有故障自修复功能、外界干扰引起的故障间歇性

等),故障的发生也不是静态的. 本文基于已有文献对

故障描述的不完备性,对故障模型作进一步研究.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑具有如下形式的线性时滞系统:⎧⎨⎩
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝜏)+

𝐵(𝐼 −Π )𝑢(𝑡) +𝐵Π𝑢𝐹 (𝑡),

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝜏 0].

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为系统的状态向量; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚,

𝑢𝐹 (𝑡) ∈ 𝑹𝑚 分别为系统无故障和有故障时的控制

输入向量; 𝜏为状态时延; 𝐼为𝑚维单位阵; 𝜙(𝑡) ∈
𝑹𝑛为初始状态向量; 𝐴,𝐴𝑑, 𝐵为适当维数的已知矩

阵或向量; Π = diag{𝜋1, 𝜋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋𝑚}, 𝜋𝑖为一服从

Bernoulli分布的随机变量,且 ℰ{𝜋𝑖 = 1} = 𝛼𝑖, ℰ{𝜋𝑖 =

0} = 1 − 𝛼𝑖, 其中 ℰ{⋅}为数学期望. 显然, 在系统 (1)

中, 当𝜋𝑖 = 1时, 表示第 𝑖个通道的执行器有故障, 其

控制输入为𝑢𝐹
𝑖 (𝑡); 反之, 当𝜋𝑖 = 0时, 其控制输入

为𝑢𝑖(𝑡).

考虑执行器故障的控制器模型可描述为

𝑢𝐹 (𝑡) = Ξ𝑢(𝑡) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜉𝑖𝐶𝑖𝑢(𝑡), (2)

其中控制器采用无记忆状态反馈形式

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡). (3)

这里: 𝐾为待求的状态反馈增益矩阵; Ξ = diag{𝜉1,
𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑚}, 𝜉𝑖(𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚} ≜ 𝑺)为𝑚个不相关

的随机变量, 并定义ℰ{Ξ } = Ξ̄ , 𝜉𝑖的方差为𝜎2
𝑖 ,Δ =

diag{𝜎2
1 , 𝜎

2
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜎2

𝑚}; 𝐶𝑖 = diag{0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑖−1

, 1, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑚−𝑖

}.

同样可得

Π =

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝐿𝑖, (4)

其中𝐿𝑖 = diag{0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑖−1

, 1, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑚−𝑖

}.

结合式 (1)∼(3)可得如下闭环系统:

𝑥̇(𝑡) = (𝐴+𝒜)𝑥(𝑡) +𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝜏). (5)

其中

𝐴 = 𝐴+𝐵𝐾 +𝐵Π̄ Θ̄𝐾,

𝒜 = 𝐵(Π − Π̄ )Θ̄𝐾 +𝐵(Π − Π̄ )(Θ − Θ̄)𝐾+

𝐵Π̄ (Θ − Θ̄)𝐾,

Θ = Ξ− 𝐼, Π̄ = ℰ{Π }, Θ̄ = ℰ{Θ},
这里定义

Θ = diag{𝜃1, 𝜃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑚}.
注注注 1 式 (2)为考虑执行器故障的控制律,此处

用随机变量Ξ 替换关于执行器故障的已有文献中的

静态尺度因子. 执行器的老化、外部干扰 (强磁场、强

电场、温度变化等)和机械装置的卡涩会造成执行机

构放大增益的变化, 这种变化不是一种静态的, 而是

一种按某一概率分布变化的. 因此用静态的尺度因

子 (即在设计控制器增益时, 考虑的执行器故障是完

全失效或增益的部分缺失)不能对这种现象进行准确

刻画. 事实上,在实际系统中,增益发生正向或反向漂

移,并在某一范围内波动是执行器经常出现的现象.

注注注 2 在式 (2)中,如果取 𝜉𝑖 = 0,则表示某一执

行器彻底失败; 0 < 𝜉𝑖 < 1表示该执行器部分失效;

𝜉𝑖 > 1表示该执行器的增益发生正向漂移,而𝜎𝑖表示

执行器增益的波动情况. 另外, 𝜋 = 1或 0分别表示执

行器的概率性故障是否发生. 因此,本文采用的故障

模型包含已有故障模型的情形, 更具有一般性, 是原

有故障模型的扩展.

本文的主要目标是: 针对线性时滞系统 (1),确定

无记忆状态反馈容错控制器增益𝐾,使得在执行器按

某一概率发生服从某种概率分布的时变故障时,闭环

系统 (5)均方稳定.

3 主主主要要要结结结果果果

当系统 (1)采用考虑执行器故障的控制输入 (3)

时, 定理 1的结论将对容错控制器 (3)中增益𝐾的设

计起重要作用.

定定定理理理 1 对于给定 𝑑 ∈ 𝑵+, 𝜏, 𝛼𝑖, 𝜎𝑖, Ξ̄ 和控制

器增益𝐾, 如果存在适当维数的实正定对称矩阵𝑃,

𝑄𝑖(𝑖 = 1, 2), 𝑅̄,及矩阵𝑀,𝑁 ,使得如下矩阵不等式:

Ψ =

[
Ψ11 ∗
Ψ21 Ψ22

]
< 0, (6)

𝑅̄ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅11 ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗
𝑅21 𝑅22 ⋅ ⋅ ⋅ ∗

...
...

. . .
...

𝑅𝑑1 𝑅𝑑2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅𝑑𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0 (7)

成立,则系统 (5)随机均方稳定. 其中

Ψ11 =

⎡⎢⎣Γ + Φ + ΦT ∗ ∗
−𝑀T −𝑑𝑄1 ∗
−𝑁T 0 −𝑄2

⎤⎥⎦ ,

Γ =

⎡⎢⎣𝑃𝐴+𝐴T𝑃 0𝑛×𝑑𝑛

0(𝑑−1)𝑛×𝑛 0(𝑑−1)𝑛×𝑑𝑛

𝐴T
𝑑 𝑃 0𝑛×𝑑𝑛

⎤⎥⎦+

[
𝑅̄ 0𝑑𝑛×𝑛

0𝑛×𝑑𝑛 0𝑛×𝑛

]
−
[
0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑑𝑛

0𝑑𝑛×𝑛 𝑅̄

]
,

Φ = [𝑀 +𝑁 −𝑀 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0︸ ︷︷ ︸
𝑑−2

−𝑁 ],

𝑀 = [𝑀1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑀(𝑑+1)], 𝑁 = [𝑁1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁(𝑑+1)],
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Ψ21 = [Λ 𝑈 𝑉 𝑊 ]T,

Ψ22 = diag{−𝑄 − 𝑄̃𝑛 − 𝑄̃𝑚 − 𝑄̃𝑚2},
Λ = [𝑄𝐴 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0︸ ︷︷ ︸

𝑑−1

𝑄𝐴𝑑 0 0],

𝑈 = [𝑈1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈𝑚],

𝑈𝑖 = [
√

𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)𝑄𝐵𝐿𝑖Θ̄𝐾 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0]T,

𝑉 = [𝑉1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑚],

𝑉𝑖 = [𝜎𝑙𝑄𝐵Π̄𝐶𝑙𝐾 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0]T,

𝑊 = [𝑊T
1 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊𝑖

T, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊T
𝑚],

𝑊𝑖 = [𝑊T
𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊𝑖𝑗

T, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊T
𝑖𝑚]T,

𝑊𝑖𝑗 = [
√

𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)𝜎𝑗𝑄𝐵𝐿𝑖𝐶𝑗𝐾 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0],

𝑄 =
𝜏2

𝑑
𝑄1 + 𝜏2𝑄2, 𝑄̃𝑘 = diag{𝑄, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄︸ ︷︷ ︸

𝑘

}.

证证证明明明 选取Lyapunov函数为

𝑉 (𝑥𝑡) =𝑥T(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) +
w 𝑡

𝑡− 𝜏
𝑑

𝜉T(𝑠)𝑅̄𝜉(𝑠)d𝑠+

𝜏
w 0

− 𝜏
𝑑

w 𝑡

𝑡+𝑠
𝑥̇T(𝑣)𝑄1𝑥̇(𝑣)d𝑣d𝑠+

𝜏
w 0

−𝜏

w 𝑇

𝑡+𝑠
𝑥̇T(𝑣)𝑄2𝑥̇(𝑣)d𝑣d𝑠.

其中

𝜉(𝑡) =
[
𝑥T(𝑡) 𝑥T

(
𝑡− 𝜏

𝑑

)
⋅ ⋅ ⋅ 𝑥T

(
𝑡− (𝑑− 1)𝜏

𝑑

)]T
.

并定义

𝜁(𝑡) = [𝜉(𝑡) 𝑥T(𝑡− 𝜏)]T,

𝜂(𝑡) =
[
𝜁T(𝑡)

w 𝑡

𝑡− 𝜏
𝑑

𝑥̇T(𝑠)d𝑠
w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥̇T(𝑠)d𝑠

]
.

使用无穷小算子可得

ℒ𝑉 (𝑥𝑡) ⩽

ℰ
{
2𝑥T(𝑡)𝑃 [𝐴𝑥(𝑡) +𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝜏)]+

𝜉T(𝑡)𝑅̄𝜉(𝑡)− 𝜉T
(
𝑡− 𝜏

𝑑

)
𝑅̄𝜉

(
𝑡− 𝜏

𝑑

)
+

𝑥̇T(𝑡)𝑄𝑥̇(𝑡)− 𝑑
w 𝑡

𝑡− 𝜏
𝑑

𝑥̇T(𝑠)d𝑠𝑄1

w 𝑡

𝑡− 𝜏
𝑑

𝑥̇(𝑠)d𝑠−
w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥̇T(𝑠)d𝑠𝑄2

w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥̇(𝑠)d𝑠

}
.

其中

ℰ{𝑥̇T(𝑡)𝑄𝑥̇(𝑡)} =
ℰ{𝑥T(𝑡)𝐴T𝑄𝐴𝑥(𝑡) + 2𝑥T(𝑡)𝐴T𝑄𝐴T

𝑑 𝑥(𝑡− 𝜏)+

𝑥T(𝑡− 𝜏)𝐴T
𝑑𝑄𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝜏)+

𝑥T(𝑡)

𝑚∑
𝑖,𝑗=1

{𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)(𝐵𝐿𝑖Θ̄𝐾)T𝑄(𝐵𝐿𝑖Θ̄𝐾)+

𝜎2
𝑖 (𝐵Π̄𝐶𝑖𝐾)T𝑄(𝐵Π̄𝐶𝑖𝐾)+

𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)𝜎
2
𝑗 (𝐵𝐿𝑖𝐶𝑗𝐾)T𝑄(𝐵𝐿𝑖𝐶𝑗𝐾)}𝑥(𝑡)}.

利用自由权的方法[11],有

𝜁T(𝑡)𝑀
[
𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡− 𝜏

𝑑
)−

w 𝑡

𝑡− 𝜏
𝑑

𝑥̇(𝑠)d𝑠
]
= 0, (8)

𝜁T(𝑡)𝑁
[
𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡− 𝜏)−

w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥̇(𝑠)d𝑠

]
= 0. (9)

因此有

ℒ𝑉 (𝑥𝑡) ⩽

ℰ{2𝑥T(𝑡)𝑃 [𝐴𝑥(𝑡) +𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝜏)] + 𝜉T(𝑡)𝑅̄𝜉(𝑡)−
𝜉T

(
𝑡− 𝜏

𝑑

)
𝑅̄𝜉

(
𝑡− 𝜏

𝑑

)
+ 𝑥T(𝑡)𝐴T𝑄𝐴𝑥(𝑡)+

2𝑥T(𝑡)𝐴T𝑄𝐴T
𝑑 𝑥(𝑡− 𝜏) + 𝑥T(𝑡− 𝜏)𝐴T

𝑑𝑄𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝜏)+

𝑥T(𝑡)𝐴T𝑄𝐴𝑥(𝑡) + 2𝑥T(𝑡)𝐴T𝑄𝐴T
𝑑 𝑥(𝑡− 𝜏)+

𝑥T(𝑡− 𝜏)𝐴T
𝑑𝑄𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝜏)+

𝑥T(𝑡)

𝑚∑
𝑖,𝑗=1

{𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)(𝐵𝐿𝑖Θ̄𝐾)T𝑄(𝐵𝐿𝑖Θ̄𝐾)+

𝜎2
𝑖 (𝐵Π̄𝐶𝑖𝐾)T𝑄(𝐵Π̄𝐶𝑖𝐾)+

𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)𝜎
2
𝑗 (𝐵𝐿𝑖𝐶𝑗𝐾)T𝑄(𝐵𝐿𝑖𝐶𝑗𝐾)}𝑥(𝑡)−

𝑑
w 𝑡

𝑡− 𝜏
𝑑

𝑥̇T(𝑠)d𝑠𝑄1

w 𝑡

𝑡− 𝜏
𝑑

𝑥̇(𝑠)d𝑠−
w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥̇T(𝑠)d𝑠𝑄2

w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥̇(𝑠)d𝑠+

𝜁T(𝑡)𝑀
[
𝑥(𝑡)− 𝑥

(
𝑡− 𝜏

𝑑

)
−

w 𝑡

𝑡− 𝜏
𝑑

𝑥̇(𝑠)d𝑠
]
+

𝜁T(𝑡)𝑁
[
𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡− 𝜏)−

w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥̇(𝑠)d𝑠

]
.

于是有

ℒ𝑉 (𝑥𝑡) ⩽ 𝜂T(𝑡)Ψ𝜂(𝑡).

由 Schur补引理及式 (6), (7),可知

ℒ𝑉 (𝑥𝑡) < 0. (10)

由此定理得证. □
注注注 3 在式 (8)中引入向量 𝜉(𝑡), 其中包含了更

多的时滞信息,而且信息量的多少和时滞的分段数有

关,这将对降低系统的设计所带来的保守性有着重要

的作用.

定理 1给出了系统(5) 的均方稳定的充分条件,

下面将给出在一定概率故障下的容错控制器增益𝐾.

定定定理理理 2 对于给定的 𝑑, 𝜀, 𝛼𝑖, 𝜎𝑖和 Ξ̄ , 如果存在

适当维数的正定实对称矩阵𝑋, 𝑄̃𝑖, 𝑅̃ > 0(𝑖 = 1, 2)以

及矩阵 𝑀̃, 𝑁̃ , 𝑌 ,使得如下矩阵不等式:[
Ψ̃11 ∗
Ψ̃21 Ψ̃22

]
< 0, (11)

𝑅̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅̃11 ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗
𝑅̃21 𝑅̃22 ⋅ ⋅ ⋅ ∗

...
...

. . .
...

𝑅̃𝑑1 𝑅̃𝑑2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅̃𝑑𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0. (12)

成立, 则系统 (5)随机均方稳定, 且控制器增益𝐾 =

𝑌 𝑋−1. 其中
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Ψ̃11 =

⎡⎢⎣Γ̃ + Φ̃ + Φ̃T ∗ ∗
−𝑀̃T −𝑑𝑄1 ∗
−𝑁̃T 0 −𝑄2

⎤⎥⎦ ,

Ψ̃21 = [Λ̃ 𝑈̃ 𝑉 𝑊̃ ]T,

Ψ̃22 = diag{−2𝜀𝑋 + 𝜀2𝑄̃− 2𝜀𝑋𝑛 + 𝜀2𝑄̃𝑛−
2𝜀𝑋𝑚 + 𝜀2𝑄̃𝑚 − 2𝜀𝑋𝑚2 + 𝜀2𝑄̃𝑚2},

Γ̃ =

⎡⎢⎣Υ +ΥT +𝑋𝐴T 0𝑛×𝑑𝑛

0(𝑑−1)𝑛×𝑛 0(𝑑−1)𝑛×𝑑𝑛

𝑋𝐴T
𝑑 0𝑛×𝑑𝑛

⎤⎥⎦+

[
𝑅̃ 0𝑑𝑛×𝑛

0𝑛×𝑑𝑛 0𝑛×𝑛

]
−
[
0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑑𝑛

0𝑑𝑛×𝑛 𝑅̃

]
,

Υ = 𝐴𝑋 +𝐵𝑌 +𝐵Π̄ Θ̄𝑌,

Φ̃ = [𝑀̃ + 𝑁̃ − 𝑀̃ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0︸ ︷︷ ︸
𝑑−2

− 𝑁̃ ],

𝑀̃ = [𝑀̃1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑀̃(𝑑+1)], 𝑁̃ = [𝑁̃1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁̃(𝑑+1)],

Λ̃ = [Υ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0︸ ︷︷ ︸
𝑑−1

𝐴𝑑𝑋 0 0],

𝑈̃ = [𝑈̃1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈̃𝑚],

𝑈̃𝑖 = [
√

𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)𝐵𝐿𝑖Θ̄𝑌 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0]T,

𝑉 = [𝑉𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑚],

𝑉𝑖 = [𝜎𝑖𝐵Π̄𝐶𝑖𝑌 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0]T,

𝑊̃ = [𝑊̃T
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑊̃T

𝑖 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑊̃T
𝑚],

𝑊̃𝑖 = [𝑊̃T
𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊𝑖𝑗

T
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑊̃T

𝑖𝑚]T,

𝑊̃𝑖𝑗 = [
√

𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)𝜎𝑗𝐵𝐿𝑖𝐶𝑗𝑌 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0],

𝑄̃ =
𝜏2

𝑑
𝑄̃1 + 𝜏2𝑄̃2, 𝑄̃𝑘 = diag{𝑄̃, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄̃︸ ︷︷ ︸

𝑘

},

𝑋𝑘 = diag{𝑋, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋︸ ︷︷ ︸
𝑘

}.

证证证明明明 由 Schur补引理,基于矩阵不等式 (6),有[
Ψ11 ∗
Ψ̄21 Ψ̄22

]
< 0. (13)

其中

Ψ̄21 = [Λ̄ 𝑈̄ 𝑉 𝑊̄ ]T,

Ψ̄22 = diag{−𝑃𝑄𝑃 − 𝑃𝑚𝑄̃𝑚𝑃𝑚 →
← −𝑃𝑚𝑄̃𝑚𝑃𝑚 − 𝑃𝑚2𝑄̃𝑚2𝑃𝑚2},

𝑈̄ = [𝑈̄1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈̄𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈̄𝑚],

𝑈̄𝑖 = [
√

𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)𝑃𝐵𝐿𝑖Θ̄𝐾 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0]T,

𝑉 = [𝑉1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑚],

𝑉𝑖 = [𝜎𝑖𝑃𝐵Π̄𝐶𝑖𝐾 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0]T,

𝑊̄ = [𝑊̄T
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑊̄T

𝑖 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑊̄T
𝑚],

𝑊̄𝑖 = [𝑊̄T
𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑊̄T

𝑖𝑗 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑊̄T
𝑖𝑚]T,

𝑊̄𝑖𝑗 = [
√

𝛼𝑖(1− 𝛼𝑖)𝜎𝑗𝑃𝐵𝐿𝑖𝐶𝑗𝐾 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0],

𝑃𝑘 = diag{𝑃, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃︸ ︷︷ ︸
𝑘

}.

对于标量 𝜀 > 0及正定矩阵𝑃, 𝑅̂,存在

−𝑃𝑅̂−1𝑃 ⩽ −2𝜀𝑃 + 𝜀2𝑅̂. (14)

则有 [
Ψ11 ∗
Ψ̄21 Ψ̂22

]
< 0, (15)

其中

Ψ̂22 =diag{−2𝜀𝑃 + 𝜀2𝑄 − 2𝜀𝑃𝑛 + 𝜀2𝑄̃𝑛 →
← −2𝜀𝑃𝑚 + 𝜀2𝑄̃𝑚 − 2𝜀𝑃𝑚2 + 𝜀2𝑄̃𝑚2}.

定义𝑋 = 𝑃−1, 𝑄̃𝑖 = 𝑋𝑄𝑖𝑋(𝑖 = 1, 2), 𝑅̃𝑖𝑗 =

𝑋𝑅𝑖𝑗𝑋(𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑), 𝑀̃ = 𝑋𝑀𝑋, 𝑁̃ = 𝑋𝑁𝑋

和𝑌 = 𝐾𝑋 , 用𝑋𝑚2+2𝑚+𝑑+4左乘右乘矩阵不等

式 (15), 可得条件 (11); 用𝑋𝑑左乘右乘矩阵不等

式 (7),则定理 2得证. □
注注注 4 从定理 2可看出,容错控制器的设计不仅

与时滞 𝜏和 𝜏的段数 𝑑相关, 而且与故障的分布及故

障发生概率相关,而已有文献只是对发生的静态故障

行为作了容错设计,没有考虑执行器故障的发生概率

问题和故障本身的随机分布问题,这在一定程度上会

增加控制器设计的保守性和不针对性.

4 数数数值值值算算算例例例

下面对本文提出的时滞分段设计方法的小保守

性进行验证.

例例例 1 考虑时滞系统 (5)具有如下形式[12]:

𝑥̇(𝑡) =

[
−2 0

0 −0.9

]
𝑥(𝑡) +

[
−1 0

−1 −1

]
𝑥(𝑡− 𝜏),

即在系统 (5)中𝐵 = 0. 表 1为已有文献的最大允许时

滞界的比较结果,表明了本文时滞分段方法的有效性.

根据定理 1中 𝑑的不同取值,即随着分段的段数不断

增加,系统的保守性随之减小,如表 2所示. 但引入的

自由矩阵也在递增,从而增加了系统设计的复杂性.

表 1 最大允许时滞界

方 法 最大允许时滞界

文献 [6], [13] 4.472 1

文献 [7] (𝛼 = 0.10, 𝛽 = 0.10) 4.54

定理 1 (𝑑 = 4) 6.056 8

表 2 最大允许时滞界随段数𝑑的变化

段数 𝑑 = 2 𝑑 = 3 𝑑 = 4 ⋅ ⋅ ⋅

𝜏 5.717 5 5.967 7 6.056 8 ⋅ ⋅ ⋅

下面通过例 2说明容错控制器在随机故障按照

某一概率下发生的有效性.
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例例例 2 考虑时滞系统 (1)的参数为[14]

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1 1 0 0

−1 0 −0.5 0

0 0 1 1

0.5 0 0.5 −0.1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴𝑑 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−0.3 0.2 0.3 0.1

0 0.2 0.3 0.3

0.1 −0.2 0.2 0.2

0.2 0.1 0.2 0.3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵 =

[
2 −1 2 −1
1 1 2 −1

]
, 𝜏 = 1.0.

为了说明本文方法的有效性,假设系统在如下两

种情况下工作:

1)无故障情况. Π = diag{0, 0},即故障发生的概
率为 0. 在该条件下设计的控制器定义为“标准控制

器”.

2)有故障情况. Π̄ = diag{0.5, 0.6}, Ξ̄ = diag{1,
0.1}, Δ = diag{0, 0.6}, 即系统的两个通道都有可能
发生故障,发生概率分别为 0.5和 0.6,在发生故障时,

执行器 2增益的期望和方差分别为 0.1和 0.6. 在该条

件下设计的控制器定义为“容错控制器”.

根据定理 2, 取 𝑑 = 3, 𝜀 = 1, 得到在上述两种情

况下的控制器分别为

𝐾1 =

[
−0.509 9 0.305 3 −0.659 4 −0.264 8
0.267 9 −0.638 6 −0.999 2 −1.057 9

]
,

𝐾2 =

[
−0.452 3 −0.179 1 −2.384 6 −1.939 3
0.009 4 −0.076 9 −0.314 4 −0.289 8

]
.

假设初始条件为

𝜙(𝑡) = [0.1 − 0.1 0.2 − 0.5]T, 𝑡 ∈ [−𝜏, 0],
图 1和图 3分别给出了在无故障情况下采用标准控

制器𝐾1和容错控制器𝐾2系统的状态响应图. 图 2和

图 4分别给出了在有故障情况下采用标准控制器𝐾1

和容错控制器𝐾2系统的状态响应图. 从图中可以看

出,在无故障发生时, 使用标准控制器和容错控制器

都能使系统稳定; 而当执行器发生故障时, 使用标准

控制器𝐾1已不能正常工作,而采用容错控制器𝐾2仍

能保证一定的控制性能,这表明了本文方法的有效性.
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图 1 无故障时采用𝑲1情况的响应曲线
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图 2 有故障时采用𝑲1情况的响应曲线
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图 3 无故障时采用𝑲2情况的响应曲线
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图 4 有故障时采用𝑲2情况的响应曲线

5 结结结 论论论

本文研究了一类执行器具有间歇性随机故障的

容错控制问题, 建立了符合实际故障特征的数学模

型. 针对一类线性时滞系统,运用Lyapunov理论分析

方法和随机理论,利用线性矩阵不等式技术给出了使

系统闭环均方稳定的故障分布依赖和时滞分段依赖

的解的充分条件.最后, 通过算例验证了本文方法的

有效性.
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