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摘要　本文对声波与弹性波方程进行有限元法离散，构造有限元法频散关系的一般特征值问题，分析了时间离散

格式为中心差分的三角网格有限元法声波与弹性波模拟的频散特性．比较了三种质量矩阵即分布式质量矩阵、集

中质量矩阵和混合质量矩阵对有限元法频散的影响；选取四种典型三角网格，分析了混合质量矩阵有限元

（ＭＦＥＭ）频散的方向各向异性；数值频散、方向各向异性随插值阶数的增加逐渐减弱，当空间为三阶插值时，频散

主要表现为随采样率的变化而几乎无明显方向各向异性，其频散幅值也较小．控制其他影响因素不变的情况下，

研究了不同波速比介质中弹性波的数值频散．最后给出了三角网格 ＭＦＥＭ的数值耗散性．

关键词　有限元法；数值频散；三角网格；声波方程；弹性波方程

ｄｏｉ：１０．６０３８／ｃｊｇ２０１４０８２１ 中图分类号　Ｐ６３１ 收稿日期２０１４０３０４，２０１４０４０８收修定稿

基金项目　国家自然科学基金（４１１７４０４７，４０８７４０２４）资助．

作者简介　刘少林，１９８８生，中国科学院地质与地球物理研究所在读博士研究生，主要从事地震波正反演等方面的研究工作．

Ｅｍａｉｌ：ｌｉｕｓｈａｏｌｉｎ＠ｍａｉｌ．ｉｇｇｃａｓ．ａｃ．ｃｎ

犇犻狊狆犲狉狊犻狅狀犪狀犪犾狔狊犻狊狅犳狋狉犻犪狀犵犾犲犫犪狊犲犱犳犻狀犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋犿犲狋犺狅犱

犳狅狉犪犮狅狌狊狋犻犮犪狀犱犲犾犪狊狋犻犮狑犪狏犲狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狊

ＬＩＵＳｈａｏＬｉｎ１，ＬＩＸｉａｏＦａｎ１，ＬＩＵＹｏｕＳｈａｎ１，ＺＨＵＴｏｎｇ
２，ＺＨＡＮＧＭｅｉＧｅｎ１

１犓犲狔犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔狅犳犈犪狉狋犺′狊犇犲犲狆犐狀狋犲狉犻狅狉，犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犌犲狅犾狅犵狔犪狀犱犌犲狅狆犺狔狊犻犮狊，

　犆犺犻狀犲狊犲犃犮犪犱犲犿狔狅犳犛犮犻犲狀犮犲狊，犅犲犻犼犻狀犵１０００２９，犆犺犻狀犪

２犛犐犖犗犘犈犆犌犲狅狆犺狔狊犻犮犪犾犚犲狊犲犪狉犮犺犐狀狊狋犻狋狌狋犲，犖犪狀犼犻狀犵２１００１４，犆犺犻狀犪

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ａｃｏｕｓｔｉｃａｎｄｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓａｒｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄｂｙｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈ

ｔｒｉａｎｇｌｅｓａｎｄｃｅｎｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｉｎｓｐａｃｅａｎｄｔｉｍｅ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓａｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｒｅｅｔｙｐｅｓｏｆｍａｓｓｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈａｒｅｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

（ＣＦＥＭ），ｌｕｍｐｅｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ（ＬＦＥＭ）ａｎｄｍｉｘｅｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ（ＭＦＥＭ），

ａｒｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄｔｏｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｃｈｅｍｅ，ａｎｄｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｉｓｕｎｄｅｒａｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ

ｓｔｕｄｙ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅＭＦＥＭｉｓａｄｏｐｔｅｄｔｏｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｉｓｏｔｒｏｐｙｉｎｔｅｒｍｓ

ｏｆｆｏｕｒｔｙｐｉｃａｌｔｒｉａｎｇｌｅｍｅｓｈｅｓ．Ｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎａｎｄａｎｉｓｏｔｒｏｐｙｂｅｈａｖｉｏｒ

ｗｈｅｎ ＭＦＥＭ ｕｓｅｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｒｄｅｒｓ，ｏｎｅｃａｎｅａｓｉｌｙｆｉｎｄｔｈａｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｒｒｏｒ

ｄｅｃｒｅａｓｅｓａｓｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｏｒｄｅｒｉｎｃｒｅａｓｅｓ．Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ，ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ａｎｄ

ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙａｒｅｎｅｇｌｉｇｉｂｌｅｗｈｅｎｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｉｓｕｓｅｄ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｔｈｅｏｔｈｅｒ

ｉｍｐａｃｔｆａｃｔｏｒｓ，ｔｈｅｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｎｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍ ｗｉｔｈ

ｖａｒｉｏｕｓｖｅｌｏｃｉｔｙｒａｔｉｏｓａｒｅａｎａｌｙｚｅｄ，ａｎｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎａｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｔｔｈｅ



　８期 刘少林等：三角网格有限元法声波与弹性波模拟频散分析

ｅｎｄｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ；Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ；Ｔｒｉａｎｇｌｅ ｍｅｓｈ；Ａｃｏｕｓｔｉｃ ｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ；Ｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ

１　引言

随着计算机技术的迅速发展，使得区域以及全

球尺度的地震波模拟成为可能（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈｅｔａｌ．，

２００２；Ｙａｎｅｔａｌ．，２００９；张怀等，２００９；Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈｅｔ

ａｌ．，２０１０；龙桂华等，２０１０）．由于地形起伏与物性

界面的非规则性（ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＴｒｏｍｐ，２００２ａ，

ｂ），传统的有限差分法与伪谱法由于网格刻画能力

不强（Ｆｏｒｎｂｅｒｇ，１９８７；Ｍｏｃｚｏ，２０００；Ｍａｇｎｏｎｉ，

２０１４），无法满足全球地震波模拟的需要．经典的谱

元法通过选取ＧＬＬ（ＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ）插值

点，构造单元内的张量积形式的Ｌａｇｒａｎｇｅ型插值多

项式，运用ＧＬＬ积分得到对角的质量矩阵，避免了

有限元法需要求解大型线性方程组等弊端（汪文帅

等，２０１２），但经典的谱元法所使用的四边形（三维为

六面体）网格单元无法对精细地表与地下复杂界面

进行准确的刻画，虽然细分单元能加强网格刻画能

力，但计算量和内存要求必然成几何量级增加．三

角网格谱元法虽然解决了网格刻画不灵活的缺点，

但三角单元内构造的ＫｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒＤｕｂｉｎｅｒ多项式

精度往往不一致，且其所使用的数值积分精度较低

难以获得精确的质量矩阵，为了获得一定的精度，需

要选 取 更 多 插 值 节 点 （Ｐａｓｑｕｅｔｔｉａｎｄ Ｒａｐｅｔｔｉ，

２００４），巨大的计算量阻止了其在地震学中的广泛运

用．虽然在传统方法上发展起来的诸多优化方法，

如Ｙａｎｇ等（２００３；２０１４）发展的近似解析离散方法、

Ｌｉ等（２０１２）构造的褶积微分方法和 Ｚｈａｎｇ等

（２０１３）提出的优化系数方法等，这些方面虽然具有

某些方面的优势，但依然面临着起伏地表不易处理

或面波模拟精度不高等弊端．

经典的有限元法具有网格剖分的灵活性，但离

散地震波方程后形成的质量（分布式质量）矩阵

（ＣＦＥＭ）为非对角的，使得必需求解大规模稀疏线

性方程组，这必然影响有限元法地震波模拟的效率．

通过质量集中技术，认为单元内加速度无明显变化，

将惯性力集中在一个节点上，形成对角质量（集中质

量）矩阵（ＬＦＥＭ）与ＣＦＥＭ 的数值误差是同阶的，

有效地避免了求解线性方程组等问题（Ｗｕ，２００６；

刘有山等，２０１３），前提是此时网格边长应远小于地

震波长，且具有足够的数值积分精度，否则ＬＦＥＭ

将面临较大误差．Ｍａｒｆｕｒｔ（１９８４）通过分布式质量

与集中质量矩阵线性组合成新的质量（混合质量）矩

阵（ＭＦＥＭ），通过频散关系分析了其精度，但混合

质量矩阵不能避免求解方程组．本文引入剩余质量

矩阵，将逆矩阵进行Ｔａｙｌｏｒ展开，根据不同的精度

需求选取有限项，可以有效地避免求解方程组以提

高算法的计算效率．

有关三角网格有限元地震波模拟的频散分析在

文献中较少见（Ｍｕｌｌｅｎ，１９８２），关于有限元法的频

散分析大多集中于正方形或矩形网格（Ａｂｂｏｕｄａｎｄ

Ｐｉｎｓｋｙ，１９９２；Ｍｕｌｄｅｒ，１９９９；ＺｙｓｅｒｍａｎａｎｄＧａｕｚｅｌｌｉｎｏ，

２００５；ＤｅＢａｓａｂｅａｎｄＳｅｎ，２００７，２０１０；Ｚｙｓｅｒｍａｎａｎｄ

Ｓａｎｔｏｓ，２００７；ＳｅｒｉａｎｉａｎｄＯｌｉｖｅｉｒａ，２００８），三角网

格谱元法格式构造困难，频散关系讨论更少见

（ＭａｚｚｉｅｒｉａｎｄＲａｐｅｔｔｉ，２０１２；Ｌｉｕｅｔａｌ．，２０１３）．我

们有必要对不同类型质量矩阵的有限元在地震波模

拟时的频散关系做定量讨论，选择适合于地震波模

拟的质量矩阵类型，同时网格形状、单元插值阶数以

及介质的波速比对频散亦有影响，需要对三角网格

有限元做深入全面的评估．

线性四边形有限元法两个方向的插值基函数是

可以解耦的，质量矩阵和刚度矩阵可以分解为一维

质量矩阵和刚度矩阵的直接乘或并乘形式（王润秋，

１９９３；周辉等，１９９７），通过网格的周期性可得到二

维频散与一维频散之间的关系（ＤｅＢａｓａｂｅａｎｄＳｅｎ，

２００７，２０１０）．与四边形不同的是，三角网格有限元

法由于两个面积坐标之和需满足一定等式，使其插

值是非解耦的，故二维频散不可能由一维频散直接

得到．为此，本文构造二维情形下的一般特征值问

题，通过分析二维情形下三角网格的周期性，将无穷

阶矩阵转化为有限阶矩阵，分析三角网格有限元法

地震波模拟的频散关系，对声波与弹性波模拟的频

散因素做了全面讨论，最后给出了方法的数值耗散性．

２　声波与弹性波方程有限元法离散

２．１　经典有限元法

实际地球介质是极其复杂的，为了理论分析的

需要，地震波在地下介质中的传播，常常用声波或弹

１２６２
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性波方程描述（马啸等，２０１０；Ｍａｅｔａｌ．，２０１１）．

非均匀介质中声波方程可以表示为

１

λ
狆̈ ＝

Δ

· １

ρ

Δ

（ ）狆 ＋犳， （１）

其中，二维情形下

Δ

＝ （／狓，／狕）
Ｔ，狆为声波压

力场，ρ为质量密度，λ为拉梅常数，犳为震源，狆上

两点表示对狆的二阶时间导数．非均匀介质中弹性

波方程可以表示为

ρü＝

Δ

（（λ＋μ）

Δ

·狌）＋

Δ

·（μ

Δ

狌）＋犳，（２）

其中，狌＝ （狌狓，狌狕）
Ｔ 为位移向量，犳为震源向量．

在频散分析之前需要对方程做一些假设，首先

震源为０，其次介质为无限介质，最后介质为各向同

性介质，在此假设下（１）式可以简化为

狆̈＝α
２

Δ

·

Δ

狆， （３）

其中，α＝ λ／槡 ρ为声速．同样（２）式可以简化为

ü＝ （α
２
－β

２）

Δ

（

Δ

·狌）＋β
２

Δ

·

Δ

狌， （４）

其中，α＝ （λ＋２μ）／槡 ρ为Ｐ波速度，β＝ μ／槡 ρ为

Ｓ波速度．

对（３）式运用有限元法离散，用任意测试函数狏

乘（３）式，在空间域做积分，运用分部积分以及

Ｇｒｅｅｎ公式，可以得到（３）式对应的弱形式：

∫Ω
狆̈狏ｄ狓ｄ狕＝－α

２

∫Ω

Δ

狆·

Δ

狏ｄ狓ｄ狕． （５）

将区域剖分为犖 个非重叠的三角形单元，在单元内

选取有限狀个节点，构造插值基函数犻，犻＝１，２，…，

狀，压力场值狆，可由节点狆犻（狋）值近似为

狆（狓，狕，狋）≈∑
狀

犻＝１

狆犻（狋）犻（狓，狕）． （６）

（５）式离散后的常微分方程为

犕犻犼̈狆犼 ＝－犓犻犼狆犼， （７）

其中，相同的下标表示求和，犕，犓为分布式质量矩

阵和刚度矩阵，可以表示为

犕犻犼 ＝∫Ω
犻犼ｄ狓ｄ狕，犓犻犼 ＝α

２

∫Ω

Δ

犻·

Δ

犼ｄ狓ｄ狕．（８）

对（７）式的时间离散可以采用多种方法，如任意偶数

高阶的ＬａｘＷｅｎｄｒｏｆｆ格式（Ｄａｂｌａｉｎ，１９８６；Ｃｈｅｎ，

２００９；ＤｅＢａｓａｂｅａｎｄＳｅｎ，２０１０）、ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格

式（陈山等，２０１０）、Ｎｅｗｍａｒｋ方法（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄ

Ｔｒｏｍｐ，２００２ａ，ｂ）以及保辛算法（Ｍａｅｔａｌ．，２０１１；

Ｌｉｅｔａｌ．，２０１２；汪文帅等，２０１２；刘少林等，２０１３ａ，

ｂ）等．这些方法中，中心差分法（即二阶的 Ｌａｘ

Ｗｅｎｄｒｏｆｆ格式）效率最高，本文主要讨论空间离散后

的频散问题，所以时间离散上选用此格式．（７）式的

全离散形式为

犕犻犼（狆
犾＋１

犼 －２狆
犾

犼＋狆
犾－１
犼 ）＝－Δ狋

２犓犻犼狆
犾

犼
， （９）

其中，上标犾为时间下标，Δ狋为时间步长．

对弹性波方程（４）两端乘以测试向量函数狏＝

（狏狓，狏狕），在有限元空间域积分，同样运用分部积分

和Ｇｒｅｅｎ公式，可以得到弹性波方程的弱形式：

∫Ω
ü·狏ｄ狓ｄ狕＝－（α

２
－β

２）∫Ω

（

Δ

·狌）（

Δ

·狏）ｄ狓ｄ狕

－β
２

∫Ω

Δ

狌：

Δ

狏ｄ狓ｄ狕， （１０）

其中，狌 ＝ （狌狓，狌狕）
Ｔ，双点乘定义为 犃∶犅 ＝

∑
犿

犻＝１
∑
犿

犼＝１

犃犻犼犅犻犼，犃与犅为犿 阶张量．（１０）式可以离散

成如下形式：

犕犻犼（狌
犾＋１

狓犼 －２狌
犾

狓犼＋狌
犾－１

狓犼
）＝－Δ狋

２（犓
１

犻犼狌
犾

狓犼＋犓
２

犻犼狌
犾

狕犼
），

犕犻犼（狌
犾＋１

狕犼 －２狌
犾

狕犼＋狌
犾－１

狕犼
）＝－Δ狋

２（犓
３

犻犼狌
犾

狓犼＋犓
４

犻犼狌
犾

狕犼

烅
烄

烆 ），

（１１）

其中，犕、犓１、犓２、犓３ 与犓４ 为

犕犻犼 ＝
狉２

α
２∫Ω
犻犼ｄ狓ｄ狕，

犓
１

犻犼 ＝狉
２

∫Ω
犻，狓犼，狓ｄ狓ｄ狕＋∫Ω

犻，狕犼，狕ｄ狓ｄ狕，

犓
２

犻犼 ＝ （狉
２
－１）∫Ω

犻，狓犼，狕ｄ狓ｄ狕，

犓
３

犻犼 ＝犓
２

犼犻
，

犓
４

犻犼 ＝∫Ω
犻，狓犼，狓ｄ狓ｄ狕＋狉

２

∫Ω
犻，狕犼，狕ｄ狓ｄ狕

烅

烄

烆
，

（１２）

其中，狉＝犞Ｐ／犞Ｓ为纵横波速比，犻，狓＝犻／狓，犻，狕＝

犻／狕．

２．２　混合质量矩阵

由（９）、（１１）式可知，有限元法地震波模拟时需

要求解线性方程组，为了减少计算量，常常需要将质

量矩阵集中，认为单元内加速度无明显变化，将惯性

力集中在一个节点上，有限元基本理论可以证明这种

近似处理方法与采用分布式质量矩阵的误差是同阶

的，因此，通过此处理后解的收敛性并未改变（Ｆｒｉｅｄ

ａｎｄＭａｌｋｕｓ，１９７５），但其精度有明显损失（Ｍｕｌｌｅｎ

ａｎｄＢｅｌｙｔｓｃｈｋｏ，１９８２）．集中质量矩阵表示为

犕
Ｌ

犻犼 ＝δ犻犼∫Ω
犻ｄ狓ｄ狕， （１３）

其中，δ为ｄｅｌｔａ函数，其下标相同时为１，下标不同

时为０．为了让求解精度尽量提高，同时保证较高的

计算效率，按照 Ｍａｒｆｕｒｔ（１９８４）、Ｓｅｒｉａｎｉ和 Ｏｌｉｖｅｉｒａ

（２００７）的方法将分布式质量矩阵和集中质量矩阵线

性组合，得到的混合质量矩阵为

犕Ｍ
＝犪犕 ＋（１－犪）犕

Ｌ． （１４）

　　在实际地震波模拟时，希望用（１４）式的质量矩

２２６２



　８期 刘少林等：三角网格有限元法声波与弹性波模拟频散分析

阵不再求解方程组，通过如下处理，将矩阵做Ｔａｙｌｏｒ

展开，取前几项避免求解方程，可以表示如下：

（犕Ｍ）－１ ＝犕
Ｌ（犐＋犪（犕

Ｌ）－１犕Ｆ）－１

＝（犕
Ｌ）－１（犐－犪（犕

Ｌ）－１犕Ｆ＋（－犪（犕
Ｌ）－１犕Ｆ）２＋…），

（１５）

其中，犕Ｆ
＝犕－犕

Ｌ 为剩余质量矩阵．容易证明当

犪∈（０，１）时，（犕
Ｌ）－１犕Ｆ的特征值取值范围为（－１，

０），所以（１５）式中的Ｔａｙｌｏｒ展开是收敛的．实际计

算表明当犪＝０．５时（１５）式取前三项即能对计算精

度有较大改善．在下文的频散分析中均取犪＝０．５．

３　声波与弹性波传播频散分析

声波与弹性波传播的频散分析即是求解（１７）式

的一般特征值问题，该部分分析不同影响因素对三

角网格有限元法地震波模拟频散的影响．当空间插

值为低阶时，可以给出频散关系的封闭形式；当空间

插值阶数为高阶时，只能给出其数值解．假设在有

限元空间中传播的波为如下简谐平面波的形式，

犘犼 ＝犃犼ｅｘｐ（犻（犽·狓犼－ω狋））， （１６）

其中，犃犼在第犼个节点上的常数，犽为波数，狓犼为第

犼节点坐标．

将（１６）式代入（９）式后，得到如下一般特征值问题：

Λ犕犻犼犘犼 ＝犓犻犼犘犼， （１７）

其中，Λ＝
４

Δ狋
２ｓｉｎ

２ ωΔ狋（ ）２
．

３．１　三种质量矩阵频散对比

将有限元空间剖分成如图１所示的边长为犺的

等腰直角三角形网格，讨论（８）、（１３）和（１４）式中三

种质量矩阵的频散关系．网格中每一点都是周期出

现的，每一点处的频散相同，任意第一点的频散即能

代表整体的频散，即（１７）式中Λ唯一，证明见附录

Ａ．在空间为线性插值时，由（１６）和（１７）式得到三

种质量矩阵对应的（９）式的声波模拟的频散关系：

α犺（ ）
α 犆

＝
１

π狊狆
ｓｉｎ－１ 狆

６－３ｃｏｓ（２π狊ｃｏｓθ）－３ｃｏｓ（２π狊ｓｉｎθ）

３＋ｃｏｓ（２π狊ｃｏｓθ）＋ｃｏｓ（２π狊ｓｉｎθ）＋ｃｏｓ（２π狊ｃｏｓθ－２π狊ｓｉｎθ槡（ ）），
α犺（ ）
α 犔

＝
１

π狊狆
ｓｉｎ－１ 狆 １－

１

２
ｃｏｓ（２π狊ｃｏｓθ）－

１

２
ｃｏｓ（２π狊ｓｉｎθ槡（ ）），

α犺（ ）
α 犕

＝
１

π狊狆
ｓｉｎ－１ 狆

６－３ｃｏｓ（２π狊ｃｏｓθ）－３ｃｏｓ（２π狊ｓｉｎθ）

６－３α＋αｃｏｓ（２π狊ｃｏｓθ）＋αｃｏｓ（２π狊ｓｉｎθ）＋αｃｏｓ（２π狊ｃｏｓθ－２π狊ｓｉｎθ槡（ ））

烅

烄

烆
，

（１８）

其中，狊为采样率（即一个波长内采样点数的倒数），

θ为波数矢量与狕轴之间的夹角，狆＝αΔ狋／犺为稳定

性参数（库朗数），第一、二和三式分别对应（８）、（１３）

和（１４）式三种质量矩阵的频散关系．

由（１８）式可得ＣＦＥＭ、ＬＦＥＭ 与 ＭＦＥＭ 的库

朗数分别为０．４０８２４８、０．７０７１０７和０．５７７３５０．其

中，ＣＦＥＭ 的库朗数最小，ＬＦＥＭ 的库朗数最大，

ＭＦＥＭ库朗数介于两者之间；从图２可知，三种质

量矩阵在沿坐标轴方向上频散最大，在４５°方向频

散最小，在所有方向上，ＣＦＥＭ 的数值速度大于物

理速度，ＬＦＥＭ 和 ＭＦＥＭ 数值速度小于物理速度，

就数值频散幅值而言，ＬＦＥＭ 偏差最大，ＣＦＥＭ 偏

差其次，ＭＦＥＭ 为两种质量矩阵误差相互抵消之

后，偏差最小，一个波长内采样数大于５时数值频散

误差在１％以内．从以上对比发现，相对而言 ＭＦＥＭ

是一种较好的地震波模拟方法．在以下频散分析中

均选用 ＭＦＥＭ进一步对比分析．

３．２　不同网格单元形状频散对比

在地震波模拟时，我们需要了解 ＭＦＥＭ 的数

值频散对不同网格的敏感程度，在网格剖分时避免

图１　等腰直角三角形用于分析三种

质量矩阵有限元法的数值频散

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｒｅｅｔｙｐｅｓｏｆ

ｍａｓｓｍａｔｒｉｘｉｎｉｓｏｓｃｅｌｅｓｒｉｇｈｔｔｒｉａｎｇｌｅｍｅｓｈ

因网格畸变引起的严重数值频散或数值散射．除图

１中所示的网格（Ｔ１）外，额外选取图３所示的三种

网格做测试，另外三种单元分别为等边三角形

（Ｔ２）、顶角为３０°的等腰三角形（Ｔ３）和顶角为１２０°

的等腰三角形（Ｔ４）．与上节分析方法相似，当单元

为线性插值时，它们的频散关系如图４所示．

与上节相同，可得到Ｔ２、Ｔ３和Ｔ４的库朗数分

别为０．６４５４９７、０．２０３５９７和０．２６８６４３，其中，Ｔ１与

Ｔ２稳定性较好，另外两种稳定性较差．当波沿狕轴

３２６２
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图２　当狆＝０．２时三种质量矩阵有限元法声波模拟不同方向的数值频散对比；＋：ＣＦＥＭ，：ＬＦＥＭ，○：ＭＦＥＭ

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅｔｙｐｅｓｏｆｍａｓｓｍａｔｒｉｃｅｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ；ｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒ狆ｉｓｅｑｕａｌｔｏ０．２；

ｓｙｍｂｏｌｓ＋，ａｎｄ○ａｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＣＦＥＭ，ＬＦＥＭａｎｄＭＦＥＭ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

图３　不同三角形网格单元用于频散分析

（ａ）等边三角形；（ｂ）顶角为３０°等腰三角形；（ｃ）顶角为１２０°的等腰三角形．

Ｆｉｇ．３　Ｔｒｉａｎｇｌｅｍｅｓｈｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｈａｐｅａｒｅｕｓｅｄｆｏｒｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ

（ａ）Ｅｑｕｉｌａｔｅｒａｌｔｒｉａｎｇｌｅ；（ｂ）Ｉｓｏｓｃｅｌｅｓｔｒｉａｎｇｌｅｗｉｔｈｖｅｒｔｅｘａｎｇｌｅｂｅｉｎｇｅｑｕａｌｔｏ３０°；（ｃ）Ｉｓｏｓｃｅｌｅｓｔｒｉａｎｇｌｅｗｉｔｈｖｅｒｔｅｘａｎｇｌｅｂｅｉｎｇｅｑｕａｌｔｏ１２０°．

传播时，Ｔ４频散最小，当传播方向略偏离狕轴其频

散迅速变大，角度为６０°时其频散已经超过了４０％，

角度为９０°时超过７０％；Ｔ３频散随传播方向的波动

也较大，特别是在狊较小时，其频散明显；Ｔ１和Ｔ２

频散随角度波动较小，频散幅度也较小．从网格对

比可知，在网格剖分时要尽量避免钝角三角形或较

小内角的锐角三角形，由于直角三角形面积为等边

三角形面积的２／槡３倍，直角三角形剖分可以得到更

少的单元，计算时节省了内存和计算时间，因此网格

形状应尽量接近等腰直角三角形．

３．３　单元插值阶数对频散的影响

从３．１—３．２节可知，当单元采用线性插值时频

散幅度和方向各向异性都较大，为了较好地压制频

散，常常采用高阶插值，本节主要讨论Ｔ１单元中的

二阶和三阶插值，网格中周期出现的节点如图５所

示，二阶插值时空间中周期出现的点数为４个，三阶

插值时为９个．以三阶为例讨论三阶插值的一般特

征值问题，若空间的第Ａ组９个点经过狓方向的犪

次平移和狕方向的犫次平移得到第Ｂ组点，第Ａ组

和第Ｂ组点构成的一般特征值问题为

ΛＡ犕Ａ

犃１



犃

熿

燀

燄

燅９

＝犓Ａ

犃１



犃

熿

燀

燄

燅９

，ΛＢ犕Ｂ

犅１



犅

熿

燀

燄

燅９

＝犓Ｂ

犅１



犅

熿

燀

燄

燅９

．（１９）

其中，犕Ａ，犕Ｂ，犓Ａ，犓Ｂ分别为第Ａ和第Ｂ组点所组成

的质量矩阵和刚度矩阵，它们与位置无关，只与单元形

状相关，由于单元形状不变，故犕Ａ ＝犕Ｂ，犓Ａ ＝犓Ｂ，

４２６２



　８期 刘少林等：三角网格有限元法声波与弹性波模拟频散分析

图４　ＭＦＥＭ在不同网格中的数值频散方向各向异性

＋：等腰直角三角形，：等边三角形，○：锐角三角形，□：钝角三角形．

Ｆｉｇ．４　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｏｆＭＦＥＭｉｎｆｏｕｒｔｒｉａｎｇｌｅｍｅｓｈｅｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

Ｔｈｅｆｏｕｒｃｕｒｖｅｓｏｆ＋，，○ａｎｄ□ａｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＴ１，Ｔ２，Ｔ３ａｎｄＴ４，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

犃＝ 犃１，…，犃［ ］９
Ｔ，犅＝ 犅１，…，犅［ ］９

Ｔ为第Ａ组和

第Ｂ组点由（１６）式表示的平面波解，根据周期性有

以下等式

犅＝ｅｘｐ（ｉ犽狓犪犺＋ｉ犽狕犫犺）犃． （２０）

由（１９）—（２０）式得ΛＡ ＝ΛＢ．空间所有点满足的一

般特征值问题（１７）式可以变换为

Λ



犕Ａ



犕Ｂ

熿

燀

燄

燅



犃



犅

熿

燀

燄

燅

＝



犓Ａ



犓Ｂ

熿

燀

燄

燅



犃



犅

熿

燀

燄

燅

． （２１）

显然，Λ＝ΛＡ ＝ΛＢ，若不等，则由（２１）式得到的结

论与ΛＡ＝ΛＢ矛盾．无穷阶的特征值问题，化简为９

阶的特征值问题．得到二阶和三阶的频散关系的闭

形式较为困难，我们可以借助数学软件得到其数值

解，结果如图６所示．

当插值阶数为二阶和三阶时频散迅速变小，每

个波长内采样数大于３时，二阶频散误差在１％以

内，三阶频散误差在０．６％以内；二阶的方向各向异

性相比于线性插值已明显减弱，但仍表现出较小的

方向各向异性，三阶的方向各向异性几乎可以忽略，

数值频散主要受采样率控制，在实际地震波模拟时

最好采用三阶插值以减小数值方向各向异性．

图５　二阶与三阶插值空间周期出现采样点的分布

实心圆代表二阶时的情况，空心圆代表三阶时的情况

Ｆｉｇ．５　Ｆｏｕｒｐｏｉｎｔｓ（ｓｏｌｉｄｃｉｒｃｌｅ）ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙｏｃｃｕｒｉｎｔｈｅｍｅｓｈ

ｗｈｅｎｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｉｓｕｓｅｄｉｎｅａｃｈｃｅｌｌ．

Ｎｉｎｅｐｏｉｎｔｓ（ｅｍｐｔｙｃｉｒｃｌｅ）ａｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｔｏｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ．
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图６　单元插值阶数为二阶（ａ）和三阶（ｂ）时的数值频散

＋、、○和□对应于波传播的角度为０，π／１２，π／６和π／４．

Ｆｉｇ．６　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｏｆＭＦＥＭｗｉｔｈｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ（ａ）ａｎｄｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒ（ｂ）ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｉｎｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔ

Ｆｏｕｒｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒ＋，，○ａｎｄ□ａｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎａｎｇｌｅｓｉｎｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ０，π／１２，π／６ａｎｄπ／４，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

图７　三阶插值时波速比对Ｓ波（ａ）与Ｐ波（ｂ）频散的影响

＋、、○、□和右对应于波速比分别为１．７、２．０、４．０、６．０和８．０时的数值频散．

Ｆｉｇ．７　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｏｆＳ（ａ）ａｎｄＰ（ｂ）ｗａｖｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｓｔｏｆｉｖｅＰｔｏＳｗａｖｅｓｐｅｅｄｒａｔｉｏｓ

ｗｈｅｎｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｉｎｅａｃｈｃｅｌｌｉｓｕｓｅｄ

Ｆｉｖｅｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒ＋，，○，□ａｎｄｒｉｇｈｔａｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｆｉｖｅｗａｖｅｓｐｅｅｄｒａｔｉｏｓ狉＝１．７，２．０，４．０，６．０ａｎｄ８．０，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

３．４　波速比对频散的影响

以上讨论均是针对声波方程的，在波速比一定

的情况下，Ｐ波和Ｓ波的频散与声波相似，故未做讨

论．本节主要讨论空间插值为三阶时波速比（泊松

比）对Ｐ波和Ｓ波频散的影响．图７给出了狆＝

０．２，波沿狕轴传播时Ｐ波和Ｓ波的频散．

图７为空间为三阶插值时，波速比对频散的影

响，可见，Ｓ波（图７ａ）与Ｐ波（图７ｂ）数值频散都随

波速比的增加而增大，Ｓ波的频散略大于Ｐ波的频

散，在空间插值为三阶的情况下，波速比对频散影响

较小，每个波长内采样数大于２时，Ｓ波频散在

３．６％以内，Ｐ波频散在２．８％以内．

３．５　数值耗散性分析

由（１６）式可知，解一般特征值问题得到的特征

频率如果是虚数，如ω犺＋ｉε，其中ω犺 表示数值频率．

得到的特征频率代入（１６）式，出现的虚部ｉε，表现在

数值耗散上，即每一个时间步相比于上一个时间步

振幅衰减为ｅ－εΔ狋．本节罗列出当网格形状为Ｔ１，稳

定性参数为狆＝０．２，波沿狕轴传播，不同插值阶数

和采样率时，声波与弹性波方程（狉＝１．７）ＭＦＥＭ 离

散后的数值耗散性，即ε值，结果如表１所示．可以

表１　不同阶数和采样率下的声波与弹性波数值耗散性

犜犪犫犾犲１　犜犺犲ε狏犪犾狌犲狊狅犳犕犉犈犕狌狀犱犲狉狏犪狉犻狅狌狊狊犪犿狆犾犻狀犵狉犪狋犻狅狊

犪狀犱犻狀狋犲狉狆狅犾犪狋犻狅狀狅狉犱犲狉狊；狋犺犲犱犻狊狊犻狆犪狋犻狅狀狏犪犾狌犲狊

狅犳犛狑犪狏犲犪狉犲狆狉犲狊犲狀狋犲犱犻狀狋犺犲犫狉犪犮犽犲狋狊

采样率狊

声波单元插值阶数 弹性波单元插值阶数

１ ２ ３ １ ２ ３

０．１ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
－２．５５×１０－６

（－２．２３×１０－１０）

０．２ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
－８．７２×１０－６

（１．０５×１０－９）

０．３ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
－１．３４×１０－５

（１．４４×１０－７）

０．４ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
１．４０×１０－５

（４．０×１０－６）

０．５ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
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看出，空间插值一到三阶声波方程均未表现出数值

耗散性，空间插值为一、二阶时弹性波方程也无数值

耗散，当空间插值为三阶时，Ｐ波和Ｓ波（括号中所

示）表现出很小的耗散，Ｐ波的数值耗散性要至少高

出Ｓ波一个数量级，它们大致随狊变大而变大，但它

们都很小以至于可以忽略，说明地震波模拟时，数值

误差主要由数值频散引起，而数值耗散性对数值误

差的贡献甚微．

４　数值试验

本节用三组数值试验更加直观地说明三角网格

有限元法的数值频散特征．第一组试验模型大小为

２０００ｍ×２０００ｍ，均匀介质的声速为２０００ｍ·ｓ－１，

震源位于模型中心，时间函数均为２０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ

子波，为了消除时间离散对频散的影响，时间步长均

为０．２ｍｓ．选用Ｔ１有限元网格，直角边边长为１０ｍ，

一阶的ＣＦＥＭ、ＬＦＥＭ和 ＭＦＥＭ得到的０．４ｓ时的

的波场快照如图８所示．在ＣＦＥＭ 得到的快照中

（图８ａ），与竖直方向成４５°的方向，有强烈的数值频

散；ＬＦＥＭ得到的声波等时面的内部，出现了明显

的数值频散，其数值频散要弱于ＣＦＥＭ；ＭＦＥＭ 在

４５°方向，等时面之前表现出轻微的数值频散．从第

一组数值对比可知，ＭＦＥＭ数值频散压制能力强于

ＣＦＥＭ和ＬＦＥＭ．

第二组试验的Ｒｉｃｋｅｒ子波的主频为３５Ｈｚ，选

用Ｔ２、Ｔ３和Ｔ４三种有限元网格，模型其他参数与

第一组试验相同．图９为三种网格中 ＭＦＥＭ 模拟

声波传播０．３ｓ时的波场快照．图９ａ无明显的数值

频散；图９ｂ在竖直方向等时面的内部表现出轻微

的数值频散；图９ｃ在水平方向上表现出强烈的数

值频散．第二组数值试验说明，虽然有限元法以其

网格剖分的灵活性著称，但剖分时要避免内角过大

或过小的网格单元．

第三组试验为不同阶的 ＭＦＥＭ 模拟较大波数

比弹性介质中ＰＳＶ波的传播．模型大小１５００ｍ×

１５００ｍ，Ｐ 波速度为３０００ｍ·ｓ－１，Ｓ波速度为

１０００ｍ·ｓ－１，Ｒｉｃｋｅｒ子波主频为２０Ｈｚ，选用Ｔ１有

图８　ＣＦＥＭ （ａ）、ＬＦＥＭ （ｂ）和 ＭＦＥＭ （ｃ）三种质量有限元法模拟声波传播０．４ｓ时的波场快照；箭头所指为数值频散

Ｆｉｇ．８　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｗａｖｅｆｉｅｌｄａｔ狋＝０．４ｓｍｏｄｅｌｅｄｂｙｔｈｒｅｅｔｙｐｅｓｏｆｍａｓｓｍａｔｒｉｘ．

（ａ）ＣＦＥＭ，（ｂ）ＬＦＥＭ，ａｎｄ（ｃ）ＭＦＥＭ．Ａｒｒｏｗｓｐｏｉｎｔａｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

图９　Ｔ２（ａ）、Ｔ３（ｂ）和Ｔ４（ｃ）三种有限元网格 ＭＦＥＭ模拟声波传播得到的０．３ｓ时的波场快照

Ｆｉｇ．９　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｗａｖｅｆｉｅｌｄａｔ狋＝０．３ｓｍｏｄｅｌｅｄｂｙＭＦＥＭ

ｗｉｔｈｔｈｒｅｅｔｙｐｅｓｏｆＦＥＭｍｅｓｈ：（ａ）Ｔ２，（ｂ）Ｔ３，ａｎｄ（ｃ）Ｔ４
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图１０　一到三阶 ＭＦＥＭ模拟波速比为３的弹性介质中ＰＳＶ波０．２ｓ时的波场快照

（ａ）一阶 ＭＦＥＭ；（ｂ）二阶 ＭＦＥＭ；（ｃ）三阶 ＭＦＥＭ．

Ｆｉｇ．１０　ＳｎａｐｓｈｏｔｓｏｆＰＳＶｗａｖｅｆｉｅｌｄｍｏｄｅｌｅｄｂｙｆｉｒｓｔ，ｓｅｃｏｎｄ，ａｎｄｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒＭＦＥＭ

ｉｎｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉａｗｉｔｈｗａｖｅｓｐｅｅｄｒａｔｉｏ狉＝３

（ａ）ＦｉｒｓｔｏｒｄｅｒＭＦＥＭ，（ｂ）ＳｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒＭＦＥＭ，ａｎｄ（ｃ）ＴｈｉｒｄｏｒｄｅｒＭＦＥＭ．

限元网格．一阶、二阶和三阶的 ＭＦＥＭ，单元的直

角边分别为５ｍ、１０ｍ和１５ｍ，插值以后模型总的

点数相同．时间步长为０．２ｍｓ．０．２ｓ时的波场快

照如图１０所示，由于Ｓ波的最短波长大约为２０ｍ，

即一个波长内的最小采样点数为４，所以图１０ａ中Ｓ

波等时面之前表现出很强的数值频散，且数值各向

异性也很明显，以至于Ｓ波的等时面为椭圆．二阶

的 ＭＦＥＭ（图１０ｂ）在等时面之前表现出微弱的数

值频散，无明显数值各向异性．三阶的 ＭＦＥＭ（图

１０ｃ）数值频散和各向异性得到了很好的压制．此组

试验说明，实际模拟时最好选用二阶、特别是三阶的

ＭＦＥＭ．

５　结论

本文构造了一种地震波模拟的 ＭＦＥＭ 方法，

与ＣＦＥＭ和ＬＦＥＭ 比较，在数值频散角度说明了

地震波传播 ＭＦＥＭ 模拟时的弱频散性．分析了

ＭＦＥＭ地震波模拟时数值频散的影响因素，在网格

剖分时网格形状应尽量规则，应避免内角过小或过

大的三角形；单元插值阶数的提高能有效减小数值

频散以及其方向各向异性，空间为三阶插值时能兼

顾计算精度与效率；弹性波频散随波速比增加而加

大，但三阶插值时，其变化幅度并不大；并且 ＭＦＥＭ

的数值耗散性几乎可以忽略．

本文采用的单元是较为规则的周期单元，但实

际地震波模拟时，在地表或地下界面起伏剧烈时剖

分的单元形状较为复杂，我们很难得到一般网格中

地震波的频散关系，而只能通过本文已有的结论推

测一般情况下频散的变化趋势．

致谢　感谢中国科学院计算地球动力学重点实验室

的张怀教授对本文提出的建设性意见．感谢两位匿

名审稿专家对本文提出的详细修改要求．

附录犃

（９）式中离散时如果单元为线性插值，将物理单

元上的积分映射至参考单元Ωｅ上的积分，单元分布

式质量矩阵与刚度矩阵可表示为

犕
ｅ

犻犼 ＝犺
２

∫Ωｅ
犻犼ｄξｄη，

犓
ｅ

犻犼 ＝α
２

∫Ωｅ

（犻，η－犻，ξ）（犼，η－犼，ξ）＋犻，ξ犼，［ ］
ξ ｄξｄη

烅

烄

烆
，

（Ａ１）

其中，λ，ξ为参考单元上的局部坐标．图１中有限元网

格中任何一点记为点犖，其水平方向右边与之相连的

点记为犖１，逆时针旋转，其余与犖相连的５个点分别

记为犖２、犖３、犖４、犖５ 与犖６．设函数犉犖（犃）表示取狀

维向量犃 的第犖 个元素，由（Ａ１）得到如下等式：

　　

犉犖（犕·犘）＝犕犖犖犘犖 ＋犕犖犖１犘犖１＋犕犖犖２犘犖２＋犕犖犖３犘犖３＋犕犖犖４犘犖４＋犕犖犖５犘犖５＋犕犖犖６犘犖６

＝犺
２ｅｘｐ（ｉ犽·狓犖）（１／２＋１／６ｃｏｓ（犽狓犺）＋１／６ｃｏｓ（犽狕犺）＋１／６ｃｏｓ（犽狓犺－犽狕犺）），

犉犖（犓·犘）＝犓犖犖犘犖 ＋犓犖犖１犘犖１＋犓犖犖２犘犖２＋犓犖犖３犘犖３＋犓犖犖４犘犖４＋犓犖犖５犘犖５＋犓犖犖６犘犖６

＝α
２ｅｘｐ（ｉ犽·狓犖）（４－２ｃｏｓ（犽狓犺）－２ｃｏｓ（犽狕犺））．

（Ａ２）

将（Ａ２）代入（１７）式，可以得到等式

８２６２
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Λ－
α
２

犺２
４－２ｃｏｓ（犽狓犺）－２ｃｏｓ（犽狕犺）

１／２＋１／６ｃｏｓ（犽狓犺）＋１／６ｃｏｓ（犽狕犺）＋１／６ｃｏｓ（犽狓犺－犽狕犺（ ））


ｅｘｐ（犻犽·狓犖）
熿

燀

燄

燅

＝０， （Ａ３）

显然满足（Ａ３）的充分必要条件是

Λ＝
α
２

犺２
４－２ｃｏｓ（犽狓犺）－２ｃｏｓ（犽狕犺）

１＋１／６ｃｏｓ（犽狓犺）＋１／６ｃｏｓ（犽狕犺）＋１／６ｃｏｓ（犽狓犺－犽狕犺）
， （Ａ４）

即（１７）一般特征值问题的Λ是唯一的．结合（１７）中

Λ的表达式，由（Ａ４）可得到（１８）式的第一式，另外

两种质量矩阵有限元法的频散推导也可由上述过程

导出．
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