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摘 要: 针对一类仿射非线性有界动态随机系统,提出一种最优概率密度函数 (PDF)跟踪控制算法,使得系统的输出

PDF跟踪给定的 PDF.首先利用线性𝐵样条解耦得到仿射非线性状态方程和 PDF逼近方程,使 PDF跟踪转化为状态

方程输出权值的跟踪;然后采用线性时变序列逼近方法将非线性系统转化为线性时变系统,通过对线性系统的迭代

运算得到非线性系统的最优跟踪控制器,从而实现最优 PDF跟踪. 理论分析和仿真实验均表明了所提出算法的有效

性.
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Abstract: A probability density function(PDF) optimal control strategy for a class of bounded affine nonlinear dynamic

stochastic system is presented to drive the PDF of systems output to follow a desired PDF. An affine nonlinear state space

model and PDF approximation equation can be obtained by using the linear 𝐵-spline approximation, which transfer PDF

tracking to output tracking about nonlinear state model. Then a linear time-varying sequence approximation is employed

to transfer the nonlinear systems to linear time-varying systems, and the optimal tracking controller of nonlinear dynamic

stochastic system is obtained by using linear time-varying system iteration method. Theoretical analysis and simulation

results show the effectiveness of the control algorithm.
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1 引引引 言言言

在已有的随机控制策略中, 如均值、方差控制,

线性二次型控制[1-2];随机自适应控制,线性二次型鞅

控制和最优预测随机控制策略[3-6]; 以及近年来开发

的自适应非线性随机控制和鲁棒模糊随机控制[7-9],

这些算法为随机控制理论的丰富和发展做出了很大

的贡献. 这些算法具有一个共同的特点,即假设系统

中的输出变量或过程变量均服从高斯分布,如随机过

程为马尔可夫过程或维纳过程. 对于许多实际系统而

言, 这个假设虽然较为严格,但其优点是允许控制工

程师充分利用完善的随机理论进行控制器设计以及

理论分析.

然而,实际系统大多具有非线性和不确定性,且

非线性的影响将导致存在大量的非高斯变量,进而使

得系统的输出或状态变量服从非对称随机分布或多

峰随机分布[10]. 对于这样的非高斯随机系统,均值和

方差等不足以全面刻画随机变量的随机属性. 而且,

随着先进仪器和数据处理技术的发展,测量的反馈信

号可以是系统输出的随机分布,典型的例子有: 结晶

过程和食品加工过程的颗粒粒度尺寸分布 (PSD),分
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子量分布和火焰灰度分布等[11]. 由于控制技术的发

展与测量技术的发展密切相关,只要随机变量的随机

分布信号可以测量时, 便应充分利用先进的测量技

术设计相应的控制器以实现更优的控制性能.如文献

[12]使用一套碳素颗粒粒度分布监控系统实现了粒

度状态的概率密度函数 (PDF)测量,而且通过设计控

制器实现了更好的颗粒粒度分布控制.针对现在的工

业过程数据具有很强的动态非高斯性,文献 [13]设计

了一种动态非高斯控制策略,并通过一个水泥制造过

程的实验验证了该方法的有效性.

针对上述动态非高斯过程, 传统的以最小方差

为控制目标的随机控制算法,在理论上已不足以完美

地刻画非高斯随机变量的统计特性, 而且在实际的

非高斯系统中也无法全面刻画系统的性能.对此, 王

宏[11]提出了输出概率密度函数 (PDF)形状控制策略,

即PDF控制,其目标是设计控制输入,使得系统输出

PDF跟踪给定的 PDF. PDF控制的目的之一是使得随

机分布系统能像确定系统一样进行控制器设计、系

统动态分析以及相应的品质评价等, 通过对输入输

出数据的分析与处理来获取对随机分布系统动态 (静

态)行为及其相互关系的模型解释, 最终使用一个较

为准确的模型来描述随机分布系统的动态 (静态)行

为,进而根据某些控制准则设计控制器以实现预期目

标.近 10年来, PDF控制已设计了一系列的建模和控

制算法, 如概率密度函数的数值估计,概率密度函数

的软测量和基函数逼近模型等,正逐渐形成一个完善

的研究框架[14]. 但是,已开发的控制算法大都针对线

性动态权值约束, 对于非线性动态权值约束的最优

PDF控制问题尚需进一步的研究.

本文针对一类仿射非线性有界动态随机系统,提

出一种最优概率密度函数 (PDF)跟踪控制算法,使得

系统的输出PDF跟踪给定的PDF.

2 模模模型型型表表表示示示

概率密度函数的表达形式是对其进行控制的重

要前提.目前的研究主要是应用神经网络等方法建立

任意形状的概率密度函数和一组“状态向量”之间的

对应关系,从而将对PDF形状的控制转化为对“状态

向量”的控制.下面以SISO线性系统𝐵样条近似模型

为例,说明 PDF控制的主要思想.使用线性𝐵样条逼

近得到 PDF控制模型的表示, 𝐵样条基函数解耦了控

制输入与系统输出 PDF之间的关系,使控制系统的输

出PDF通过控制非线性动态模型的权值输出来实现.

假设 [𝑎, 𝑏]为有限区间, 给定分划Δ : 𝑎 = 𝑥0 <

𝑥1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑥𝑁+1 = 𝑏,加入新节点,把分划扩展为𝑥−𝑛

< ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑥−1 < 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑥𝑁+1 = 𝑏 <

𝑥𝑁+2 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑥𝑁+𝑛+1. 对于函数𝜑𝑛(𝑥, 𝑡) = (𝑡 − 𝑥)𝑛,

令 𝑡分别取新节点处的值,即𝑥−𝑛, 𝑥−1, 𝑥−0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑁+1,

𝑥𝑁+2, 𝑥𝑁+𝑛+1,这些函数都是𝑛次样条函数.

定义 1 𝐵样条函数的递推关系式为

𝐵𝑖,0(𝑥) =

{
1, 𝑥𝑖 < 𝑥 ⩽ 𝑥𝑖+1;

0, other.
(1)

𝐵𝑖,𝑘(𝑥) =

𝑥− 𝑥𝑖

𝑥𝑖+𝑘 − 𝑥𝑖
𝐵𝑖,𝑘−1(𝑥) +

𝑥𝑖+𝑘+1 − 𝑥

𝑥𝑖+𝑘+1 − 𝑥𝑖+1
𝐵𝑖+1,𝑘−1(𝑥).

(2)

其中: 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝐵𝑖,𝑛(𝑥)是以𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑖+𝑛+1为节点的𝑛次𝐵样条函数, 由𝐵样条神经网

络的性质可知,它可用来逼近定义在紧凑集合上的任

意连续函数. 因此,对系统输出概率密度函数形状的

控制,可以通过控制逼近输出概率密度函数的𝐵样条

函数的权值来实现.

2.1 𝑩样样样条条条模模模型型型的的的建建建模模模机机机理理理

记 𝑣(𝑡) ∈ 𝑅1为一个定义在区间𝑇 = [0,+∞]上

的一致有界的随机过程,并假定 𝑣(𝑡)表示随机分布系

统的输出, 再记𝑢(𝑡) ∈ 𝑅1为控制输出 𝑣(𝑡)的概率密

度函数的控制输入向量,则随机系统可表示为

𝑢(𝑡) → 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞]. (3)

在任意时刻 𝑡, 𝑣(𝑡)的分布可用其累计概率分布

函数𝐹 (𝑦, 𝑢(𝑡))来表述,即

𝐹 (𝑦, 𝑢(𝑡)) = 𝑃 (𝑣(𝑡) < 𝑦 ∣𝑢(𝑡) ), (4)

其中𝑃 (𝑣(𝑡) < 𝑦 ∣𝑢(𝑡) )表示当控制输入𝑢(𝑡)作用到随

机系统时, 随机变量 𝑣(𝑡)小于 𝑦的概率. 假定累计概

率分布函数𝑃 (𝑣(𝑡) < 𝑦 ∣𝑢(𝑡) )是关于 𝑦的连续函数,

由概率论的相关知识可知,由此可得到随机变量 𝑦的

PDF,记为 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡)),表示为

𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡)) = d𝐹 (𝑦, 𝑢(𝑡))/d𝑦. (5)

由式 (5)可以看出,输出概率密度函数 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))的形

状可由控制输入变量𝑢(𝑡)控制. 假定 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))是关

于𝑢(𝑡)和 𝑦的连续函数. 因 𝑣(𝑡)一致有界, 故存在一

个已知的区间 [𝑎, 𝑏],使得

𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑇 = [0,+∞] (6)

成立. 对于任意给定的控制输入𝑢(𝑡)及所有的 𝑦 ∈
[𝑎, 𝑏], 输出概率密度函数 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))是 𝑦的连续函数.

由𝐵样条逼近理论可知,存在一个𝐵样条逼近[15],使

得如下不等式成立:∣∣∣𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))− 𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖(𝑢(𝑡))𝐵𝑖(𝑦)
∣∣∣ ⩽ 𝛿. (7)

其中: 𝛿为一个事先确定的任意小正常数; 𝐵𝑖(𝑦) (𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为在区间 [𝑎, 𝑏]上预先确定的基函数;

𝑤𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为𝐵样条基函数对应的权值. 当

所有的基函数固定时,不同的控制输入𝑢(𝑡)会产生不
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同的权值向量, 这表明权值𝑤𝑖是控制输入𝑢(𝑡)的函

数. 故式 (7)可以进一步表示为

𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡)) =

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖(𝑢(𝑡))𝐵𝑖(𝑦) + 𝑒0, (8)

其中 𝑒为逼近误差,且满足 ∣𝑒∣ ⩽ 𝛿. 由此可见,输出概

率密度函数 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))的变化是由其对应的逼近权值

𝑤𝑖的变化而引起的. 为便于分析,逼近误差 𝑒常常被

忽略,若无特殊说明, 下文的各种模型的逼近误差都

不考虑.

2.2 基基基于于于𝑩样样样条条条的的的仿仿仿射射射非非非线线线性性性系系系统统统模模模型型型表表表示示示

通过𝐵样条基函数建立了输入控制𝑢(𝑡)与输出

概率密度函数 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))之间的静态模型, 但是其动

态部分并没有建立. 通常, 动态模型的动态部分的

参数是通过最小二乘法得到的[14]. 记 𝑦(𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏]为

一致有界随机过程,并假定其为随机系统在 𝑡时刻的

输出;记𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚×1为控制输入向量. 在任意时刻,

𝑦(𝑡)可用其概率密度函数 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))来表述,其定义为

𝑃 (𝑎 ⩽ 𝑦(𝑡) < 𝜉, 𝑢(𝑡)) =
w 𝜉

𝑎
𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))d𝑦. (9)

其中𝑃 (𝑎 ⩽ 𝑦(𝑡) < 𝜉, 𝑢(𝑡))表示系统在 𝑢(𝑡)作用下输

出 𝑦(𝑡)落在区间 [𝑎, 𝜉]内的概率,即 𝑦(𝑡)的概率密度函

数的形状由 𝑢(𝑡)控制.假设区间 [𝑎, 𝑏]为已知,输出概

率密度函数 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))连续且有界. 由𝐵样条逼近原

理知, 可以用𝐵样条来逼近概率密度函数 𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡)).

取𝑛个𝐵样条,对应的权值为𝜔𝑖, (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛). 在
无逼近误差的条件下可得

𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡)) =

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝐵𝑖(𝑦),

概率密度函数需要满足隐含条件w 𝑏

𝑎
𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡))d𝑦 = 1,

这表明只有𝑛− 1个权值是独立的.

下面给出仿射非线性状态空间模型,即表示PDF

控制系统的动态模型 (其概率密度函数静态模型是

由𝑛− 1个相互独立的权值的线性组合构成)

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡) +𝐵( 𝑥(𝑡))𝑢(𝑡),

𝑣(𝑡) = 𝐸(𝑡) 𝑥(𝑡),

𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡)) = 𝐶(𝑦)𝑣(𝑡) + 𝐿(𝑦). (10)

其中: 𝐴(𝑥(𝑡)), 𝐵(𝑥(𝑡))连续可微, 系统的初始状态为

𝑥0, 𝑥为状态向量, 𝑦为系统输出, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚×1为系统

的控制输入, 𝑣为权值向量, 𝐶0(𝑦)为基函数向量,

𝐸(𝑥(𝑡)) ∈ 𝑅(𝑛−1)×𝑙, 𝑣 = [𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛−1]
T,

𝐿(𝑦) = 𝐵𝑛(𝑦)
/w 𝑏

𝑎
𝐵𝑛(𝑦)d𝑦,

𝐶0(𝑦) = [𝐵1(𝑦), 𝐵2(𝑦), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑛−1(𝑦)],

𝐶(𝑦) = 𝐶0(𝑦)−
(
𝐵𝑛(𝑦)

/w 𝑏

𝑎
𝐵𝑛(𝑦)d𝑦

) w 𝑏

𝑎
𝐶0(𝑦)d𝑦.

目标概率密度函数可表示为

𝑔(𝑦) = 𝐶(𝑦) 𝑣𝑔 + 𝐿(𝑦), (11)

其中 𝑣𝑔为与目标PDF对应的目标权值向量.

注 1 如果矩阵𝐸是合适维数单位矩阵,则状态

空间模型可转化为动态权值模型,故状态空间模型代

表了一类比权值动态模型更为广泛的系统.因此只要

实现目标权值向量 𝑣的跟踪,便可实现给定输出概率

密度函数的跟踪.

3 输输输出出出概概概率率率密密密度度度函函函数数数最最最优优优跟跟跟踪踪踪算算算法法法设设设计计计

模型 (10)将输出 PDF跟踪控制问题转化为非线

性动态系统的跟踪问题.下面给出非线性状态方程约

束下输出PDF最优控制表达式,并采用线性时不变和

线性时变序列逼近非线性问题的方法求解输出 PDF

最优控制.动态权值 𝑣(𝑡)和目标权值 𝑣𝑔的误差表示为

𝑒 = 𝑣𝑔 − 𝑣(𝑡),采用有限时间的二次型性能指标设计

输出 PDF最优控制器

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡) +𝐵(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡),

𝑣(𝑡) = 𝐸(𝑡)𝑥(𝑡),

𝑒 = 𝑣𝑔 − 𝑣(𝑡),

𝛾(𝑦, 𝑢(𝑡)) = 𝐶(𝑦)𝑣(𝑡) + 𝐿(𝑦). (12)

PDF最优控制的累计指标能够全面提升跟踪精

度,得到全局最优解. 累积二次型性能指标为

𝐽( 𝑢) =

1

2

w 𝑡𝑓

𝑡0

w 𝑏

𝑎
(𝛾(𝑦, 𝑢)− 𝑔(𝑦))2d𝑦 + 𝑢T(𝑡)𝑅 𝑢(𝑡)d𝑡, (13)

其中𝑅 = 𝑅T > 0. 针对式 (12)描述的非线性动态系

统, 使用非线性性能指标 (13), 在非线性动态 (12)的

约束下, 引入𝑛维拉格朗日乘子向量, 构成哈密尔顿

函数

𝐻 =
1

2

(w 𝑏

𝑎
(𝛾(𝑦, 𝑢)− 𝑔(𝑦))2d𝑦+𝑢T(𝑡)𝑅𝑢(𝑡)

)
+

𝜆T(𝑡)(𝐴(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡) +𝐵(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡)). (14)

最优的必要条件为:

1)正则方程组

𝑥̇(𝑡) =
∂𝐻

∂𝜆
= 𝐴(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡) +𝐵(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡), (15)

𝜆̇ = −∂𝐻

∂𝑥
=

w 𝑏

𝑎
𝑔(𝑦)

∂𝛾(𝑦, 𝑢)

∂𝑥
d𝑦−

∂

∂𝑥
(𝐴(𝑥(𝑡)) 𝑥(𝑡))

T
𝜆− 𝑢T ∂

∂𝑥
(𝐵(𝑥(𝑡)))

T
𝜆;

(16)

2)极值条件
∂𝐻

∂𝑢(𝑡)
= 0 = 𝑅𝑢+𝐵T(𝑥(𝑡))𝜆(𝑡); (17)

3)初始条件为𝑥(𝑡0) = 𝑥0,横截条件为𝜆𝑓 = 0.

由式 (17)得到𝑢并代入 (15)和 (16), 可得到如下

微分方程组:
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𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡)−𝐵(𝑥(𝑡))𝑅−1𝐵T(𝑥(𝑡))𝜆(𝑡),

𝜆̇ =
w 𝑏

𝑎
𝑔(𝑦)

∂𝛾(𝑦, 𝑢)

∂𝑥
d𝑦 − ∂

∂𝑥
(𝐴(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡))

T
𝜆+

𝜆T𝐵(𝑥(𝑡))𝑅−1 ∂

∂𝑥
(𝐵(𝑥(𝑡)))

T
𝜆. (18)

此时, PDF最优跟踪问题转化为非线性微分方程组

(18)的两点边值问题,其求解是一个极具挑战性的问

题. 为了实现全局最优跟踪, 将式 (12)中的权值误差

和概率密度函数代入性能指标 (13),得到

𝐽(𝑢) =
1

2

w 𝑡𝑓

𝑡0
(𝑒T(𝑡)Σ𝑒(𝑡) + 𝑢T(𝑡)𝑅𝑢(𝑡))d𝑡, (19)

其中Σ =
w 𝑏

𝑎
𝐶(𝑦)T𝐶(𝑦)d𝑦是对称矩阵. 至此, 输出

PDF最优跟踪控制问题便转化为性能指标 (13)在

非线性状态空间模型 (12)的约束下的极值问题.

Banks[16]针对这种极值问题, 得到了一系列的解决

方案; McCaffrey和Banks[17]将这种非线性系统最优

解视为线性时变逼近序列的极限,并证明了在一般条

件下线性时变逼近序列在连续函数空间的收敛性[18].

该方法成功地用于控制许多非线性系统,如超级油船

的自动驾驶系统[18],飞行器系统[19],导弹自动巡航系

统[20]以及倒立摆系统[21]等. 在此基础上, Cimen[21]引

入Riccati方程逼近序列,得到了非线性系统的最优时

变反馈控制器.

将线性时变 (LTV)逼近思想应用于系统 (10)的

跟踪控制上, LTV逼近序列为

𝑥̇[𝑖](𝑡) = 𝐴(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑥[𝑖](𝑡) +𝐵(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑢[𝑖],

𝑣[𝑖](𝑡) = 𝐸(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑥[𝑖](𝑡). (20)

初始状态为𝑥[𝑖](𝑡0) = 𝑥0. 式 (13)的二次型性能指标

𝐽 [𝑖](𝑢) =

1

2

w 𝑡𝑓

𝑡0
𝑒[𝑖]T(𝑡)Σ𝑒[𝑖](𝑡) + 𝑢[𝑖]T(𝑡)𝑅 𝑢[𝑖](𝑡)d𝑡, (21)

𝑒[𝑖](𝑡) = 𝑣𝑔 − 𝐸(𝑡)𝑥[𝑖](𝑡). (22)

第 1个逼近序列为

𝑥̇[0](𝑡) = 𝐴 (𝑥0)𝑥
[0](𝑡) +𝐵 (𝑥0)𝑢

[0](𝑡),

𝑣[0](𝑡) = 𝐸 (𝑥0)𝑥
[0](𝑡); (23)

𝐽 [0](𝑢) =

1

2

w 𝑡𝑓

𝑡0
𝑒[0]T(𝑡)Σ𝑒[0](𝑡) + 𝑢[0]T(𝑡)𝑅𝑢[0](𝑡)d𝑡,

𝑒[0](𝑡) = 𝑣𝑔 − 𝐸(𝑥0)𝑥
[0](𝑡). (24)

其中𝑥[−1](𝑡)=𝑥0. 当 𝑖 ⩾ 1时,系统 (20)为线性时变系

统,式 (21)为对应 (20)的线性二次型指标函数. 此时,

得到系统 (12)的最优控制序列为

𝑢(𝑡) = −𝑅−1𝐵T(𝑥[𝑖−1](𝑡)){𝑃 [𝑖](𝑡)𝑥[𝑖](𝑡)− 𝑠[𝑖](𝑡)}.
(25)

其中: 𝑃 [𝑖](𝑡)为实对称正定矩阵函数, 且是如下方程

的解:

𝑃̇ [𝑖](𝑡) =

− 𝐸T(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑄𝐸(𝑥[𝑖−1](𝑡))−
𝑃 [𝑖](𝑡)𝐴(𝑥[𝑖−1](𝑡))−𝐴T(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑃 [𝑖](𝑡)+

𝑃 [𝑖](𝑡)𝐵(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑅−1𝐵T(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑃 [𝑖](𝑡); (26)

𝑠[𝑖](𝑡)为如下线性微分方程的解:

𝑠̇[𝑖](𝑡) =

− 𝐸T(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑄𝑣𝑔 − [𝐴(𝑥[𝑖−1](𝑡))−
𝐵(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑅−1𝐵T(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑃 [𝑖](𝑡)]T𝑠[𝑖](𝑡). (27)

因此,系统 (10)在性能指标 (12)的作用下的最优状态

轨线即为如下微分方程解的极限:

𝑥̇[𝑖](𝑡) =𝐵(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑅−1𝐵T(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑠[𝑖](𝑡)+

[𝐴(𝑥[𝑖−1](𝑡))−𝐵(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑅−1×
𝐵T(𝑥[𝑖−1](𝑡))𝑃 [𝑖](𝑡)]T𝑥[𝑖](𝑡). (28)

其中: 𝐴(𝑥(𝑡)), 𝐵(𝑥(𝑡)), 𝐸(𝑥(𝑡))有界; 当满足局部

Lipschiz条件时,序列𝑥[𝑖](𝑡), 𝑦[𝑖](𝑡), 𝑢[𝑖](𝑡)在各自的定

义域内均全局收敛[21].

注 2 式 (24)采用的性能指标形式上与传统的

性能指标不一样, 它存在一个约束条件,一旦选定了

基函数,矩阵Σ =
w 𝑏

𝑎
𝐶(𝑦)T𝐶(𝑦)d𝑦便成为定值,因此

只能通过改变矩阵𝑅来调节系统的性能.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

为了说明跟踪算法的有效性,系统模型 (10)中的

概率密度函数模型由下式给出:

𝛾(𝑦, 𝑢) = 𝜔1𝐵1(𝑦) + 𝜔2𝐵2(𝑦) + 𝜔3𝐵3(𝑦).

其中: 𝜔𝑖(𝑖 = 1, 2, 3)为权值, 𝐵𝑖(𝑦)(𝑖 = 1, 2, 3)为基函

数, 𝑦 ∈ [2, 7]. 𝐵样条基函数为

𝐵1 =

1

2
(𝑦 − 2)2𝐼1 +

(
− 𝑦2 + 7𝑦 − 23

2

)
𝐼2 +

1

2
(𝑦 − 5)2𝐼3,

𝐵2 =

1

2
(𝑦 − 3)2𝐼2 +

(
− 𝑦2 + 9𝑦 − 39

2

)
𝐼3 +

1

2
(𝑦 − 6)2𝐼4,

𝐵3 =

1

2
(𝑦 − 4)2𝐼3 +

(
− 𝑦2 + 11𝑦 − 59

2

)
𝐼4 +

1

2
(𝑦 − 7)2𝐼5.

𝑦 ∈ [𝑖+ 1, 𝑖+ 2]时, 𝐼𝑖 = 1;否则, 𝐼𝑖 = 0.

采用线性𝐵样条模型逼近概率密度函数. 因隐

含条件的存在,故 3个权值中只有 2个是相互独立的,

不失一般性, 假设𝜔1, 𝜔2相互独立. 系统的模型参数

为

𝐴 =

⎡⎢⎣ 0 1 0

0 0 1

−𝑥1 −11 + 𝑥2 −6 + 𝑥2

⎤⎥⎦ ,
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𝐵 =

⎡⎢⎣ 0.5 0

0 0.1

0 0.1

⎤⎥⎦ , 𝐶 =

[
6 + 𝑥2 0 1

2 2 0

]
.

图 1为给定的目标概率密度函数,可以看出这是

一个非对称的非高斯概率密度函数,对于这样的系统,

采用传统的最小方差控制无法满足其前提条件.

0.1

0.2

0.3

0.4

0
3 4 5 6 72

y /output

0.5

γ
(

)
y

图 1 目标概率密度函数

采用本文给出的控制器,得到了系统的动态输出

概率密度函数,如图 2所示. 可以看出,系统的动态输

出概率密度函数逐渐逼近给定的目标概率密度函数,

这表明所设计的控制算法能够使得系统输出概率密

度函数跟踪给定的概率密度函数.

γ
(

(
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(
))

y
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t
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642

12108
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图 2 动态概率密度函数

系统的动态输出概率密度函数所对应的控制输

入 (即式 (25))和动态权值 (即式 (10)中的权值动态模

0 2 4 6 8 10 12

-4

0

4

8

t /s

u
t(
)

u1
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图 3 控制输入
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v2

0.4

0.8

1.2

图 4 动态权值

型)分别如图 3和图 4所示. 可以看出,控制输入和动

态权值逐渐收敛于某一个值,这表明本文算法是收敛

的,系统是稳定的.

5 结结结 论论论

本文采用线性𝐵样条函数逼近, 得到了非线性

有界动态随机系统输出 PDF和控制输入之间的数学

模型;使用线性时不变系统和线性时变系统序列逼近

非线性模型, 得到了线性模型的控制器; 随着迭代次

数的增加, 得到了非线性模型的控制输入, 从而实现

了一类非线性随机系统输出概率密度函数的跟踪控

制.仿真实验结果表明了该算法的有效性.
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