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基于反射系数测量的黏弹性材料动态力学参数反演方法

陶　猛１，２，赵　阳１

（１．贵州大学 机械工程学院，贵阳　５５００２５；２．上海交通大学 机械系统与振动国家重点实验室，上海　２００２４０）

　　摘　要：提出一种通过测量声学覆盖层的反射系数，并反演黏弹性材料动态力学参数的方法。分别测量圆柱空腔
覆盖层在两种不同背衬条件下的反射系数，根据圆柱空腔覆盖层反射系数与其材料动态力学参数之间的解析关系，利用

二元非线性方程组求根的牛顿迭代法，求解方程组可以获得黏弹性材料的复纵波声速和复剪切波声速，进而计算复杨氏

模量和复泊松比等其它黏弹性动态力学参数。最后，对某种橡胶材料进行了声管测试，并对黏弹性动态力学参数的测量

结果进行了分析和讨论。
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　　以黏弹性介质为基底材料的声学覆盖层，其动态
力学参数与声学性能存在定量关系。声学覆盖层的吸

声、隔声等性能预报除了要采用合理的计算分析模型

外，准确的黏弹性动态力学参数也是必不可少的。在

不同的温度、频率和静水压力条件下，黏弹性材料表现

出不同的力学特性，因此要想准确测量黏弹性材料动

态力学参数并不容易。

通常测量动态力学参数的方法可分为两大类，一

类是基于振动响应测量动态力学参数［１－４］，比较常用

的有强迫非共振法、振动梁法、动态黏弹谱仪法。尽管

这些测试方法都相对简单，但是这些方法都有各自的

局限性，例如振动测试方法的频段较低，或者基于时温

等效原理推导的杨氏模量还没有直接的测试结果加以

验证等。另一类是通过测量材料声学特性反演材料动

态力学参数的方法，这样可在频段范围上与机理研究

同步。已有方法包括在水池中由待测材料的平板试样

测量斜向入射声波的回声降低或插入损失来反演材料

的剪切特性［５－６］，但低频测量时由于样品边缘的衍射

干扰使得误差较大。此外，也有利用做成球形的待测

材料试样，使实际测量的散射系数与理论计算的散射

系数误差最小以计算材料体积模量的方法［７］。

本文研究了一种通过测量圆柱空腔覆盖层的反射

系数，来反演黏弹性材料动态力学参数的方法。由于

平面波垂直入射到圆柱空腔覆盖层时，其反射系数与

其结构、材料参数具有明确的解析关系，因此首先利用

该关系建立动态力学参数的反演过程。需要指出的

是，动态力学参数如杨氏模量、剪切模量和泊松比等可



通过材料的纵波声速和剪切波声速换算得到，因此该

方法的核心是反演纵波声速和剪切波声速这两个基本

参数。然后，以某种橡胶制成的圆柱空腔覆盖层样品

为例，进行了声管测量和结果分析。

１　声学覆盖层反射系数的计算模型

圆柱空腔声学覆盖层的结构是沿厚度方向形成空

腔，空腔的基本形状是圆柱型空腔，图中按照正三角形

周期性地排列了同样的空腔，由于对称性可以只取其

中的一个单元分析，但是建立六面棱柱体的理论模型

相当困难，可用圆柱代替以简化模型的复杂性，这样就

得到黏弹性圆柱管的模型，如图１所示，其中黏弹性圆
柱管的外半径为ａ，内半径为ｂ。

图１　周期结构圆柱空腔覆盖层的结构示意图
Ｆｉｇ．１Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅａｃｏｕｓｔｉｃｌａｙｅｒ
ｅｍｂｅｄｄｅｄｐｅｒｉｏｄｉｃｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｈｏｌｅ

汤渭霖等［８］建立的圆柱空腔覆盖层的二维理论将

声学覆盖层的单元简化为黏弹性圆柱管，其声学特性

取决于波在圆柱管中的传播和损耗特性。但是该模型

考虑了高阶轴对称波对声学特性的贡献，使得计算和

分析过程相当复杂繁琐。因此，有必要基于二维理论

寻找一种合理快速的近似方法，而这种方法主要基于

以下近似：平面波垂直入射时，圆柱空腔覆盖层的低频

性能由黏弹性圆柱管中的最低阶轴对称波的传播特性

决定［８］，进而黏弹性圆柱管的等效阻抗可由最低阶轴

对称波的传播波数确定。

假设在声波小振幅激励的情况下，采用 Ｋｅｌｖｉｎ
Ｖｏｉｇｔ线性黏弹性模型来描述声学覆盖层的基底材料，
可以得到与弹性模型形式相同的方程和解，区别在于

将弹性常数换成相应的黏弹性常数。圆柱管中轴对称

波的形式解一般可以写成［８］（省略时间因子ｅｊωｔ）：
Φ ＝［ＡＪ０（ｋｌｒ）＋ＢＹ０（ｋｌｒ）］ｅ

－ｊＫｚ

Ψ ＝［ＣＪ０（ｋｌｒ）＋ＤＹ０（ｋｌｒ）］ｅ
－ｊ{ Ｋｚ

（１）

式中：ｋｌ＝ ω２ 槇／ｃ２Ｉ－Ｋ槡
２和 ｋｔ＝ ω２ 槇／ｃ２ｔ－Ｋ槡

２分别是径向

纵波波数和径向剪切波波数，Ｋ是轴对称波波数，槇ｃｌ和

槇ｃｔ分别是黏弹性材料的复纵波声速和复剪切波声速。
在圆柱坐标系下，黏弹性圆柱管的位移和应力可

用两个标量势函数及其导数来表示。在平面波入射条

件下，通过对黏弹性圆柱管内、外边界建立合理的边界

条件，可以获得描述轴对称波的特征方程：

ｋ１Ｊ１（ｋｌａ） ｋｌＹ１（ｋｌａ） ｊＫｋｔＪ１（ｋｌａ） ｊＫｋｔＹ１（ｋｔａ）

Ｐ（ｂ） Ｑ（ｂ） Ｒ（ｂ） Ｓ（ｂ）
ＭＪ１（ｋｌａ） ＭＹ１（ｋｌａ） ＧＪ１（ｋｌａ） ＧＹ１（ｋｌａ）

ＭＪ１（ｋｌａ） ＭＹ１（ｋｌａ） ＧＪ１（ｋｌａ） ＧＹ１（ｋｌａ）

＝０（２）

其中：

Ｐ（ｒ）＝－ＴＪ０（ｋｌｒ）＋ｋｌＪ１（ｋｌｒ）／ｒ，　Ｑ（ｒ）＝－ＴＹ０（ｋｌｒ）＋ｋｌＹ１（ｋｌｒ）／ｒ，

Ｒ（ｒ）＝Ｎ［Ｊ０（ｋｌｒ）－Ｊ１（ｋｌｒ）／ｋｌｒ］，　Ｓ（ｒ）＝Ｎ［Ｙ０（ｋｌｒ）－Ｙ１（ｋｌｒ）／ｋｔｒ］，

Ｔ＝１２（ｋ
２
ｔ－Ｋ

２），　Ｇ＝ｋｌ（ｋ
２
ｔ－Ｋ

２），　Ｕ＝λ２μ
ω２

槇ｃ２ｌ
＋Ｋ２，

Ｍ ＝－２ｊＫｋｌ，Ｎ＝ｊＫｋ
２













ｔ

（３）

式中：Ｊｎ（·）和 Ｙｎ（·），（ｎ＝０，１）分别是 Ｂｅｓｓｅｌ函数
和Ｎｅｕｍａｎｎ函数。特征方程（２）式的详细建立过程可
参见文献［８］。对于给定的结构参数和材料属性，求解
式（２）可以得到一组复根 Ｋｍ（ｍ＝１，２，…），并由此确
定ｋｌ，ｎ和ｋｔ，ｍ。

另一方面，在只考虑最低阶轴对称波模式的条件

下，无限长黏弹性圆柱管中的等效阻抗可以写成如下

形式［９］：

Ｚ＝ρωＫ （４）

　　这样，黏弹性圆柱管前端面（ｚ＝ｈ，下标 ｆ表示）和
后端面（ｚ＝０，下标 ｂ表示）处的位移和应力就可通过
传递矩阵Ｔ联系起来，即：

σｚｚ，ｆ
νｚ，

{ }
ｆ

＝ ｃｏｓ（Ｋｈ） ｊＺｓｉｎ（Ｋｈ）

ｊｓｉｎ（ｋｈ）／Ｚ ｃｏｓ（Ｋｈ[ ]
）

σｚｚ，ｂ
νｚ，

{ }
ｂ

＝Ｔ
σｚｚ，ｂ
νｚ，

{ }
ｂ

（５）

当黏弹性圆柱管后端面（也即是背衬）的阻抗 Ｚｂ
＝－σｚｚ，ｂ／νｚ，ｂ已知时，前端面的表面阻抗可以根据式
（５）得到：

Ｚｆ＝
Ｔ１１·Ｚｂ－Ｔ１２
－Ｔ２１·Ｚｂ＋Ｔ２２

（６）

声学覆盖层的反射系数可由下式计算：

Ｒ＝
Ｚｆ－Ｚ１２
Ｚｆ＋Ｚ０

（７）

式中：Ｚ０是水介质的特性阻抗。

２　复纵波声速和复剪切波声速的求解算法

实际黏弹性材料的动态力学参数与频率呈现明显

６８ 振 动 与 冲 击　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１４年第３３卷



的相关性，因此通过单个样品在已知背衬条件下的测

量能够获得不同频率处的一组反射系数，但是显然无

法通过单次测量同时获得复纵波声速和复剪切波声速

两个未知的基本参数。因此，至少需要两组反射系数

的测量数据，才能计算黏弹性材料的复纵波声速和复

剪切波声速，这可以通过以下两种途径获得：①通过测
量两组不同结构参数的声学覆盖层在同一背衬条件下

的反射系数；②通过测量单个声学覆盖层在不同背衬
条件下的反射系数。除此之外，理论上还可以测量更

多不同条件下的反射系数，两两组合求解相应的复纵

波声速和复剪切波声速，然后根据最小二乘法拟合得

到最终参数，并进而计算其它的黏弹性动态力学参数。

根据两组实测的反射系数来求解复反射系数和复

剪切波声速的问题，本质上就是求解二元非线性方程

组。由于是非线性方程且包含复宗量，因此采用牛顿

迭代法［１０］来解决这个问题较为合适，对于形如下式的

二元非线性方程组：

ｆ（ｘ，ｙ）＝０
ｇ（ｘ，ｙ）＝{ ０

（８）

其迭代公式为：

ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋
（ｆｇｙ－ｇｆｙ）（ｘｋ，ｙｋ）

（ｇｘｆｙ－ｆｘｇｙ）（ｘｋ，ｙｋ）
，

ｙｋ＋１ ＝ｙｋ＋
（ｇｆｘ－ｆｇｘ）（ｘｋ，ｙｋ）

（ｇｘｆｙ－ｆｘｇｙ）（ｘｋ，ｙｋ）
（９）

式中：

（ｇｆｘ－ｆｇｘ）（ｘｋ，ｙｋ） ＝ｇ（ｘｋ，ｙｋ）ｆｘ（ｘｋ，ｙｋ）－ｆ（ｘｋ，ｙｋ）ｇｘ（ｘｋ，ｙｋ）

（ｆｇｙ－ｇｆｙ）（ｘｋ，ｙｋ） ＝ｆ（ｘｋ，ｙｋ）ｇｙ（ｘｋ，ｙｋ）－ｇ（ｘｋ，ｙｋ）ｆｙ（ｘｋ，ｙｋ）

（ｇｘｆｙ－ｆｘｇｙ）（ｘｋ，ｙｋ） ＝ｇｘ（ｘｋ，ｙｋ）ｆｙ（ｘｋ，ｙｋ）－ｆｘ（ｘｋ，ｙｋ）ｇｙ（ｘｋ，ｙｋ
{

）

（１０）
通过上式可迭代出 ｋ＝１，２时，（ｘｋ，ｙｋ）的值，当

（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１－（ｘｋ，ｙｋ））≤ε（ε＞０为设定的误差控制
项）时，即可获得方程组的根（ｘｋ，ｙｋ），其中通常可以选
择经验值或者常用值作为初始变量。

因此，对于同一个圆柱空腔覆盖层样品，完成两组

已知的不同背衬条件（如钢背衬和空气背衬）下的反射

系数测量，即可建立求解复纵波声速 槇ｃｌ和复剪切波声

速 槇ｃｔ的方程组：

Ｒ（槇ｃｌ，槇ｃｔ）ｂ１－Ｒｂ１ ＝０

Ｒ（槇ｃｌ，槇ｃｔ）ｂ２－Ｒｂ２ ＝
{ ０

（１１）

式中：Ｒ（槇ｃｌ，槇ｃｔ）表示根据上节模型计算的反射系数，Ｒ
表示实验测量的反射系数，下标ｂ１和ｂ２分别表示两组
不同的背衬条件。

获得复纵波声速 槇ｃｌ和复剪切波声速 槇ｃｔ后，即可计

算黏弹性材料的复拉梅常数 槇λ和复剪切模量 槇μ：

λ＝ρ（槇ｃ２ｌ 槇－ｃ２ｔ），槇μ＝ρ槇ｃ２ｔ （１２）
对于线性黏弹性材料，另外一组常用材料参数的

表达形式是利用复弹性模量 槇Ｅ和复泊松比 槇ν来表示，
这组参数可以利用线性黏弹性材料的本构关系来

计算：

槇Ｅ＝
槇μ（３槇λ＋２槇μ）

槇λ＋槇μ
，槇ν＝

槇λ
２（槇λ＋槇μ）

（１３）

３　动态力学参数的计算结果及讨论

采用上节所述第（２）种途径来求解计算黏弹性材
料的动态力学参数，在水声声管中对以某种橡胶材料

制作的圆柱空腔声学覆盖层样品进行了反射系数的测

量，测量方法选择成熟的传递函数法［１１］，两种背衬条件

分别为硬背衬和空气背衬。根据测量结果对橡胶材料

的黏弹性动态力学参数进行了计算，其中橡胶密度为

１２１０ｋｇ／ｍ３，圆柱空腔半径为２ｍｍ。
图２表示橡胶材料复纵波声速和复剪切波声速的

测量结果。复纵波声速可改写成 槇ｃｌ＝ｃｌ（１＋ｊηｃｌ）的形

式，复剪切波声速可改写成 槇ｃｔ＝ｃｔ（１＋ｊηｃｔ）的形式，其
中ｃｌ和ｃｔ分别表示复纵波声速和复剪切波声速的实部
（图２（ａ）），ηｃｌ和 ηｃｔ分别表示相对应的损耗因子（图
２（ｂ））。由于水声声管的截止频率限制，有效的测量数
据局限在中频范围内。从图２（ａ）可以看出，纵波声速
约在２０００ｍ／ｓ～２１００ｍ／ｓ的范围内变化，而剪切波声
速在在该频段范围内的变化不大，约为１８０ｍ／ｓ。从图
２（ｂ）不难发现，由于纵波损耗因子很小，因此可忽略不
计；剪切波损耗因子明显大于纵波损耗因子，并且剪切

波损耗因子呈现出一定的频散关系。

图３表示橡胶材料复拉梅常数和复剪切模量的测

量结果。复拉梅常数可改写为 槇λ＝λ（１＋ｊηλ）的形式，

复剪切模量可改写为 槇μ＝μ（１＋ｊημ）的形式，其中 λ和
μ分别表示复拉梅常数和复剪切模量的实部（图
３（ａ）），ηλ 和 ημ分别表示相对应的损耗因子（图
３（ｂ））。一方面，从图２（ａ）可知该橡胶材料的剪切波

声速远小于纵波声速，通过（１２）式计算 槇λ的过程中，剪
切波声速对计算结果的影响很小，因此可以忽略不计，

拉梅常数主要反映了材料的纵向特性。另一方面，根

据线弹性理论，材料的剪切模量和杨氏模量之间满足

关系Ｅ＝２μ（１＋ν）。对于橡胶类的黏弹性材料，其泊
松比接近于０．５，所以杨氏模量实部基本上是剪切模量
实部的３倍，而杨氏模量损耗因子与剪切模量损耗因
子基本相同，也就是说杨氏模量实部及其损耗因子的
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频散曲线基本表现出与剪切模量实部及其损耗因子频

散曲线类似的规律，因此不再单独给出杨氏模量的测

量结果。

图２　橡胶的复纵波声速和复剪切波声速
Ｆｉｇ．２Ｃｏｍｐｌｅｘｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌａｎｄｃｏｍｐｌｅｘ
ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｗａｖｅｓｐｅｅｄｏｆｒｕｂｂｅｒ

图３　橡胶的复拉梅常数和复剪切模量
Ｆｉｇ．３ＣｏｍｐｌｅｘＬａｍｅｃｏｎｓｔａｎｔｃｕｒｖｅｓａｎｄ
ｃｏｍｐｌｅｘｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓｃｕｒｖｅｓｏｆｒｕｂｂｅｒ

除此之外，由于本文讨论的黏弹性材料动态力学

参数测量方法的基础是测定空腔覆盖层的反射系数，

因此实验过程中的误差不可避免地会影响后续计算结

果的准确程度。实验过程中的误差来源主要有两大

类：一是样品加工制作带来的误差，如空腔实际大小或

空腔间距与设计尺寸有差别；二是测试系统本身存在

的误差对测试结果的影响，如两个水听器的相位和幅

值是否完全一致，实际背衬条件与理想背衬条件（如绝

对硬背衬）的差别等。

图４和图５分别表示圆柱空腔半径的实际尺寸和
设计尺寸不相同时，对部分黏弹性动态力学参数测量

结果的影响。从图中可以看出，若空腔实际半径比设

计尺寸增加１０％（图５和图６中的红线）时，测量得到
的复杨氏模量实部误差约为１７％且小于真实数值，复
泊松比实部误差约为０．１２％且大于真实数值；若空腔
实际半径比设计尺寸减小１０％（图５和图６中的蓝线）
时，测量得到的复杨氏模量实部误差约为１９％，复泊松
比实部误差约为０．１３％，从以上结果反映了空腔实际
尺寸的误差对杨氏模量的测量结果影响较大，而对泊

松比的影响较小。

图４　橡胶的杨氏模量及其误差范围
Ｆｉｇ．４Ｙｏｕｎｇ’ｓｍｏｄｕｌｕｓａｎｄａｓｓｏｃｉａｔｅｄｅｒｒｏｒｏｆｒｕｂｂｅｒ

图５　橡胶的泊松比及其误差范围
Ｆｉｇ．５Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓｒａｔｉｏａｎｄａｓｓｏｃｉａｔｅｄｅｒｒｏｒｏｆｒｕｂｂｅｒ

４　结　论

本文提出了一种以测量圆柱空腔覆盖层反射系数

为基础、采用解析法反演黏弹性材料动态力学参数的

方法，其特点是能够与覆盖层声学性能测试同步进行，

便于声学覆盖层的特性分析和优化设计。采用该方法

测量动态力学参数至少需要测量两组不同工况的反射

系数，当然也可以完成更多工况条件下的测试，然后两

两组合得到相应的参数测量结果，通过拟合获得最终

的黏弹性动态力学参数。此外，由于测试声管的截止
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频率限制，文中对于材料参数的分析局限于中频范围，

而本文提出的方法原则上也适用于高频情况，如可采

用脉冲法测量覆盖层的反射系数，进而拓宽动态力学

参数测量的频率范围。
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（上接第７３页）
　　（２）与筒体结构物理试验结果对比表明，本文所建
立的整体损伤模型能够较好地反映ＲＣ核心筒结构的损
伤发展过程。该模型可为地震作用下该类结构的损伤评

估以及基于损伤的抗震设计方法的建立提供参考。

（３）给出的 ＲＣ核心筒结构地震破坏程度及相应
的损伤指数范围，基于多元增量动力分析对本文提出

的损伤模型的有效性的进行了验证，为该类结构震后

损伤评估提供了理论依据。
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