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摘 要: 针对一类非均匀采样系统,提出了其输入输出表达的多新息随机梯度辨识方法. 该方法将随机梯度算法中

的新息项扩展为向量,有效利用了历史新息所包含的信息,从而提高辨识精度和算法的收敛速度,同时又保留了随机

梯度算法计算量小的优点. 仿真例子通过改变新息长度,验证了所提出辨识算法性能的优越性.
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Abstract: A state space model is derived for non-uniformly sampled systems. Based on the obtained input/output

representation, a multi-innovation stochastic gradient identification algorithm is presented by expanding the scalar innovation

to an innovation vector. The proposed algorithm uses both the current innovation and the historical innovations, which

improves the stochastic gradient algorithm for the identification accuracy and convergence rate. Simulation example verifies

the superiority of the proposed algorithm by adjusting the innovation length.
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1 引引引 言言言

传统意义上,将系统控制输入刷新周期和输出采

样周期相等时的采样数据系统称为单率系统.其辨识

技术已经很成熟,但在实际工业过程中, 过程控制变

量受频率特性、设备传感器特性等物理、机械因素的

限制以及控制品质的要求限制,实际系统多为多率采

样系统[1], 即存在两个或两个以上操作频率的系统.

双率采样系统作为一类特殊的多率采样系统 (即系统

输入和输出采用不同采样周期的系统), 也得到了很

多研究[2-3].

上述双率采样系统的研究都是基于均匀采样方

案,但实际工业过程中,由于操作需求或设备环境等,

使得采样呈现不规则状态, 需采用非均匀采样方案.

非均匀采样整体上优于均匀采样: 1) 总是可以保证

离散系统的能控性和能观测性,并且从非均匀离散模

型可唯一地重构连续时间系统; 2) 可以获得不同采

样周期的单率系统. 文献[4]从均匀采样数据来分析

非均匀采样系统的功率谱; [5]研究了非均匀采样数

据系统状态空间模型及其辨识方法; [6]采用最大期

望算法来辨识非均匀采样系统状态空间模型,并具体

应用于化学过程的辨识; [7-8]基于非均匀采样数据,

研究了故障检测与隔离残差模型的子空间辨识方法,

以及非均匀系统的卡尔曼滤波问题; [9]针对非均匀

采样数据离散系统唯一地重构了连续时间系统模型;

[10]研究了一类非均匀采样系统的辨识问题,该非均

匀采样规律满足输入以均匀快速采样率刷新,而输出

则以非均匀慢速采样. 这样的非均匀采样方案也是本

文研究的重点.

本文在文献[11]的基础上研究了单率系统多新

息随机梯度辨识方法的估计误差上界, 把多新息随

机梯度辨识算法用于非均匀采样系统的研究, 提出

了一类非均匀采样系统的多新息随机梯度辨识方法,
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并证明了算法的一致收敛性, 即参数估计误差收敛

于零. 这是一个比 [11]有界收敛性更好的结果.此外,

[12]提出的针对非均匀采样系统的辅助模型递推最

小二乘算法,由于递推过程中要不断进行协方差矩阵

的各类运算,计算量相对于本文算法大.这也是本文

研究的目的.

2 问问问题题题构构构成成成

一类非均匀系统示意图如图 1所示[5],其中𝑆𝑐为

一个连续过程,其状态空间模型为

𝑆𝑐 :

{
�̇�(𝑡) = 𝑨𝑐𝒙(𝑡) +𝑩𝑐𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡).
(1)

其中: 𝒙(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为状态向量, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹1为控制输入,

𝑦(𝑡) ∈ 𝑹1为系统输出; 𝑨𝑐,𝑩𝑐,𝑪为适当维数的矩阵;

𝐷为常数; 𝐻𝜏为非均匀零阶保持器; 𝑆𝑇 为周期𝑇 的

采样器.

-pppppppppppppp 𝐻𝜏
- 𝑆𝑐

- 𝑆𝑇
pppppppppppppp -𝑦(𝑡)𝒖(𝑘𝑇 ) 𝑢(𝑡) 𝑦(𝑘𝑇 )

图 1 非均匀采样数据系统

设非均匀零阶保持器的输入刷新间隔依次为

{𝜏1, 𝜏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏𝑟}, 即输入刷新的时间点为 𝑡 = 𝑘𝑇 + 𝑡𝑖,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . 其中: 𝑡𝑖 := 𝜏1 + 𝜏2 + ⋅ ⋅ ⋅+
𝜏𝑖, 𝑇 := 𝜏1 + 𝜏2 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝜏𝑟为框架周期. 非均匀保持

器在第 𝑘个周期 [𝑘𝑇, (𝑘 + 1)𝑇 )上, 控制输入𝑢在点 𝑡

= 𝑘𝑇 + 𝑡𝑖 (𝑖 = 0, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1)非均匀地刷新 𝑟次,从

而非均匀零阶保持器的特性可表示为

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩

𝑢(𝑘𝑇 ), 𝑘𝑇 ⩽ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑡1;

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1), 𝑘𝑇 + 𝑡1 ⩽ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑡2;

...

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑟−1), 𝑘𝑇 + 𝑡𝑟−1 ⩽ 𝑡 < (𝑘 + 1)𝑇.

输出采样器的采样周期等于输入的框架周期, 即系

统输出在点 𝑡 = 𝑘𝑇 处均匀周期采样, 而输入刷新

以 {𝜏1, 𝜏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏𝑟}不断周期地进行.

对于可测的输入输出数据𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖)和 𝑦(𝑘𝑇 ),

利用提升技术, 将 𝑟个输入放在一起, 构成一个提升

输入向量𝒖,即可得到一个周期为𝑇 的时不变多输入

系统,下面推导其状态空间模型.

参考文献 [5,9]的方法,离散化系统 (1),有

𝒙(𝑘𝑇 + 𝑇 ) =

e𝑨𝑐𝑇𝒙(𝑘𝑇 ) +
w (𝑘+1)𝑇

𝑘𝑇
e𝑨𝑐((𝑘+1)𝑇−𝜏)𝑩𝑐𝑢(𝜏)d𝜏 =

e𝑨𝑐𝑇𝒙(𝑘𝑇 ) +
𝑟∑

𝑖=1

e𝑨𝑐(𝑇−𝑡𝑖)
w 𝜏𝑖

0
e𝑨𝑐𝑡d𝑡𝑩𝑐𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖−1) =:

𝑨𝒙(𝑘𝑇 ) +

𝑟∑
𝑖=1

𝑩𝑖𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖−1) =:

𝑨𝒙(𝑘𝑇 ) +𝑩𝒖(𝑘𝑇 ), (2)

系统的输出方程为

𝑦(𝑘𝑇 ) = 𝑪𝒙(𝑘𝑇 ) +𝐷𝑢(𝑘𝑇 ). (3)

其中

𝑨 := e𝑨𝑐𝑇∈ 𝑹𝑛×𝑛,

𝑩 := [𝑩1,𝑩2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑩𝑟] ∈ 𝑹𝑛×𝑟,

𝑩𝑖 := e𝑨𝑐(𝑇−𝑡𝑖)
w 𝜏𝑖

0
e𝑨𝑐𝑡d𝑡𝑩𝑐,

𝒖(𝑘𝑇 ) := [𝑢(𝑘𝑇 ), 𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑟−1)]
T
.

引入后移算子 𝑧−1或前移算子 𝑧 [𝑧−1𝑢(𝑘𝑇+𝑡𝑖)=

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖 − 𝑇 ), 𝑧𝒙(𝑘𝑇 ) = 𝒙(𝑘𝑇 + 𝑇 )],令 𝑰𝑛是𝑛阶单

位矩阵. 系统 (2)和 (3)可等价为

𝑦(𝑘𝑇 ) =

𝑪(𝑧𝑰𝑛 −𝑨)−1𝑩𝒖(𝑘𝑇 ) +𝐷𝑢(𝑘𝑇 ) =

𝑪𝑧−𝑛adj[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]𝑩

𝑧−𝑛 det[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]
𝒖(𝑘𝑇 ) +𝐷𝑢(𝑘𝑇 ) =

𝑟∑
𝑖=1

𝑪𝑧−𝑛adj[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]𝑩𝑖

𝑧−𝑛 det[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]
𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖−1) +𝐷𝑢(𝑘𝑇 ).

也可表示为一般形式

𝛼(𝑧)𝑦(𝑘𝑇 ) = 𝛽1(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 ) + 𝛽2(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1) + ⋅ ⋅ ⋅+
𝛽𝑟(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑟−1). (4)

其中: 𝛼(𝑧)是系统的特征多项式, 𝛼(𝑧)和𝛽𝑖(𝑧)定义为

𝛼(𝑧) := 𝑧−𝑛 det[𝑧𝑰𝑛 −𝑨] =

1 + 𝛼1𝑧
−1 + 𝛼2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛼𝑛𝑧
−𝑛,

𝛽1(𝑧) :=

𝑪𝑧−𝑛adj[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]𝑩1 +𝐷𝑧−𝑛 det[𝑧𝑰𝑛 −𝑨] =

𝛽10 + 𝛽11𝑧
−1 + 𝛽12𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛽1𝑛𝑧
−𝑛,

𝛽10 = 𝐷,

𝛽𝑖(𝑧) := 𝑪𝑧−𝑛adj[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]𝑩𝑖 =

𝛽𝑖1𝑧
−1 + 𝛽𝑖2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛽𝑖𝑛𝑧
−𝑛, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟.

不失一般性,引进随机白噪声 𝑣(𝑘𝑇 ),式 (4)可写

为

𝛼(𝑧)𝑦(𝑘𝑇 ) = 𝛽1(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 ) + 𝛽2(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1) + ⋅ ⋅ ⋅+
𝛽𝑟(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑟−1) + 𝑣(𝑘𝑇 ). (5)

本文的目标是: 基于系统的可测数据 {𝑦(𝑘𝑇 ),
𝑢(𝑘𝑇 +𝑡𝑖): 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1},提出辨识非均匀采样

系统传递函数模型 (5)中参数𝛼𝑖和 𝛽𝑖𝑗的多新息随机

梯度算法,并进行收敛性分析和仿真比较研究.

3 多多多新新新息息息随随随机机机梯梯梯度度度辨辨辨识识识算算算法法法

定义信息向量𝝋(𝑘𝑇 )和参数向量 𝜽如下:

𝝋(𝑘𝑇 ) :=

[−𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 ),−𝑦(𝑘𝑇 − 2𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
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− 𝑦(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ), 𝑢(𝑘𝑇 ), 𝑢(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ), 𝑢(𝑘𝑇 − 𝑇 + 𝑡1),

𝑢(𝑘𝑇 − 2𝑇 + 𝑡1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 + 𝑡1), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢(𝑘𝑇 − 𝑇 + 𝑡𝑟−1), 𝑢(𝑘𝑇 − 2𝑇 + 𝑡𝑟−1), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 + 𝑡𝑟−1)]

T ∈ 𝑹𝑛0 ,

𝑛0 := 𝑟𝑛+ 𝑛+ 1,

𝜽 := [𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛, 𝛽10, 𝛽11, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽1𝑛, 𝛽21,

𝛽22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽2𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑟1, 𝛽𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑟𝑛]
T ∈ 𝑹𝑛0 .

式 (5)可写成如下形式:

𝑦(𝑘𝑇 ) = 𝝋T(𝑘𝑇 )𝜽 + 𝑣(𝑘𝑇 ). (6)

观察辨识模型 (6), 随机梯度 (SG)算法可以辨识出参

数向量 𝜽的估计[13],即

𝜽(𝑘𝑇 ) = 𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 ) +
𝝋(𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )
𝑒(𝑘𝑇 ), (7)

𝑒(𝑘𝑇 ) := 𝑦(𝑘𝑇 )−𝝋T(𝑘𝑇 )𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 ), (8)

𝑟(𝑘𝑇 ) = 𝑟(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + ∥𝝋(𝑘𝑇 )∥2, 𝑟(0) = 1. (9)

其中: 𝜽(𝑘𝑇 )为 𝜽在采样时刻 𝑘𝑇 的估计值, 1/𝑟(𝑘𝑇 )

为收敛因子, ∥ ⋅ ∥2为向量范数, 𝑒(𝑘𝑇 )即为新息.众所

周知,随机梯度算法计算量小,但收敛速率慢. 为了改

善随机算法的辨识精度,采用多新息理论[14],利用系

统历史新息构成新息向量. 定义信息矩阵Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )和

堆积输出向量𝒀 (𝑝, 𝑘𝑇 )为

Φ(𝑝, 𝑘𝑇 ) := [𝝋(𝑘𝑇 ),𝝋(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝝋(𝑘𝑇 − 𝑝𝑇 + 𝑇 )] ∈ 𝑹𝑛0×𝑝,

𝒀 (𝑝, 𝑘𝑇 ) := [𝑦(𝑘𝑇 ), 𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦(𝑘𝑇 − 𝑝𝑇 + 𝑇 )]T ∈ 𝑹𝑝,

则可得新息向量

𝑬(𝑝, 𝑘𝑇 ) := 𝒀 (𝑝, 𝑘𝑇 )−ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 ) ∈ 𝑹𝑝.

根据多新息辨识理论[14-15],可得辨识式 (6)中参

数向量 𝜽的多新息随机梯度辨识算法 (MISG)

𝜽(𝑘𝑇 ) = 𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 ) +
Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )
𝑬(𝑝, 𝑘𝑇 ), (10)

𝑬(𝑝, 𝑘𝑇 ) = 𝒀 (𝑝, 𝑘𝑇 )−ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 ), (11)

𝑟(𝑘𝑇 ) = 𝑟(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + ∥Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )∥2. (12)

新息向量包含过去信息量,加快了算法的收敛速率.

4 算算算法法法性性性能能能分分分析析析

首先介绍准备知识: 𝜆max[𝑿]和𝜆min[𝑿]分别为

对称矩阵𝑿的最大和最小特征值.对于 𝑔(𝑘) ⩾ 0,采

用 𝑓(𝑘) ∼ 𝑔(𝑘)表示 lim
𝑘→∞

𝑓(𝑘)

𝑔(𝑘)
= 1. 为了分析多新息

随机梯度算法的收敛性能,下列引理是必要的.

引引引理理理 1 设 {𝑥(𝑘)}, {𝑎𝑘}和 {𝑏𝑘}为非负实序列,

且满足

𝑥(𝑘 + 1) ⩽ (1− 𝑎𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑏𝑘, 𝑘 ⩾ 0,

其中 𝑎𝑘 ∈ [0, 1)且𝑥(0) < ∞. 则

lim
𝑘→∞

𝑥(𝑘) ⩽ lim
𝑘→∞

𝑏𝑘
𝑎𝑘

,

假设相关极限存在[16]. 证明略.

引理 2[14] 对于系统 (6)以及随机梯度算法 (7)

∼(9),如果信息向量𝝋(𝑘𝑇 )持续激励,也就是说,存在

常数 0 < 𝛼 ⩽ 𝛽 < ∞和正整数𝑁 ⩾ 𝑛,使得下述持续

激励条件成立:

(A1) 𝛼𝑰 ⩽ 1

𝑁

𝑁−1∑
𝑖=0

𝝋(𝑘𝑇 + 𝑖𝑇 )𝝋T(𝑘𝑇 + 𝑖𝑇 ) ⩽ 𝛽𝑰,

a.s. 𝑡 > 0,

则式 (9)中的 𝑟(𝑘𝑇 )满足

𝑛𝛼(𝑘 −𝑁 + 1) + 1 ⩽ 𝑟(𝑘𝑇 ) ⩽ 𝑛𝛽(𝑘 +𝑁 − 1) + 1, a.s.

引理 2的证明可参考文献 [14]中的引理 2的证

明,此略.

定定定理理理 1 对于系统 (6)以及多新息随机梯度算

法 (10)∼(12), 假设条件 (A1)成立, 且 {𝑣(𝑘𝑇 )}为满足
条件:

(A2) E[𝑣(𝑘𝑇 )] = 0; E[𝑣(𝑘𝑇 )𝑣(𝑖𝑇 )] = 0, 𝑘 ∕= 𝑖;

E[𝑣2(𝑘𝑇 )] = 𝜎2 < ∞
的白噪声. 𝜽(0)和 {𝑣(𝑘𝑇 )}不相关, 且E[∥𝜽(0)∥2] <

∞,则多新息随机梯度的参数估计误差满足

lim
𝑘→∞

E[∥𝜽(𝑘𝑇 )∥2] ⩽

lim
𝑘→∞

𝑁𝛽𝜎2[𝑛𝛽(𝑘 +𝑁 − 1) + 1]

𝛼[𝑛𝛼(𝑘 −𝑁 + 1) + 1]2
= 0.

为简化证明,假设新息长度 𝑝 = 𝑁 .

证证证明明明 根据文献 [14]的研究成果,将线性回归模

型的理论推广至非均匀采样系统,定义噪声向量

𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 ) := [𝑣(𝑘𝑇 ), 𝑣(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑣(𝑘𝑇 − 𝑝𝑇 + 𝑇 )] ∈ 𝑹𝑝.

定义 𝜽(𝑘𝑇 ) := 𝜽(𝑘𝑇 )− 𝜽,式 (10)两边减去 𝜽,有

𝜽(𝑘𝑇 ) = 𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 ) +
Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )
×

[−ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )] =[
𝑰 − Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )

]
𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 ) +

Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )
.

两边取范数得

∥𝜽(𝑘𝑇 )∥2 ⩽∥∥∥[𝑰 − Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )

]
𝜽(𝑘𝑇 − 1)

∥∥∥2

+

2𝜽T(𝑘𝑇 − 𝑇 )
[
𝑰 − Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )

]
×
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Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )
+
∥∥∥Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )

∥∥∥2

⩽

𝜆max

[
𝑰 − Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )

]
∥𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 )∥2 +

2𝜽T(𝑘𝑇 − 𝑇 )
[
𝑰 − Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )

]
×

Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )
+

∥Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )∥2
𝑟2(𝑘𝑇 )

. (13)

这里 𝑝 = 𝑁 ,由引理 1和条件 (A1),得到

𝑰 − Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )
⩽[

1− 𝑁𝛼

𝑛𝛽(𝑘 +𝑁 − 1) + 1

]
𝑰, a.s.,

E[∥Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )∥2] ⩽
E{𝜆max[Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )]∥𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )∥2} ⩽

𝑝𝛽E[∥𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )∥2] = 𝑝2𝛽𝜎2 = 𝑁2𝛽𝜎2.

两边取式 (13)的期望,并由条件 (A2)得到

E[∥𝜽(𝑘𝑇 )∥2] ⩽[
1− 𝑁𝛼

𝑛𝛽(𝑘 +𝑁 − 1) + 1

]
E[∥𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 )∥2]+

2× E
{
𝜽T(𝑘𝑇 − 𝑇 )

[
𝑰 − Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )ΦT(𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )

]
×

Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )

𝑟(𝑘𝑇 )

}
+

E[∥Φ(𝑝, 𝑘𝑇 )𝑽 (𝑝, 𝑘𝑇 )∥2]
[𝑛𝛼(𝑘 −𝑁 + 1) + 1]2

⩽[
1− 𝑁𝛼

𝑛𝛽(𝑘 +𝑁 − 1) + 1

]
E[∥𝜽(𝑘𝑇 − 𝑇 )∥2]+

𝑁2𝛽𝜎2

[𝑛𝛼(𝑘 −𝑁 + 1) + 1]2
.

应用引理 1,有

lim
𝑘→∞

E[∥𝜽(𝑘𝑇 )∥2] ⩽

lim
𝑘→∞

𝑁2𝛽𝜎2

[𝑛𝛼(𝑘 −𝑁 + 1) + 1]2
𝑛𝛽(𝑘 +𝑁 − 1) + 1

𝑁𝛼
⩽

lim
𝑘→∞

𝑁𝛽𝜎2[𝑛𝛽(𝑘 +𝑁 − 1) + 1]

𝛼[𝑛𝛼(𝑘 −𝑁 + 1) + 1]2
∼ 𝑁𝛽2𝜎2

𝑛𝛼3

1

𝑘
=: 𝐶0

1

𝑘
,

其中𝐶0 :=
𝑁𝛽2𝜎2

𝑛𝛼3
. 2

5 仿仿仿真真真例例例子子子

考虑如下仿真对象:

𝑆𝑐(𝑠) =
1

5𝑠2 + 𝑠+ 1
,

取 𝑟 = 2, 𝜏1 = 1 s, 𝜏2 = 1.5 s,则 𝑡1 = 𝜏1, 𝑡2 = 𝜏1+ 𝜏2 =

𝑇 = 2.5 s. 对应的提升状态空间模型为⎧⎨⎩

𝒙(𝑘𝑇 + 𝑇 )=

[
0.202 00 −0.316 80

1.584 00 0.518 80

]
𝒙(𝑘𝑇 )+

[
0.382 90 1.201 00

1.423 00 0.983 50

][
𝑢(𝑘𝑇 )

𝑢(𝑘𝑇 + 𝜏1)

]
,

𝑦(𝑘𝑇 ) = [0, 0.200 0]𝒙(𝑘𝑇 ).

对应提升系统的传递函数模型为

𝑦(𝑘𝑇 ) =
0.284 50𝑧−1 + 0.063 82𝑧−2

1− 0.720 70𝑧−1 + 0.606 50𝑧−2
𝑢(𝑘𝑇 ) +

0.196 70𝑧−1 + 0.340 70𝑧−2

1− 0.720 70𝑧−1 + 0.606 50𝑧−2
𝑢(𝑘𝑇 + 𝜏1).

进行仿真时,输入 {𝑢(𝑘𝑇+𝑡𝑖), 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟−1}
采用零均值、单位方差不相关的随机序列, {𝑣(𝑘𝑇 )}
采用零均值、方差为𝜎2 = 0.102的白噪声序列, 分别

用 SG算法和MISG算法估计下列传递函数模型的参

数:

(1 + 𝛼1𝑧
−1 + 𝛼2𝑧

−2)𝑦(𝑘𝑇 ) =

(𝛽11𝑧
−1 + 𝛽12𝑧

−2)𝑢(𝑘𝑇 )+

(𝛽21𝑧
−1 + 𝛽22𝑧

−2)𝑢(𝑘𝑇 + 𝜏1) + 𝑣(𝑘𝑇 ),

两种算法下参数估计及其误差如表 1和表 2所示. 参

数估计相对误差 𝛿 := ∥𝜽(𝑘𝑇 ) − 𝜽∥/∥𝜽∥随数据长度
𝑘变化曲线如图 2所示.

表 1 随机梯度算法的参数估计及其误差 (MISG, 𝒑 = 1)

𝑘 𝛼1 𝛼2 𝛽11 𝛽12 𝛽21 𝛽22 𝛿/%

100 −0.278 52 0.228 59 0.078 61 0.226 32 0.107 59 0.33076 60.694 11

200 −0.289 73 0.236 81 0.101 57 0.219 76 0.123 99 0.334 84 58.485 91

500 −0.305 81 0.250 40 0.137 25 0.21084 0.135 16 0.344 97 55.411 25

1 000 −0.318 42 0.261 70 0.156 53 0.207 13 0.144 58 0.354 45 53.329 80

2 000 −0.329 50 0.271 49 0.173 78 0.202 99 0.151 78 0.360 98 51.534 93

3 000 −0.337 53 0.278 03 0.182 78 0.200 11 0.154 62 0.365 84 50.378 05

4 000 −0.341 87 0.282 36 0.188 42 0.198 89 0.157 89 0.367 45 49.689 96

5 000 −0.346 22 0.286 32 0.192 21 0.197 84 0.159 60 0.370 00 49.077 78

真值 −0.720 70 0.606 50 0.284 50 0.063 82 0.196 70 0.340 70

表 2 多新息随机梯度算法的参数估计及其误差 (𝒑 = 10)

𝑘 𝛼1 𝛼2 𝛽11 𝛽12 𝛽21 𝛽22 𝛿/%

100 −0.657 80 0.557 12 0.264 94 0.103 38 0.199 05 0.336 86 8.614 01

200 −0.674 24 0.568 22 0.276 65 0.080 23 0.190 35 0.335 45 5.974 00

500 −0.691 44 0.574 88 0.281 26 0.061 68 0.190 62 0.344 49 4.129 89

1 000 −0.698 54 0.581 83 0.281 72 0.065 85 0.197 70 0.343 00 3.149 02

2 000 −0.700 07 0.591 48 0.283 87 0.067 80 0.195 32 0.349 50 2.574 24

3 000 −0.707 30 0.592 89 0.284 27 0.067 79 0.195 46 0.346 28 1.914 79

4 000 −0.706 87 0.596 18 0.284 80 0.065 74 0.197 44 0.344 13 1.669 02

5 000 −0.709 07 0.598 53 0.284 68 0.066 78 0.198 07 0.344 09 1.400 45

真值 −0.720 70 0.606 50 0.284 50 0.063 82 0.196 70 0.340 70

0 1 2 3 4 5

0.1

0.3

0.5

0.7

kT /10
3

δ

SG(MISG, =1)ρ

MISG, =3ρ

MISG, =5ρ

MISG, =10ρ

图 2 不同新息长度下参数估计误差 𝜹随𝒌变化曲线

由表 1, 表 2和图 2可以看出,参数估计误差 𝛿随
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着新息长度 𝑝的增加而减小,这说明采用所提出的多

新息随机梯度算法估计非均匀采样系统的参数,具有

较高的辨识精度.

6 结结结 论论论

多新息随机梯度算法通过扩展新息长度,充分利

用历史新息,能改善算法的收敛性能.该算法是针对

含有白噪声干扰的非均匀采样系统提出的,但其思想

可以推广到含有有色噪声干扰的非均匀采样系统.
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