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摘 要: 针对一类切换广义时滞系统的稳定性问题进行了研究. 提出了一种新的研究切换广义时滞系统的多

Lyapunov泛函,利用Lyapunov稳定性理论和线性矩阵不等式工具,通过引入适当的自由权矩阵,在设定的切换律下,

得到了基于严格线性矩阵不等式表示的切换广义时滞系统的时滞相关稳定性条件.进一步通过建立一个具有线性矩

阵不等式约束的凸优化问题,得到了保证切换广义时滞系统渐近稳定的最大可允许时滞上界. 最后的数值算例表明

了该方法的有效性.
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Abstract: The problem of stability for a class of switched singular systems with time-delay is considered. A new multiple

Lyapunov functional is constructed for discussing switched singular systems with time-delay. By applying the Lyapunov

stability theory and the linear matrix inequality(LMI) tools and introducing some proper free-weighting matrices, some

delay-dependent stability criteria for switched singular systems with time-delay are derived under an appropriate switching

law in terms of strict LMIs. Furthermore, a convex optimization problem with LMIs constraints is formulated, such that the

maximum upper bound on the admissible delay can be determined by using the LMI toolbox in Matlab. Numerical examples

show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

广义系统又称为奇异系统, 对其的研究始于 20

世纪 70年代,因为广义系统是一类更一般化、有着较

强应用背景的动力系统,比正常系统能更好地描述实

际的动态系统,且在电路、经济、机械、工业等领域有

着广泛的应用,所以备受关注[1-3]. 与广义系统蓬勃发

展相类似的是切换系统的研究,作为一类特殊的混杂

系统,切换系统模型存在于很多生产实践领域,具有

广泛的工程背景. 切换系统一般由一族子系统及描述

它们之间关系的切换规则组成,通过在子系统间的切

换来实现控制目的. 如通过设计适当的切换规则,使

得即使所有的子系统均不稳定,系统整体也可以保持

稳定[4]. 由于切换系统在改善系统性能方面的作用,

为了满足智能控制飞速发展的需要,近年来对切换系

统的研究引起了人们极大的兴趣[5-8].

由于时滞现象大量存在于各种实际的系统中,

且往往是导致系统不稳定的一个重要原因, 对其稳

定性研究具有重要的理论意义与应用价值[9]. 在实

际的控制系统中, 广义系统的切换现象普遍存在, 因

此研究切换广义系统具有重要的理论意义和实际意

义, 并且已取得了一些研究成果. 文献 [10]应用共同

Lyapunov函数方法研究了切换线性广义系统的稳定

性问题. [11]利用凸组合技术和共同Lyapunov函数方

法,研究了一类由任意有限多个不确定子系统组成的

切换奇异系统的动态输出反馈𝐻∞控制问题. [12]利

用共同Lyapunov函数方法研究了不确定切换广义系
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统的保性能控制问题. 但若 [10-12]所研究的切换系

统不存在共同的Lyapunov函数, 则它们所应用的共

同Lyapunov函数方法具有很大的保守性. [13]利用

多Lyapunov函数研究了一类带有时滞的不确定切换

广义系统的稳定性问题,但结论中含有等式约束, 不

便于应用.

本文利用Lyapunov稳定性理论和线性矩阵不等

式工具,通过提出一种新的多Lyapunov泛函,结合自

由权矩阵方法和积分方法,讨论了切换广义时滞系统

在设计的切换规则下的稳定性问题,得到了一个由严

格线性矩阵不等式表示的时滞相关稳定性条件.所得

结果不仅保守性较低,而且应用方便.

2 问问问题题题描描描述述述和和和准准准备备备知知知识识识

考虑如下标称切换广义时滞系统:⎧⎨⎩𝐸𝜎�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎𝑥(𝑡) +𝐵𝜎𝑥(𝑡− ℎ),

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0].
(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛为系统状态;切换律𝜎(𝑡) : [0,+∞) →
{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}为分段常值切换信号, 𝜎(𝑡) = 𝑖表示在

时刻 𝑡时系统的第 𝑖个子系统被激活; 𝐸𝑖, 𝐴𝑖, 𝐵𝑖为

具有适当维数的常数矩阵, 一般地, 𝐸𝑖为满足

rank𝐸𝑖 = 𝑟𝑖 < 𝑛的奇异矩阵; ℎ > 0为系统时滞; 𝜙(𝑡)

为 [−ℎ, 0]上的连续可微向量值初始函数.

本文不仅讨论标称系统 (1)的稳定性, 而且还考

虑具有时变结构不确定性的切换广义时滞系统的鲁

棒稳定性. 设定⎧⎨⎩𝐸𝜎�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎𝑥(𝑡) + �̂�𝜎𝑥(𝑡− ℎ),

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0].
(2)

其中

𝐴𝑖 = 𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖(𝑡), �̂�𝑖 = 𝐵𝑖 +Δ𝐵𝑖(𝑡),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

时变结构不确定性具有如下形式:

[Δ𝐴𝑖(𝑡),Δ𝐵𝑖(𝑡)] = 𝐷𝑖𝐹𝑖(𝑡)[𝐻𝑖𝑎,𝐻𝑖𝑏]. (3)

其中: 𝐷𝑖, 𝐻𝑖𝑎, 𝐻𝑖𝑏是具有适当维数的常数矩阵; 𝐹𝑖(𝑡)

是具有Lesbesgue可测元的不确定矩阵,满足

𝐹T
𝑖 (𝑡)𝐹𝑖(𝑡)⩽𝐼, ∀𝑡.

本文提出如下一类新的Lyapunov泛函:

𝑉𝜎(𝑥𝑡) = 𝑉1𝜎(𝑥𝑡) + 𝑉2𝜎(𝑥𝑡) + 𝑉3𝜎(𝑥𝑡), (4)

其中 (为了方便记𝑉𝑖𝜎(𝑥𝑡) = 𝑉𝑖𝜎, 𝑖 = 1, 2, 3)

𝑉1𝜎 = 𝑥T(𝑡)𝐸T
𝜎 𝑃𝜎𝐸𝜎𝑥(𝑡),

𝑉2𝜎 =
w 𝑡

𝑡−𝛿ℎ
𝑥T(𝑠)𝑄1𝑥(𝑠)d𝑠+

w 𝑡−𝛿ℎ

𝑡−ℎ
𝑥T(𝑠)𝑄2𝑥(𝑠)d𝑠,

𝑉3𝜎 =
w 0

−𝛿ℎ

w 𝑡

𝑡+𝛼
�̇�T(𝑠)𝐸T

𝜎 𝑍1𝐸𝜎�̇�(𝑠)d𝑠d𝛼+

w −𝛿ℎ

−ℎ

w 𝑡

𝑡+𝛼
�̇�T(𝑠)𝐸T

𝜎 𝑍2𝐸𝜎�̇�(𝑠)d𝑠d𝛼,

𝑃𝜎 > 0, 𝑄1 > 0, 𝑄2 > 0, 𝑍1 > 0, 𝑍2 > 0为待定矩阵,

0 < 𝛿 < 1为已知常数.

注注注 1 假设本文所讨论的系统状态在切换瞬时

不发生跳变, 系统在任何有限时间区间 [𝑇1, 𝑇2]内仅

发生有限次切换.

定义 1[1] 𝐸,𝐴同为𝑛阶方阵, 对于标量 𝑠, 若行

列式 det(𝑠𝐸 −𝐴)不恒等于零,则称 (𝐸,𝐴)是正则的.

引理 1[3] 若 (𝐸,𝐴)是正则的,则广义时滞系统⎧⎨⎩𝐸�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑥(𝑡− ℎ),

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]

满足相容初始函数𝜙(𝑡)的解存在唯一.

引理 2[14] 给定适当维数的矩阵Σ , 𝑇, 𝐿,其中Σ

为对称矩阵,则Σ + 𝑇𝐹T(𝑡)𝐿+ 𝐿T𝐹 (𝑡)𝑇T < 0,对于

所有满足𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡)⩽𝐼的矩阵𝐹 (𝑡)均成立,当且仅当

存在常数 𝜖 > 0,使得Σ + 𝜖𝐿T𝐿+ 𝜖−1𝑇𝑇T<0.

3 主主主要要要结结结果果果

首先考虑切换广义时滞系统 (1)的稳定性问题,

有如下定理.

定定定理理理 1 给定标量ℎ > 0, 0 < 𝛿 < 1,若存在矩

阵𝑃𝑖 > 0, 𝑄1 > 0, 𝑄2 > 0, 𝑍1 > 0, 𝑍2 > 0,适当维数

的矩阵𝑀𝑖 = [𝑀T
𝑖1 𝑀T

𝑖2 𝑀T
𝑖3]

T, 𝑁𝑖 = [𝑁T
𝑖1 𝑁T

𝑖2 𝑁T
𝑖3]

T,

正常数𝛼𝑖𝑗(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚), 使得如下线性矩阵不等

式成立:

𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 < 0, (5)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ𝑖 𝑀𝑖 𝑁𝑖 𝐿T
𝑖 𝑍1 𝐿T

𝑖 𝑍2

∗ −𝑟1𝑍1 0 0 0

∗ ∗ −𝑟2𝑍2 0 0

∗ ∗ ∗ −𝑟1𝑍1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑟2𝑍2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0. (6)

其中

Ξ𝑖 = Ξ1𝑖 + Ξ2𝑖 + ΞT
2𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

Ξ1𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝑇𝑖 0 𝐸T
𝑖 𝑃𝑖𝐵𝑖

∗ −𝑄1 +𝑄2 0

∗ ∗ −𝑄2

⎤⎥⎦ ,

Ξ2𝑖 = [𝑀𝑖 −𝑀𝑖 +𝑁𝑖 −𝑁𝑖]𝐸𝑖,

𝐿𝑖 = [𝐴𝑖 0 𝐵𝑖],

𝑇𝑖 = 𝐸T
𝑖 𝑃𝑖𝐴𝑖 +𝐴T

𝑖 𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑄1 +𝐺𝑖𝑗 ,

𝑟1 = 𝛿−1𝜌, 𝑟2 = (1− 𝛿)−1𝜌, 𝜌 = ℎ−1,

𝐺𝑖𝑗 =

𝑚∑
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗(𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗 − 𝐸T

𝑖 𝑃𝑖𝐸𝑖).

则切换广义时滞系统 (1)是渐近稳定的. 这里的切换
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律设计为

𝜎(𝑡) = arg min
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑚

(𝑥T(𝑡)𝐸T
𝑖 𝑃𝑖𝐸𝑖𝑥(𝑡)). (7)

证证证明明明 由不等式 (5)可知, 𝐴𝑖是非奇异的,令 𝑠充

分小,则 det(𝑠𝐸𝑖−𝐴𝑖)∕=0.由定义 1可知,切换系统 (1)

是正则的, 再由引理 1, 系统 (1)满足相容初始函数

𝜙(𝑡)的解存在唯一.下面证明系统 (1)的渐近稳定性.

选取形如式 (4)的Lyapunov泛函, 由牛顿-莱布

尼茨公式
w 𝑡

𝑡−ℎ
�̇�(𝑠)d𝑠 = 𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − ℎ),对于任意适

当维数的矩阵𝑀𝑖和𝑁𝑖,有

2𝜁T(𝑡)𝑀𝑖𝐸𝑖

[
𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡− 𝛿ℎ)−w 𝑡

𝑡−𝛿ℎ
�̇�(𝑠)d𝑠

]
= 0, (8)

2𝜁T(𝑡)𝑁𝑖𝐸𝑖

[
𝑥(𝑡− 𝛿ℎ)− 𝑥(𝑡− ℎ)−

w 𝑡−𝛿ℎ

𝑡−ℎ
�̇�(𝑠)d𝑠

]
= 0, (9)

其中 𝜁(𝑡) = [𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− 𝛿ℎ) 𝑥T(𝑡− ℎ)]T.

计算𝑉𝑖(𝑥𝑡)沿切换广义系统 (1)解轨线的导数为

�̇�1𝑖 = 2𝑥T(𝑡)𝐸T
𝑖 𝑃𝑖[𝐴𝑖𝑥(𝑡) +𝐵𝑖𝑥(𝑡− ℎ)], (10)

�̇�2𝑖 = 𝑥T(𝑡)𝑄1𝑥(𝑡)− 𝑥T(𝑡− 𝛿ℎ)𝑄1𝑥(𝑡− 𝛿ℎ)+

𝑥T(𝑡− 𝛿ℎ)𝑄2𝑥(𝑡− 𝛿ℎ)−
𝑥T(𝑡− ℎ)𝑄2𝑥(𝑡− ℎ), (11)

�̇�3𝑖 = 𝑟−1
1 �̇�T(𝑡)𝐸T

𝑖 𝑍1𝐸𝑖�̇�(𝑡) + 𝑟−1
2 �̇�T(𝑡)𝐸T

𝑖 𝑍2𝐸𝑖�̇�(𝑡)−w 𝑡

𝑡−𝛿ℎ
�̇�T(𝑠)𝐸T

𝑖 𝑍1𝐸𝑖�̇�(𝑠)d𝑠−w 𝑡−𝛿ℎ

𝑡−ℎ
�̇�T(𝑠)𝐸T

𝑖 𝑍2𝐸𝑖�̇�(𝑠)d𝑠. (12)

由式 (8)∼(12),有

�̇�𝑖 =

�̇�1𝑖 + �̇�2𝑖 + �̇�3𝑖+

2𝜁T(𝑡)𝑀𝑖𝐸𝑖

[
𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡− 𝛿ℎ)−

w 𝑡

𝑡−𝛿ℎ
�̇�(𝑠)d𝑠

]
+

2𝜁T(𝑡)𝑁𝑖𝐸𝑖

[
𝑥(𝑡− 𝛿ℎ)− 𝑥(𝑡− ℎ)−

w 𝑡−𝛿ℎ

𝑡−ℎ
�̇�(𝑠)d𝑠

]
=

𝜁T(𝑡)[Ξ𝑖 + 𝑟−1
1 𝐿T

𝑖 𝑍1𝐿𝑖 + 𝑟−1
2 𝐿T

𝑖 𝑍2𝐿𝑖+

𝑟−1
1 𝑀𝑖𝑍

−1
1 𝑀T

𝑖 + 𝑟−1
2 𝑁𝑖𝑍

−1
2 𝑁T

𝑖 ]𝜁(𝑡)−
𝑚∑
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑥
T(𝑡)(𝐸T

𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗 − 𝐸T
𝑖 𝑃𝑖𝐸𝑖)𝑥(𝑡)−

w 𝑡

𝑡−𝛿ℎ
[𝜁T(𝑡)𝑀𝑖 + (𝐸𝑖�̇�(𝑠))

T𝑍1]𝑍
−1
1 [𝑀T

𝑖 𝜁(𝑡)+

𝑍1𝐸𝑖�̇�(𝑠)]d𝑠−
w 𝑡−𝛿ℎ

𝑡−ℎ
[𝜁T(𝑡)𝑁𝑖 + (𝐸𝑖�̇�(𝑠))

T𝑍2]×

𝑍−1
2 [𝑁T

𝑖 𝜁(𝑡) + 𝑍2𝐸𝑖�̇�(𝑠)]d𝑠. (13)

由于𝑍1 > 0, 𝑍2 > 0, 式 (13)最后两项均小于零. 利

用Schur补引理,由不等式 (6)及切换律 (7)可得

𝜁T(𝑡){Ξ𝑖 + 𝑟−1
1 𝐿T

𝑖 𝑍1𝐿𝑖 + 𝑟−1
2 𝐿T

𝑖 𝑍2𝐿𝑖+

𝑟−1
1 𝑀𝑖𝑍

−1
1 𝑀T

𝑖 + 𝑟−1
2 𝑁𝑖𝑍

−1
2 𝑁T

𝑖 }𝜁(𝑡) < 0,

即 �̇�𝑖(𝑥𝑡) < 0. 根据Lyapunov稳定性理论可知, 切换

广义时滞系统 (1)是渐近稳定的. 2
注注注 2 定理 1的证明过程中并没有进行模型变

换,也没有对产生的交叉项进行放缩, 这在一定程度

上降低了所得结果的保守性.

注注注 3 本文在构造Lyapunov泛函的过程中, 采

用时滞区间分割的思想,有效降低了所得结果的保守

性. 分成的子区间越多,所得结果的保守性就越小,但

是引入的变量矩阵就会越多,这样会增加计算的难度.

定理 1中只考虑时滞区间分成两个子区间的情况.

注注注 4 对切换广义系统而言, 文献 [10-12]采用

的共同Lyapunov函数不一定存在, 故本文采用多

Lyapunov函数较文献 [10-12]适用范围更广.

下面考虑具有时变结构不确定性 (3)的广义时滞

系统 (2),用𝐴𝑖+𝐷𝑖𝐹𝑖(𝑡)𝐻𝑖𝑎和𝐵𝑖+𝐷𝑖𝐹𝑖(𝑡)𝐻𝑖𝑏分别替

换式 (5)和 (6)中的𝐴𝑖和𝐵𝑖,并利用引理 2和Schur引

理,得到如下定理.

定定定理理理 2 给定标量ℎ > 0, 0 < 𝛿 < 1, 若存在矩

阵𝑃𝑖 > 0, 𝑄1 > 0, 𝑄2 > 0, 𝑍1 > 0, 𝑍2 > 0,适当维数

的矩阵𝑀𝑖 = [𝑀T
𝑖1 𝑀T

𝑖2 𝑀T
𝑖3]

T, 𝑁𝑖 = [𝑁T
𝑖1 𝑁T

𝑖2 𝑁T
𝑖3]

T,

正常数𝛼𝑖𝑗 , 标量 𝜖𝑖1 > 0, 𝜖𝑖2 > 0(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚), 使

得如下线性矩阵不等式成立:[
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝜖𝑖1𝐻
T
𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎 𝑃𝑖𝐷𝑖

∗ −𝜖𝑖1𝐼

]
< 0, (14)

⎡⎢⎣ Ψ𝑖 𝜖𝑖2𝑈
T
𝑖 𝑉 T

𝑖

∗ −𝜖𝑖2𝐼 0

∗ −𝜖𝑖2𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (15)

则在切换律 (7)下,具有时变结构不确定性 (3)的切换

广义时滞系统 (2)是鲁棒渐近稳定的. 其中

Ψ𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ𝑖 𝑀𝑖 𝑁𝑖 𝐿T
𝑖 𝑍1 𝐿T

𝑖 𝑍2

∗ −𝑟1𝑍1 0 0 0

∗ ∗ −𝑟2𝑍2 0 0

∗ ∗ ∗ −𝑟1𝑍1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑟2𝑍2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑈𝑖 = [𝐻𝑖𝑎 0 𝐻𝑖𝑏 0 0 0 0],

𝑉𝑖 = [𝐷T
𝑖 𝑃𝑖𝐸𝑖 0 0 0 0 𝑟−1

1 𝐷T
𝑖 𝑍1 𝑟−1

2 𝐷T
𝑖 𝑍2].

进一步, 为了得到保证不确定切换广义时滞系

统 (2)鲁棒渐近稳定的最大时滞上界ℎ∗,建立以下凸

优化问题:

min 𝜌,

s.t. LMI(14)和 (15)成立. (16)

注注注 5 凸优化问题 (16)的约束不等式为严格的

线性矩阵不等式,与文献 [12]具有等式约束的凸优化

问题比较,求解更加方便.
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4 数数数值值值算算算例例例

例 1 考虑不确定切换广义时滞系统 (2),其中参

数矩阵如下[12]:

𝐸1 =

[
1 0

0 0

]
, 𝐴1 =

[
−2.031 4 0.863 2

1.032 1 −3.460 2

]
,

𝐸2 =

[
0 0

0 1

]
, 𝐴2 =

[
−2.832 1 −0.603 4

0.502 5 −2.631 8

]
,

𝐵1 =

[
0.560 1 0.400 1

0 0.643 5

]
, 𝐷1 =

[
1 0

0 1

]
,

𝐵2 =

[
−1.000 1 0.304 0

0.901 9 0.301 7

]
, 𝐷2 =

[
1 0

0 1

]
,

𝐻1𝑎=

[
0.013 6 0.012 2

0.112 0 0.023 4

]
, 𝐻2𝑎=

[
0.101 2 0.041 5

0.053 4 0.039 6

]
,

𝐻1𝑏=

[
0.121 7 0.302 6

0.602 5 0.212 3

]
, 𝐻2𝑏=

[
0.512 1 0.304 8

0.135 4 0.411 3

]
.

取𝛼𝑖𝑗 = 0.2(𝑖, 𝑗 = 1, 2), 𝛿 = 0.5. 利用Matlab中

的线性矩阵不等式工具箱解优化问题 (16),得到保证

不确定切换广义时滞系统 (2)鲁棒渐近稳定的的最大

允许时滞界ℎ∗ = 8.257 4× 104,切换律设计如下:

𝜎(𝑡) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑥(𝑡) ∈ 𝑆1;

2, 𝑥(𝑡) ∈ 𝑆2.

其中

𝑆1 = {(𝑥1, 𝑥2)∣0.081 6𝑥2
1 − 0.035 2𝑥2

2 ⩽ 0},
𝑆2 = {(𝑥1, 𝑥2)∣0.081 6𝑥2

1 − 0.035 2𝑥2
2 > 0}.

显然, 与文献 [13]的结果ℎ∗ = 7.566 3 × 104相比,本

文方法降低了所得结果的保守性.

5 结结结 论论论

在实际的控制系统中, 时滞现象是普遍存在的.

本文通过提出一种新型多Lyapunov泛函, 结合自由

权矩阵方法和积分方法,研究了切换广义时滞系统的

鲁棒稳定性问题,得到了一个由严格线性矩阵不等式

表示的时滞相关稳定性结论.通过建立一个凸优化问

题,得到保证系统鲁棒渐近稳定的最大时滞上界. 数

值算例表明所得结果不仅保守性较低,而且应用方便.
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