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摘 要: 基于MGM(1,𝑚)模型时间响应式的形式和累加生成序列的准指数规律,研究了该模型的背景值优化问题.

在分析传统MGM(1,𝑚)模型背景值误差的基础上,利用非齐次指数函数逼近模型中各变量的一阶累加生成序列,经

过一系列数学公式的推导,得到了MGM(1,𝑚)模型背景值的优化公式. 通过实例表明了该式的优化效果,同时表明

了采用背景值优化的方法可以显著提高传统MGM(1,𝑚)模型的模拟精度和预测精度.
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Abstract: Based on the structure of the time response formula in the multi-variable model and the accumulated sequence

with quasi-exponential law, this paper researchs the problem of background value optimization of the model. After analyzing

background value error of traditional MGM(1,𝑚) model, the paper uses the functions with non-homogeneous exponential

law to fit the accumulated sequences for every variable and gets the optimal formula of background value of MGM(1,𝑚)

model through a series of mathematical derivation. And the optimization effect is verified by examples. The result shows

that the proposed method can significantly improve the simulation and prediction accuracy of the traditional MGM(1,𝑚)

model.
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1 引引引 言言言

灰色预测是灰色系统理论的主要内容之一,自邓

聚龙创立灰色系统理论以来,灰色预测模型在经济管

理众多领域得到了广泛的应用[1-2]. GM(1,1)模型是

灰色系统预测理论的基础和核心, 它通过单变量的

一阶微分方程模型揭示其内在发展规律,用于单一时

间序列的建模和预测. 而在实际问题中,各变量之间

往往是相互影响、相互制约的,多变量MGM(1,𝑚)模

型[3]从系统的角度对各变量进行统一描述,能够较好

地反映系统中各变量之间相互影响、相互制约的关

系. MGM(1,𝑚)模型不仅可以建模,而且可以预测,它

不同于GM(1,𝑛)模型, 后者主要反映𝑛 − 1个相关因

素序列对于系统特征序列一阶导的影响,只反映系统

特征序列的变化规律,而不能用于预测[3].

自多变量灰色MGM(1,𝑚)模型提出以来,许多学

者将该模型应用于实际的社会、经济系统中进行预

测. 文献 [3]提出了多变量灰色MGM(1,𝑚)模型,通过

实例表明了该模型的精度高于分别用单变量建立的

GM(1,1)模型的精度. [4]将多变量灰色模型MGM(1,

𝑚)应用到变形观测系统中, 统一描述了变形体的整

体变形趋势和变形规律. [5]在多因子灰色模型的几

种精确级差格式的基础上, 将误差融入级差格式, 基

于理想状态时的相对误差提出了一种新的灰色模型.

[6]成功地将多变量灰色模型MGM(1,𝑛)应用于研究

与发展投资预测中,得到了较理想的预测效果. [7]将

灰色多变量模型应用于深基坑围护结构变形中的预
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测,得到了较为理想的模拟预测效果. [8]对于多变量

非等间距数据序列, 建立了一类GM(1,𝑚)预测模型,

用于模拟预测非等间距数据序列. [9]分析了多变量

灰色模型MGM(1,𝑚)中的背景值构造方法,利用向量

连分式理论提出了用有理插值和数值积分中的梯形

公式及外推法重构背景值,从而能够有效地提高模型

的模拟精度和预测精度.

由于背景值的构造方法是影响预测精度和适应

性的关键因素, 对模型的背景值进行优化是改进模

型的重要手段之一. 对于GM(1,1)模型, 文献 [10]从

𝑧(1)(𝑘)的几何意义出发,首次提出GM(1,1)模型的背

景值优化, 构造了一个新的背景值运算公式. [11]对

传统GM(1,1)模型背景值构造的误差进行了分析,并

利用齐次指数函数拟合一次累加生成序列, 通过优

化GM(1,1)模型的背景值提出了建模方法. [12]利

用非齐次指数函数拟合一次累加生成序列, 实现了

GM(1,1)模型的背景值的最优化. [13]在此基础上,讨

论了非等间距GM(1,1)模型背景值的优化问题.以上

研究均是对单变量GM(1,1)模型背景值的优化,本文

将在上述研究的基础上对多变量模型的背景值进行

优化,用来对单变量模型背景值的优化方法进行推广,

使其适用面更广、适用性更强. 通过对具有一般性的

算例进行分析,表明了文中的优化模型能提高模拟预

测精度;而且通过应用实例对实际问题进行分析,以

及建立背景值优化的MGM(1,3)模型对深基坑围护

结构变形值进行预测,均表明了背景值优化的多变量

模型的实用性和有效性.

2 传传传统统统MGM(1, m)模模模型型型的的的建建建立立立
设原始数据矩阵𝑋(0) = {𝑋(0)

1 , 𝑋
(0)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋(0)

𝑚 }T,

其中𝑋
(0)
𝑗 表示第 𝑗个变量在 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛时刻的观测

值序列,即𝑋
(0)
𝑗 = {𝑥(0)

𝑗 (1), 𝑥
(0)
𝑗 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑗 (𝑛)}, 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 对序列𝑋
(0)
1 , 𝑋

(0)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋(0)

𝑚 分别进行一

次累加, 得到的新生成的数据矩阵称为原始数据矩

阵𝑋(0)的一阶累加生成矩阵,记为𝑋(1),则有𝑋(1) =

{𝑋(0)
1 , 𝑋

(0)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋(0)

𝑚 }T, 其中𝑋
(1)
𝑗 为原始数据序列

𝑋
(0)
𝑗 的一阶累加生成序列,即

𝑋
(1)
𝑗 = {𝑥(1)

𝑗 (1), 𝑥
(1)
𝑗 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)

𝑗 (𝑛)},

𝑥
(1)
𝑗 (𝑖) =

𝑖∑
𝑘=1

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘),

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
多变量MGM(1,𝑚)模型的矩阵形式为

d𝑋(1)(𝑡)/d𝑡 = 𝐴𝑋(1)(𝑡) +𝐵. (1)

其中

𝑋(1)(𝑡) = {𝑥(1)
1 (𝑡), 𝑥

(1)
2 (𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)

𝑚 (𝑡)}T,

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑚, 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚)T.

式 (1)的时间响应式为

𝑋(1)(𝑡) = e𝐴(𝑡−1)(𝑋(1)(1) +𝐴−1𝐵)−𝐴−1𝐵, (2)

其中𝑋(1)(1) = {𝑥(1)
1 (1), 𝑥

(1)
2 (1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)

𝑚 (1)}T.

将式 (1)离散化可得

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘) + 𝑏𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (3)

其中

𝑧
(1)
𝑙 (𝑘) = 0.5(𝑥

(1)
𝑙 (𝑘 − 1) + 𝑥

(1)
𝑙 (𝑘)),

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
根据最小二乘法可求得参数列为

â𝑗 = (�̂�𝑗1, �̂�𝑗2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑗𝑚, �̂�𝑗)
T = (𝑃T𝑃 )−1𝑃T𝑌𝑗 .

其中

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑧
(1)
1 (2) 𝑧

(1)
2 (2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧

(1)
𝑚 (2) 1

𝑧
(1)
1 (3) 𝑧

(1)
2 (3) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧

(1)
𝑚 (3) 1

...
...

. . .
...

...

𝑧
(1)
1 (𝑛) 𝑧

(1)
2 (𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧

(1)
𝑚 (𝑛) 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑌𝑗 = {𝑥(0)
𝑗 (2), 𝑥

(0)
𝑗 (3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑗 (𝑛)}T,
𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

从而可得参数矩阵𝐴和参数向量𝐵的辨识值分别为

𝐴 = (�̂�𝑖𝑗)𝑚×𝑚, �̂� = (�̂�1, �̂�2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑚).

多变量MGM(1,𝑚)模型的响应式为

�̂�(1)(𝑘) = e𝐴(𝑘−1)(𝑋(1)(1) +𝐴−1�̂�)−𝐴−1�̂�. (4)

还原式向量为

�̂�(0)(𝑘) = �̂�(1)(𝑘)− �̂�(1)(𝑘 − 1),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (5)

3 MGM(1, m)模模模型型型背背背景景景值值值的的的优优优化化化方方方法法法研研研究究究
3.1 多多多变变变量量量模模模型型型背背背景景景值值值的的的误误误差差差分分分析析析

由式 (4)和 (5)可知, 多变量MGM(1,𝑚)模型的

模拟预测值取决于参数矩阵𝐴和参数向量 �̂�, 而𝐴

和 �̂�的值依赖于𝑚个原始数据序列和相应的背景

值 𝑧
(1)
𝑗 (𝑘), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 因此, 背

景值的合理构造将会对提高模型的模拟预测精度起

到重要作用.

将方程组 (1)中𝑚个白化方程在区间 [𝑘−1, 𝑘]上

两边同时积分得到w 𝑘

𝑘−1

d𝑥
(1)
𝑗

d𝑡
d𝑡 =

w 𝑘

𝑘−1
[𝑎𝑗1𝑥

(1)
1 + 𝑎𝑗2𝑥

(1)
2 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑎𝑗𝑚𝑥(1)
𝑚 + 𝑏𝑗 ]d𝑡,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.
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化简为

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙
w 𝑘

𝑘−1
𝑥
(1)
𝑙 d𝑡+ 𝑏𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (6)

将式 (3)与 (6)对比发现,第 𝑗个变量的传统背景

值计算公式实际上是由 𝑧
(1)
𝑗 (𝑘) = 0.5(𝑥

(1)
𝑗 (𝑘 − 1) +

𝑥
(1)
𝑗 (𝑘))近似代替

w 𝑘

𝑘−1
𝑥
(1)
𝑗 d𝑡(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)得到.

图 1为第 𝑗个变量的传统背景值误差来源. 由图

1可知,第 𝑗个变量的传统背景值等于梯形面积,而实

际值应该等于曲线𝑥
(1)
𝑗 (𝑡)在区间 [𝑘 − 1, 𝑘]上与 𝑡轴

围成的面积
w 𝑘

𝑘−1
𝑥
(1)
𝑗 d𝑡, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 两者之差

即为传统背景值计算公式的误差来源. 因此, 选择w 𝑘

𝑘−1
𝑥
(1)
𝑗 d𝑡作为第 𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)个变量背景值

更加合理,为提高模型的模拟预测精度提供了理论保

证.

k-1 k

t

x j

(1)

x j (k)(1)

x j (k-1)(1)

x j (t)(1)

图 1 第 j个变量的传统背景值误差来源

3.2 多多多变变变量量量模模模型型型背背背景景景值值值的的的优优优化化化

由式 (2)可以看出,多变量模型的一阶累加生成

时间序列的时间响应式是非齐次指数向量的形式,为

了消除由背景值带来的误差,根据一次累加生成序列

的准指数律,不妨设

𝑥
(1)
𝑗 (𝑡) = 𝑏𝑗e

𝑎𝑗(𝑡−1) + 𝑐𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

其中 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 , 𝑐𝑗为待定常数,且满足

𝑥
(1)
𝑗 (𝑘) = 𝑏𝑗e

𝑎𝑗(𝑘−1) + 𝑐𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
记优化的背景值为

𝑧
(1)
𝑗 (𝑘) =

w 𝑘

𝑘−1
𝑥
(1)
𝑗 d𝑡, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

由于

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘) = 𝑥

(1)
𝑗 (𝑘)− 𝑥

(1)
𝑗 (𝑘 − 1) =

𝑏𝑗e
𝑎𝑗(𝑘−1) − 𝑏𝑗e

𝑎𝑗(𝑘−2) =

𝑏𝑗(1− e−𝑎𝑗 )e𝑎𝑗(𝑘−1), (7)

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘)

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘 − 1)

=
𝑏𝑗(1− e−𝑎𝑗 )e𝑎𝑗(𝑘−1)

𝑏𝑗(1− e−𝑎𝑗 )e𝑎𝑗(𝑘−2)
= e𝑎𝑗 , (8)

由式 (8)可得

𝑎𝑗 = ln𝑥
(0)
𝑗 (𝑘)− ln𝑥

(0)
𝑗 (𝑘 − 1), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (9)

结合式 (7)和 (9)解得

𝑏𝑗 =
𝑥
(0)
𝑗 (𝑘)[𝑥

(0)
𝑗 (𝑘)/𝑥

(0)
𝑗 (𝑘 − 1)](1−𝑘)

1− 𝑥
(0)
𝑗 (𝑘 − 1)/𝑥

(0)
𝑗 (𝑘)

. (10)

又由初始条件可知

𝑥
(1)
𝑗 (1) = 𝑥

(0)
𝑗 (1) = 𝑏𝑗e

𝑎𝑗(1−1) + 𝑐𝑗 = 𝑏𝑗 + 𝑐𝑗 ,

结合式 (10),则可得

𝑐𝑗 = 𝑥
(0)
𝑗 (1)− 𝑥

(0)
𝑗 (𝑘)[𝑥

(0)
𝑗 (𝑘)/𝑥

(0)
𝑗 (𝑘 − 1)](1−𝑘)

1− 𝑥
(0)
𝑗 (𝑘 − 1)/𝑥

(0)
𝑗 (𝑘)

,

(11)

从而可得优化的背景值计算公式为

𝑧
(1)
𝑗 (𝑘) =

w 𝑘

𝑘−1
[𝑏𝑗e

𝑎𝑗(𝑡−1) + 𝑐𝑗 ]d𝑡 =

[𝑥
(1)
𝑗 (𝑘)− 𝑥

(1)
𝑗 (𝑘 − 1)]/𝑎𝑗 + 𝑐𝑗 =

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘)/𝑎𝑗 + 𝑐𝑗 . (12)

将式 (9)和 (11)代入 (12),得到优化的背景值为

𝑧
(1)
𝑗 (𝑘) =

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘)

ln𝑥
(0)
𝑗 (𝑘)− ln𝑥

(0)
𝑗 (𝑘 − 1)

+ 𝑥
(0)
𝑗 (1)+

[𝑥
(0)
𝑗 (𝑘 − 1)]𝑘−1

[𝑥
(0)
𝑗 (𝑘)]𝑘−3[𝑥

(0)
𝑗 (𝑘 − 1)− 𝑥

(0)
𝑗 (𝑘)]

. (13)

3.3 利利利用用用优优优化化化的的的背背背景景景值值值建建建模模模

根据最小二乘法可得到优化模型的灰色微分方

程

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘) + 𝑏𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛
的参数列为

â𝑗 = (�̂�𝑗1, �̂�𝑗2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑗𝑚, �̂�𝑗)
T = (𝑃T𝑃 )−1𝑃T𝑌𝑗 . (14)

其中数据矩阵𝑃 和向量𝑌𝑗分别为

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑧
(1)
1 (2) 𝑧

(1)
2 (2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧

(1)
𝑚 (2) 1

𝑧
(1)
1 (3) 𝑧

(1)
2 (3) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧

(1)
𝑚 (3) 1

...
...

. . .
...

...

𝑧
(1)
1 (𝑛) 𝑧

(1)
2 (𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧

(1)
𝑚 (𝑛) 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑌𝑗 = {𝑥(0)
𝑗 (2), 𝑥

(0)
𝑗 (3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑗 (𝑛)}T,
𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

白化微分方程组 d𝑋(1)(𝑡)/d𝑡 = 𝐴𝑋(1)(𝑡) + 𝐵的

时间响应函数为

𝑋(1)(𝑡) = e𝐴(𝑡−1)(𝑋(1)(1) +𝐴−1𝐵)−𝐴−1𝐵.

灰色微分方程𝑥
(0)
𝑗 (𝑘) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘) + 𝑏𝑗的时间响

应式为

�̂�(1)(𝑘) = e𝐴(𝑘−1)(𝑋(1)(1) +𝐴−1�̂�)−𝐴−1�̂�.

还原式为

�̂�(0)(𝑘) = �̂�(1)(𝑘)− �̂�(1)(𝑘), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.



第 6期 熊萍萍等: MGM(1,𝑚)模型背景值的优化 809

本文提出的背景值优化公式主要适用于一阶累

加生成序列近似为非齐次指数函数的原始数据序列.

由于背景值优化公式能有效地消除原背景值所产生

的误差,对这样一类数据序列利用优化的背景值建模,

能进一步提高模拟预测精度.

4 算算算例例例分分分析析析

设原始数据序列为

𝑋
(0)
1 = {8.64, 11.42, 13.54, 16.04, 19.02,

22.55, 26.72, 31.67, 37.55},
𝑋

(0)
2 = {9.66, 16.53, 18.64, 21.02, 23.69,

26.72, 30.12, 33.97, 38.29}.
经计算可知, 𝑋(0)

1 和𝑋
(0)
2 所对应的一阶累加生成序

列𝑋
(1)
1 和𝑋

(1)
2 分别近似为非齐次指数函数

𝑥
(1)
1 (𝑡) ≈ 52e0.17𝑡 − 53, 𝑥

(1)
2 (𝑡) ≈ 115e0.12𝑡 − 120.

下面对𝑋
(0)
1 和𝑋

(0)
2 分别建立传统的多变量

MGM(1,2)模型和本文优化的多变量MGM(1,2)模

型.在建模过程中,本文采用原始数据的前 7个数据来

建模,后 2个数据来预测,以检验预测的效果.传统的

MGM(1,2)模型和本文优化的MGM(1,2)模型对于 2

个序列模拟值的平均相对误差见表 1, 对于 2个序列

的预测值和相对误差分别见表 2和表 3.

表 1 2种模型对于 2个序列模拟值的平均相对误差

平均相对误差/%
模 型

𝑣1 𝑣2

传统的MGM(1,2)模型 0.284 0.163

优化的MGM(1,2)模型 0.044 0.078

表 2 传统MGM(1,2)模型对应的预测值和相对误差

实际值 预测值 相对误差/%
𝑘

𝑥
(0)
1 (𝑘) 𝑥

(0)
2 (𝑘) �̂�

(0)
1 (𝑘) �̂�

(0)
2 (𝑘) 𝑣1(𝑘) 𝑣2(𝑘)

8 31.67 33.97 31.54 33.86 0.411 0.324

9 37.55 38.29 37.36 38.17 0.506 0.313

表 3 本文MGM(1,2)优化模型对应的预测值和相对误差

实际值 预测值 相对误差/%
𝑘

𝑥
(0)
1 (𝑘) 𝑥

(0)
2 (𝑘) �̂�

(0)
1 (𝑘) �̂�

(0)
2 (𝑘) 𝑣1(𝑘) 𝑣2(𝑘)

8 31.67 33.97 31.66 33.99 0.032 0.059

9 37.55 38.29 37.52 38.38 0.080 0.235

注 1 𝑣𝑖 =
1

7

7∑
𝑘=1

𝑣𝑖(𝑘), 其中 𝑣𝑖(𝑘)为第 𝑖个序列

在时序 𝑘上的模拟相对误差, 𝑖 = 1, 2, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7.

注 2 𝑣𝑖(𝑘)为第 𝑖个序列在时序 𝑘上的预测相对

误差,且 𝑣𝑖(𝑘) = ∣�̂�(0)
𝑖 (𝑘)− 𝑥

(0)
𝑖 (𝑘)∣/𝑥(0)

𝑖 (𝑘), 𝑖 = 1, 2,

𝑘 = 8, 9.

从表 1∼表 3可以看出, 对一阶累加生成序列近

似为非齐次指数函数的原始数据序列建立文中的背

景值优化模型,其模拟预测效果优于传统模型. 由原

始数据序列选择的一般性可知,对于满足条件的原始

数据序列采用优化的背景值建模,均能提高模型的模

拟预测精度.

5 实实实例例例分分分析析析

北京市地铁十号线熊奥地铁区间工程采用明挖

法施工,并以𝜙800 mm@1 400的钻孔灌注桩为基坑围

护结构,基坑开挖深度最深为 20 m. 由于该工程所处

地质条件较为复杂, 基坑开挖深, 为了确保结构及周

围建筑物的安全,进行基坑的变形预测. 通过对原始

数据进行比较、筛选取得 3组具有代表性且真实反应

基坑变形规律的原始数据序列. 本文选取 3组基坑变

形的原始数据序列的后 9个数据 (如表 4所示[7])建立

本文优化的多变量模型和传统的多变量模型,并分别

对深基坑围护结构变形值进行模拟预测.

表 4 3组基坑变形的原始数据序列值 mm

序号𝑘 序列𝑋
(0)
1 序列𝑋

(0)
2 序列𝑋

(0)
3

1 8.48 9.29 10.07

2 12.77 13.67 14.52

3 15.10 16.23 17.28

4 17.87 19.00 20.05

5 19.66 20.84 21.84

6 22.30 23.33 24.28

7 24.32 25.39 26.34

8 26.10 27.22 28.15

9 28.90 29.35 30.40

经计算可知, 𝑋(0)
1 , 𝑋(0)

2 和𝑋
(0)
3 所对应的一阶累

加生成序列𝑋
(1)
1 , 𝑋(1)

2 和𝑋
(1)
3 分别近似为非齐次指

数函数

𝑥
(1)
1 (𝑡) ≈ 112.2e0.106 8 𝑡 − 117.3,

𝑥
(1)
2 (𝑡) ≈ 131.2e0.099 7 𝑡 − 136.8,

𝑥
(1)
3 (𝑡) ≈ 146.8e0.095 3 𝑡 − 152.6.

下面对𝑋
(0)
1 , 𝑋(0)

2 和𝑋
(0)
3 分别建立传统的多变

量MGM(1,3)模型和本文优化的多变量MGM(1,3)模

型. 在建模过程中, 本文采用表 4中前 7个数据来建

模, 后 2个数据来预测, 以检验预测的效果. 传统的

MGM(1,3)模型和本文优化的MGM(1,3)模型对于 3

个序列模拟值的平均相对误差见表 5, 对于 3个序列

的预测值和相对误差分别见表 6和表 7.

表 5 2种模型对于 3个序列模拟值的平均相对误差

平均相对误差/%
模 型

𝑣1 𝑣2 𝑣3

传统的MGM(1,3)模型 8.676 8.654 8.616

优化的MGM(1,3)模型 7.908 7.729 6.213



810 控 制 与 决 策 第 26 卷

表 6 传统MGM(1,3)模型对应的预测值和相对误差

实际值/mm 预测值/mm 相对误差/%
𝑘

𝑥
(0)
1 (𝑘) 𝑥

(0)
2 (𝑘) 𝑥

(0)
3 (𝑘) �̂�

(0)
1 (𝑘) �̂�

(0)
2 (𝑘) �̂�

(0)
3 (𝑘) 𝑣1(𝑘) 𝑣2(𝑘) 𝑣3(𝑘)

8 26.10 27.22 28.15 25.64 26.66 27.59 1.765 2.071 2.001
9 28.91 29.35 30.40 28.08 29.13 30.11 2.825 0.763 0.942

表 7 本文MGM(1,3)优化模型对应的预测值和相对误差

实际值/mm 预测值/mm 相对误差/%
𝑘

𝑥
(0)
1 (𝑘) 𝑥

(0)
2 (𝑘) 𝑥

(0)
3 (𝑘) �̂�

(0)
1 (𝑘) �̂�

(0)
2 (𝑘) �̂�

(0)
3 (𝑘) 𝑣1(𝑘) 𝑣2(𝑘) 𝑣3(𝑘)

8 26.10 27.22 28.15 25.81 26.89 27.80 1.105 1.199 1.227
9 28.91 29.35 30.40 28.31 29.29 30.12 2.026 0.213 0.921

注 3 𝑣𝑖 =
1

7

7∑
𝑘=1

𝑣𝑖(𝑘), 其中 𝑣𝑖(𝑘)为第 𝑖个序列

在时序 𝑘上的模拟相对误差, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑘 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 7.

注 4 𝑣𝑖(𝑘)为第 𝑖个序列在时序 𝑘上的预测相

对误差, 且 𝑣𝑖(𝑘) = ∣�̂�(0)
𝑖 (𝑘)− 𝑥

(0)
𝑖 (𝑘)∣/𝑥(0)

𝑖 (𝑘), 𝑖 = 1,

2, 3, 𝑘 = 8, 9.

由表 5∼表 7可见, 本文提出的背景值优化模型

对于 3个序列的模拟预测效果均好于传统模型,模拟

预测精度有了进一步的改善. 其主要原因在于对一阶

累加生成序列近似为非齐次指数函数的原始数据序

列,建立了文中提出的背景值优化模型. 因此,在实际

应用中,可以采用背景值优化的多变量模型以获取更

好的模拟和预测效果.

6 结结结 论论论

本文对传统MGM(1,𝑚)模型的背景值进行了优

化, 分析了背景值优化公式的主要适应条件,得到了

优化的多变量MGM(1,𝑚)模型. 该优化模型在考虑了

多变量原始序列之间相互作用、相互联系的关系的基

础上, 消除了原背景值带来的误差, 使得建模更加合

理,从而有效地提高模拟预测精度.同时,该模型克服

了单变量模型中单点局部分析的不足,综合了多变量

之间的相关信息,从整体上对多变量原始数据进行适

当的处理, 建立了更为合理的模型, 进而能够对多变

量序列作出更精确的预测. 因此,背景值优化的多变

量模型具有一定的实际意义和广泛的应用前景.
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