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摘 要: Lyapunov指数是描述动力学系统混沌性质的重要指标,在小样本条件下准确、快速地计算Lyapunov指数是

一个难题.对此,提出一种基于支持向量机回归的Lyapunov指数计算方法,通过量子遗传算法对支持向量机模型的

参数进行优化,推导了支持向量机回归应用于计算Lyapunov指数的公式. 通过对混沌序列进行仿真实验,仿真结果

表明,在小样本数据情况下,此方法可行有效.
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Abstract: Lyapunov exponent(LE) is an important indicator to describe the nature of chaotic dynamical systems. It’s difficult

to calculate LE accurately and fast with small sample size. In this paper, an algorithm for computing LE based on support

vector regression(SVR) is proposed, the parameters of support vector machine(SVM) model are optimized by using quantum

genetic algorithm(QGA), and the formula of the LE based on SVR is derived. Simulation results show that the proposed

algorithm is feasible and effective with much less samples．
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1 引引引 言言言

在动力学系统分析中, Lyapunov指数是描述系

统性质的重要定量指标,一个系统是否存在混沌特性,

可由它的Lyapunov指数有无正值来确定[1]. 在航空发

动机、微电子等工程领域中, Lyapunov指数不仅能用

于判断系统的混沌情况,还能用于系统控制与故障诊

断等方面[2-3].

在实际工程中, 描述动力系统演化规律的微分

方程或映射关系往往是未知的,利用标准的方法[4]求

解Lyapunov指数不可行. 到目前为止,利用观察数据

计算Lyapunov指数的方法可分为两类: 一类是轨

道跟踪法, 以Wolf法[5]为代表; 一类是雅可比法[6],

通过相空间重构求解雅克比矩阵的特征值. 这些方

法中, 有的计算量巨大, 有的需要较多的数据样本

量. 在小样本数据量条件下如何准确、快速地计算

Lyapunov指数已成为人们关注的重要问题.

近年来, 有人利用神经网络逼近非线性函数的

特性, 提出了基于神经网络的Lyapunov指数计算方

法[7], 但该方法存在局部最优和所需样本较多等问

题. Vapnik等人基于统计学习理论提出了支持向量

机 (SVM)[8]. SVM是根据结构风险最小化 (SRM)原

则设计, 针对有限样本情况下的一种机器学习算法,

已广泛应用于解决分类和回归问题. 它在很大程度

上解决了有限样本下数据模型构建和局部极小问题

等. 文献 [9]提出用最小二乘支持向量机 (LS-SVM)计

算时间序列的Lyapunov指数谱, 并验证了方法的有

效性, 但仍然存在所需样本较多等问题.本文用量子

遗传算法 (QGA)对SVM模型的参数进行寻优, 再利

用支持向量机回归 (SVR)算法在小样本条件下良好

的函数逼近能力,求解动力学系统Lyapunov指数,推

导了 SVR拟合函数的偏导求解公式,给出了QGA优

化 SVM参数的步骤. 通过对不同动力学参数情况下

混沌序列的仿真求解, 以及与多种方法对比, 结果表

明本文所用方法在小样本条件下具有较高的精度.
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2 利利利用用用时时时序序序数数数据据据计计计算算算Lyapunov指指指数数数
利用数据序列计算系统的Lyapunov指数, 首先

要利用相空间重构理论重现此系统;然后用支持向量

机回归算法计算系统的Oseledec矩阵;最后计算此矩

阵的特征值便可得到Lyapunov指数[10].

2.1 相相相空空空间间间重重重构构构

基于Takens嵌入定理[11], 可从一维混沌时间序

列中重构一个与原动力学系统在拓扑意义下等价的

相空间,这就是相空间重构. 其步骤如下:

假设对一个动力学系统测量得到一维数据序列

𝑥(𝑛), 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 其中: 𝑥(𝑛)为 𝑡0 + 𝑛𝜏时刻的观

测值, 𝜏为采样时间间隔, 𝑡0为采样起始时间. 利用该

序列可在 𝑑维欧氏空间构造出一条轨道

𝑦(𝑡) = [𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡+ 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑡+ (𝑑− 1)𝑇 )]. (1)

其中: 𝑑为嵌入维数; 𝑇 为时滞,是 𝜏的整数倍. 𝑦(𝑡)是

𝑑维重构相空间中的一点, 它随时间的变化构成了

𝑑维欧氏空间的一个新的动力学系统,由其自身迭代

映射表示为

𝑦(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐹 (𝑦(𝑡)). (2)

式 (2)所表达的动力学系统保留了原系统内在结

构的几何不变性, 通过对它的分析,即可了解原系统

的动力学特性.

2.2 Oseledec矩矩矩阵阵阵的的的确确确定定定

映射𝐹 的可微性表达为式 (2)的微小扰动获得,

即

Δ𝑦(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐽(𝑦(𝑡)) ∗Δ𝑦(𝑡), (3)

其中 𝐽(𝑦(𝑡))是映射𝐹 的雅可比矩阵. 设映射𝐹 的第 𝑖

个分量是 𝑓𝑖, 𝑦(𝑡)的第 𝑗个分量是𝑥𝑗 ,则有

𝐽(𝑦(𝑡)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝛿𝑓1
𝛿𝑥1

𝛿𝑓1
𝛿𝑥2

⋅ ⋅ ⋅ 𝛿𝑓1
𝛿𝑥𝑑

𝛿𝑓2
𝛿𝑥1

𝛿𝑓2
𝛿𝑥2

⋅ ⋅ ⋅ 𝛿𝑓2
𝛿𝑥𝑑

...
...

. . .
...

𝛿𝑓𝑑
𝛿𝑥1

𝛿𝑓𝑑
𝛿𝑥2

⋅ ⋅ ⋅ 𝛿𝑓𝑑
𝛿𝑥𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (4)

根据式 (2)和映射𝐹 的假设可知

𝑓𝑖(𝑦(𝑡)) = 𝑥(𝑡+ 𝑖𝑇 ) = 𝑥𝑖+1, (5)

因此 𝐽(𝑦(𝑡))的形式可表达为[7]

𝐽(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

𝛿𝑓𝑑
𝛿𝑥1

𝛿𝑓𝑑
𝛿𝑥2

𝛿𝑓𝑑
𝛿𝑥3

⋅ ⋅ ⋅ 𝛿𝑓𝑑
𝛿𝑥𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (6)

按照此规律计算𝑁次,有

𝐽𝑁 = 𝐽(𝑡+ (𝑁 − 1)𝑇 )𝐽(𝑡+ (𝑁 − 2)𝑇 ) ⋅ ⋅ ⋅𝐽(𝑡). (7)

根据Oseledec乘积遍历性定理[10], 可构造出

Oseledec矩阵

lim
𝑁→∞

[{𝐽𝑁}T{𝐽𝑁}]1/2𝑁 , (8)

矩阵特征值的对数等于原数据序列的Lyapunov指数.

3 支支支持持持向向向量量量机机机回回回归归归算算算法法法计计计算算算Lyapunov指指指数数数
3.1 SVR基基基本本本理理理论论论

SVR的基本思想是通过一个非线性映射𝜑(⋅)将
数据𝑥映射到高维特征空间 (Hilbert空间), 然后在此

空间中寻找线性函数

𝑓(𝑥) = 𝜔T𝜑(𝑥) + 𝑏. (9)

其中: 𝑓(𝑥)为𝑥的非线性函数,同时又是𝜑(𝑥)的线性

函数; 𝜔为权值矢量; 𝑏为阈值.这样,在高维特征空间

建立的线性回归对应于低维输入空间的非线性回归.

设给定训练集 {𝑥𝑘, 𝑦𝑘}, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑, 根据

SRM准则, 在特征空间进行最优化逼近的 𝑓(𝑥)应使

得如下风险函数最小:

𝐽 =
1

2
𝜔T𝜔 + 𝐶

𝑑∑
𝑖=1

𝐿(𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)). (10)

其中: 𝐶为平衡因子; 惩罚函数𝐿(⋅)通常取线性 𝜀不

敏感损失函数,定义为

𝐿(𝑓(𝑥), 𝑦) = max(0, ∣𝑓(𝑥)− 𝑦∣ − 𝜀). (11)

通过采用对偶原理、拉格朗日乘子法及核函数

技术[12], 将式 (10)的最小风险函数等价为如下二次

规划问题:

min
𝑤,𝑏,𝐿

𝐽 =

𝑑∑
𝑖=1

𝑦𝑖(𝑎
∗
𝑖 − 𝑎𝑖)− 𝜀

𝑑∑
𝑖=1

𝑎∗𝑖−

1

2

𝑑∑
𝑖,𝑗=1

𝑋𝑖(𝑎
∗
𝑖 − 𝑎𝑖)(𝑎

∗
𝑗 − 𝑎𝑗)𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗); (12)

s.t.

𝑑∑
𝑖=1

(𝑎∗𝑖 − 𝑎𝑖) = 0,

𝑎∗𝑖 , 𝑎𝑖 ∈ [0, 𝐶], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑.
其中核函数𝐾(⋅, ⋅)为满足Mercer条件的任意对称函

数,相当于Hilbert空间的内积,表达为

𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝜑T(𝑥𝑖)𝜑(𝑥𝑗). (13)

常用的核函数有以下几种:

1)线性核函数𝐾(𝑥, 𝑥𝑘) = 𝑥T𝑥𝑘;

2)多项式核函数𝐾(𝑥, 𝑥𝑘) = (𝑥T𝑥𝑘 + 1)𝑑;

3)高斯核函数𝐾(𝑥, 𝑥𝑘) = exp
[
− ∥𝑥− 𝑥𝑘∥2

2𝜎2

]
.

求解式 (12)的二次规划问题,可得 𝑎∗𝑖 和 𝑎𝑖,然后

结合KKT (Karush-Kuhn-Tucker)条件可得偏置 𝑏, 此

时经拟合后的系统可表示为

𝑓(𝑥) =

𝑑∑
𝑖=1

(𝑎∗𝑖 − 𝑎𝑖)𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) + 𝑏. (14)
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3.2 支支支持持持向向向量量量机机机参参参数数数选选选择择择的的的量量量子子子遗遗遗传传传算算算法法法

量子遗传算法 (QGA)是量子计算和遗传算法相

结合的产物, 将量子的态矢量表示引入遗传算法中,

具有比遗传算法更好的搜索效率和收敛性. 针对 SVR

中参数选择的问题, 用QGA对参数进行自动搜索和

确定,实现SVM模型的智能寻优,提高模型的拟合精

度.在量子遗传算法中, 染色体用量子比特 (qubit)来

表达,通常写成以下形式:

∣𝜑⟩ = 𝛼 ∣0⟩+ 𝛽 ∣1⟩ , (15)

且满足

∣𝛼∣2 + ∣𝛽∣2 = 1, (16)

其中𝛼和 𝛽是一对复数, 称为量子态的概率幅度, 量

子比特的状态是它们的线性组合.

在量子遗传算法中,量子门是最终实现演化操作

的执行机构. 常用的量子门如量子选择门,其调整操

作如下:[
𝛼𝑖

′

𝛽𝑖
′

]
=

[
cos 𝜃𝑖 − sin 𝜃𝑖

sin 𝜃𝑖 cos 𝜃𝑖

][
𝛼𝑖

𝛽𝑖

]
. (17)

其中: [ 𝛼𝑖 𝛽𝑖 ]
T为染色体中的第 𝑖个量子位, 𝜃𝑖为旋

转角. 旋转角 𝜃的取值可采用文献 [13]的调整策略.

用QGA选择 SVM模型参数的具体步骤如下:

Step 1: 设置基本系统参数, 包括最大叠代次

数、种群大小、染色体个数、支持向量机两个参数 (平

衡因子𝐶和不敏感损失函数 𝜀)所占量子位数、定义

域、交叉和变异概率等.

Step 2:随机产生初始化种群

𝑃 (𝑡) = [𝑝𝑡1, 𝑝
𝑡
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑡𝑛], (18)

其中 𝑝𝑡𝑖 =

[
𝛼𝑡
𝑖

𝛽𝑡
𝑖

]
为第 𝑡代种群中的第 𝑖个个体,且有

𝑝𝑡𝑖 =

[
𝛼𝑡
1

𝛽𝑡
1

∣∣∣∣∣ 𝛼𝑡
2

𝛽𝑡
2

∣∣∣∣∣ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

∣∣∣∣∣ 𝛼𝑡
𝑚

𝛽𝑡
𝑚

]
, (19)

𝑚为量子位数目,即量子染色体长度.设置代数 𝑡 = 1.

Step 3:根据𝑃 (𝑡)中概率幅的取值情况构造解集

𝑅(𝑡) = {𝛼𝑡
1, 𝛼

𝑡
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑡

𝑛}, (20)

其中𝛼𝑡
𝑖为长度为𝑚的二进制串.取出𝑅(𝑡)的个体用

SVR求回归误差, 若有个体回归误差达到误差精度,

则算法终止;否则继续.

Step 4:使用基本遗传算法的选择、复制、变异及

位交叉更新𝑅(𝑡),保留最优个体𝑄(𝑡).

Step 5: 判断𝑄(𝑡)是否连续𝑁代没有变化 (𝑁 ⩾
20). 若是,则以最优个体𝑄(𝑡)为目标,使用量子旋转

门更新群体𝑃 (𝑡).

Step 6: 满足最大迭代次数或误差精度, 停止计

算,输出结果;否则, 𝑡 = 𝑡+ 1,转 Step 3. 其中, QGA寻

优的目标函数为 SVM训练的结果 (即回归误差), 最

终得到回归误差最小、拟合精度最高的 SVM模型,然

后再求解Lyapunov指数.

3.3 利利利用用用支支支持持持向向向量量量机机机回回回归归归求求求Lyapunov指指指数数数

为求解Lyapunov指数, 采用支持向量机回归算

法对式 (6)中的 𝑓𝑑进行拟合.输入数据为 𝑦(𝑡),即𝑥(𝑡),

𝑥(𝑡 + 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑡 + (𝑑 − 1)𝑇 )共 𝑑个输入; 输出数据

为𝑥(𝑡+𝑑×𝑇 ). 通过求解式 (12),实现对 𝑓𝑑的拟合,输

出为式 (14). 取核函数为高斯核函数, 并对式 (14)求

偏导,即

∂𝑓𝑑(𝑥)

∂𝑥𝑘
=

∂
[ 𝑛∑

𝑖=1

(𝑎∗𝑖 − 𝑎𝑖)𝐾(𝑥, 𝑥𝑖) + 𝑏
]

∂𝑥𝑘
=

𝑛∑
𝑖=1

[
(𝑎∗𝑖 − 𝑎𝑖)

∂ exp
(− ∥ 𝑥− 𝑥𝑖 ∥2

2𝜎2

)
∂𝑥𝑘

]
=

𝑛∑
𝑖=1

[
(𝑎∗𝑖 − 𝑎𝑖)𝐾(𝑥, 𝑥𝑖)

∂
(− ∥ 𝑥− 𝑥𝑖 ∥2

2𝜎2

)
∂𝑥𝑘

]
=

𝑛∑
𝑖=1

[
(𝑎∗𝑖 − 𝑎𝑖)𝐾(𝑥, 𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

𝜎2

]
. (21)

通过对不同𝑥𝑘求偏导可得出式 (6)最后 1行;进

一步计算Oseledec矩阵与其特征值,可求出原数据序

列的Lyapunov指数.

为叙述方便, 后面将这种利用支持向量机回归

求Lyapunov指数的方法简称为SVR-LE法.

4 仿仿仿真真真计计计算算算

以Logistic和Henon两个常见动力学系统为例,

采用本文提出的SVR-LE法来计算Lyapunov指数. 动

力学系统方程、周期解、混沌相空间和根据微分方程

求出的Lyapunov指数参见文献 [14].

仿真实验中, 动力学系统参数与初值、样本参

数、相空间重构的维数、SVR的参数等如表 1所示.

其中 SVR的参数是经过QGA寻优得到的.

表 1 实验参数

Logistic Henon

动力学系统参数 𝑎 =[3.7, 3.98] 𝑎 =[1.05,1.4], 𝑏 =0.3

初始值 𝑥0 =0.05 𝑥0 = 0.25, 𝑦0 = 0.25;

样本范围 [2 001, 2 050] [2 001, 2 050]

时延 1 1

相空间维数 2 3

SVR系统参数 𝐶 =10, 𝑒 =0.005 𝐶 =18, 𝑒 =0.001

核函数 gauss gauss

核函数参数 𝜎 = 0.5 𝜎 = 0.5

通过改变动力学系统参数, 使得Lyapunov指数

发生变化,这样所进行的计算更具有普遍性. 利用本

文 SVR-LE法求出的Lyapunov指数与根据动力学系
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统方程求出的Lyapunov指数比较如图 1和图 2所示.

3.7 3.8 3.9 4
-0.4

0

0.4

0.8

a

λ

True LE

SVR LE

图 1 Logistic系统Lyapunov指数比较

1.1 1.2 1.3 1.4
-0.4

0

0.4

a

λ

True LE

SVR LE

图 2 Henon系统Lyapunov指数比较

为验证 SVR-LE法与其他方法的优劣, 选择

Wolf法[5], Rosenstein法[15], RBF神经网络法[16], MLP

法[17]与SVR-LE法进行误差对比分析, 其结果如表

2所示.

表 2 SVR与Wolf, Rosenstein等的误差比较

系统 方法 LE误差

Henon

Wolf(128) 0.05

Rosenstein(200) 0.022 9

RBF(100) 0.011 7

MLP (100) 0.006 0

SVR(50) 0.005 9

Logistic
Rosenstein(200) 0.071 5

SVR(50) 0.007 0

表 2括号中的值为各方法使用的样本数, LE误

差为计算值与真实值的平均相对误差. Rosenstein法

必须使用 200个以上才能求解; RBF法与MLP法在

样本减少的情况下,其误差大大增加. 从图 2,图 3和

表 2可以看出, 在小样本情况下, SVR-LE法求解

Lyapunov指数是可行且有效的.

5 结结结 论论论

支持向量机具有逼近任意非线性映射和处理复

杂信息的能力, 且具有较快的收敛速度,在小样本条

件下有着一定优势. 采用量子遗传算法对支持向量

机进行优化,能自动得到最佳参数. 本文利用改进的

支持向量机对动力学系统进行拟合, 所设计的 SVR-

LE法在小样本条件下能够准确地计算动力学系统

的Lyapunov指数. 对两个混沌系统在参数变化下进

行仿真实验, 结果表明, 该方法在样本较少的情况下

是可行且有效的.
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