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摘 要: 针对非均匀周期采样系统,通过状态空间模型离散化方法得到其输入输出表达形式. 鉴于参数化后得到的

辨识模型同时包含 1个参数向量和 1个参数矩阵,利用递阶辨识原理,将辨识模型分解为分别含有参数向量和参数

矩阵的 2个虚拟子系统;考虑到系统的因果约束问题,将包含参数矩阵的子系统分解为子子系统进行辨识,从而提出

这类非均匀采样系统的递阶最小二乘辨识方法. 仿真例子表明该算法是有效的.
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Abstract：：：An input-output representation is obtained for the periodically non-uniformly sampled systems by using the

discretization technique of the state space models. According to the hierarchical identification principle, the obtained

identification model is decomposed into two fictitious subsystems, one containing the parameter vector and the other

containing the parameter matrix. Taking into account the causality constraints, the subsystem with the parameter matrix

is also decomposed into several sub-subsystems, and the hierarchical least squares identification method is developed for the

non-uniformly sampled systems. The simulation results show the effectiveness of the proposed algorithm.
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1 引引引 言言言

传统离散时间系统 (即单率系统)假设所有变量

都以同一频率进行采样. 单率系统的辨识方法有最小

二乘算法、随机梯度算法、偏差补偿法[1]和辅助模型

方法[2]等. 在现代工业中, 由于受传感器等硬件条件

限制,系统中往往存在 2种或 2种以上的采样频率,即

多率系统.无论单率系统还是多率系统,对于某一个

变量而言,其采样间隔是相等的,即均匀采样. 实际中

还存在一种非均匀采样系统,即输入或输出通道的采

样不呈现等时间间隔[3]. 非均匀采样系统在过程工业

中比较常见,一些变量 (如产品的浓度和分子量的测

量)通常需经实验室分析才能得到, 其采样往往呈现

非均匀性, 因而产生非均匀采样系统.本文便研究这

类非均匀采样系统的辨识问题.

本文研究的非均匀采样系统的采样方式是以一

个大的框架周期为周期,在框架周期内进行非均匀采

样,因此又称为非均匀周期采样系统.理论研究表明,

非均匀周期采样系统有着均匀采样系统所没有的特

点,例如非均匀周期采样系统离散化后能保证系统的

可控性和可观测性,能够由离散系统模型唯一重构连

续系统模型[4].文献 [3-4]提出了非均匀周期采样系统

状态空间模型的联合状态与参数估计的方法.文献[5]

利用辅助模型技术讨论了非均匀采样多率系统输出

误差模型的辨识问题.本文则讨论非均匀采样系统的

递阶辨识方法,文中所采用的采样方案为非匀周期刷

新和非匀周期采样, 与文献 [5]所采用的非均匀周期

刷新和周期采样方案是不同的.
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2 问问问题题题构构构成成成

非均匀采样多率系统如图 1所示. 图中: 𝑆𝑐为连

续过程;𝑯𝜏为非均匀零阶保持器;𝑢(𝑡)= 𝑢(𝑘𝑇+𝑡𝑖−1),

𝑘𝑇 + 𝑡𝑖−1 ⩽ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑡𝑖, 其中: 𝑡𝑖 := 𝑡𝑖−1 + 𝜏𝑖 = 𝜏1 +

𝜏2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜏𝑖 (设 𝑡0=0), 𝑇 :=𝜏1 + 𝜏2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜏𝑟= 𝑡𝑟称为

框架周期; 𝑆𝜏为非均匀采样器,采样时间与刷新时间

同步,生成离散输出信号 𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖). 这种采样方案称

为非均匀周期刷新和非均匀周期采样方案.使用该采

样方案,在第 𝑘个框架周期 [𝑘𝑇, 𝑘𝑇 + 𝑇 )上,控制输入

𝑢和输出 𝑦在点 𝑡=𝑘𝑇 + 𝑡𝑖 (𝑖=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1)分别非

均匀刷新 𝑟次和非均匀采样 𝑟次.

Hτ Sc Sτ

u kT t( + )i u t( ) y t( ) y kT t( + )i

图 1 非均匀采样多率系统

设连续过程𝑆𝑐的状态空间模型为

𝑆𝑐 :

{
�̇�(𝑡) = 𝑨𝑐𝒙(𝑡) +𝑩𝑐𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡).
(1)

其中: 𝒙(𝑡) ∈𝑹𝑛是状态向量; 𝑢(𝑡) ∈𝑹1是控制输入;

𝑦(𝑡)∈𝑹1是系统输出; 𝑨𝑐,𝑩𝑐,𝑪是适当维数的矩阵;

𝐷是常数. 参考文献 [3-5],将系统 (1)离散化,可得如

下状态方程:

𝒙(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) = 𝑨𝑡𝑖𝒙(𝑘𝑇 ) +

𝑖−1∑
𝑗=0

𝑩𝑖𝑗𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑗). (2)

用框架周期𝑇 = 𝑡𝑟代替式 (2)中的 𝑡𝑖,可得

𝒙(𝑘𝑇 + 𝑇 ) = 𝑨𝒙(𝑘𝑇 ) +

𝑟−1∑
𝑗=0

𝑩𝑖𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑗). (3)

其中

𝑨𝑡𝑖 := e𝑨𝑐𝑡𝑖 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝑨 := e𝑨𝑐𝑇 ∈ 𝑹𝑛×𝑛,

𝑩𝑖𝑗 := e𝑨𝑐(𝑡𝑖−𝑡𝑗)
w 𝜏𝑗

0
e𝑨𝑐𝑡d𝑡𝑩𝑐 ∈ 𝑹𝑛,

𝑩𝑗 := e𝑨𝑐(𝑇−𝑡𝑗)
w 𝜏𝑗

0
e𝑨𝑐𝑡d𝑡𝑩𝑐 ∈ 𝑹𝑛.

输出方程为

𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) = 𝑪𝒙(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) +𝐷𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖). (4)

引入𝑛阶单位阵 𝑰𝑛和后移位算子 𝑧−1或前移位算子

𝑧[𝑧−1𝑢(𝑘𝑇+𝑡𝑖)=𝑢(𝑘𝑇+𝑡𝑖−𝑇 ), 𝑧𝒙(𝑘𝑇 )=𝒙(𝑘𝑇+𝑇 )],

利用式 (2)和 (3)消去式 (4)中的状态𝒙(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖),可得

𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) =

𝑟−1∑
𝑗=0

𝛽𝑖𝑗(𝑧)

𝛼(𝑧)
𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑗). (5)

其中特征多项式𝛼(𝑧)和𝛽𝑖𝑗(𝑧)均为 𝑧−1的多项式,即

𝛼(𝑧) := 𝑧−𝑛 det[𝑧𝑰𝑛 −𝑨] =:

1 + 𝛼1𝑧
−1 + 𝛼2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛼𝑛𝑧
−𝑛 ∈ 𝑹1;

𝛽𝑖𝑖(𝑧) := 𝑧−𝑛𝑪𝑨𝑡𝑖adj[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]𝑩𝑖 +𝐷𝛼(𝑧) =:

𝛽𝑖𝑖(0) +

𝑛∑
𝑙=1

𝛽𝑖𝑖(𝑙)𝑧
−𝑙, 𝛽𝑖𝑖(𝑙) ∈ 𝑹1;

𝛽𝑖𝑗(𝑧) := 𝑧−𝑛𝑪𝑨𝑡𝑖adj[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]𝑩𝑗 +𝑪𝑩𝑖𝑗𝛼(𝑧) =:

𝑛∑
𝑙=0

𝛽𝑖𝑗(𝑙)𝑧
−𝑙, 𝛽𝑖𝑗(𝑙) ∈ 𝑹1, 𝑗 < 𝑖;

𝛽𝑖𝑗(𝑧) := 𝑧−𝑛𝑪𝑨𝑡𝑖adj[𝑧𝑰𝑛 −𝑨]𝑩𝑗 =:

𝑛∑
𝑙=1

𝛽𝑖𝑗(𝑙)𝑧
−𝑙, 𝛽𝑖𝑗(𝑙) ∈ 𝑹1, 𝑗 > 𝑖.

引入白噪声 𝑣(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖),即白噪声 𝑣(𝑡)在 𝑡=𝑘𝑇 + 𝑡𝑖时

的采样值,则由式 (5)可得

𝛼(𝑧)𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) =

𝑟−1∑
𝑗=0

𝛽𝑖𝑗(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑗) + 𝑣(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖). (6)

为简便起见,下面用 𝑡代表 𝑘𝑇 , 即 𝑡 := 𝑘𝑇 . 定义

区间 [𝑘𝑇, 𝑘𝑇 + 𝑇 )上的提升输出向量𝒀 (𝑡),提升输入

向量𝑼(𝑡)和提升噪声向量𝑽 (𝑡)如下:

𝒀 (𝑡) := [𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡+ 𝑡1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑟−1)]
T =:

[𝑦0(𝑡), 𝑦1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑟−1(𝑡)]
T ∈ 𝑹𝑟,

𝑼(𝑡) := [𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡+ 𝑡1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡+ 𝑡𝑟−1)]
T =:

[𝑢0(𝑡), 𝑢1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑟−1(𝑡)]
T ∈ 𝑹𝑟,

𝑽 (𝑡) := [𝑣(𝑡), 𝑣(𝑡+ 𝑡1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣(𝑡+ 𝑡𝑟−1)]
T =:

[𝑣0(𝑡), 𝑣1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑟−1(𝑡)]
T ∈ 𝑹𝑟.

当 𝑖=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑟 − 1)时,由式 (6)可得下列关系:

𝛼(𝑧)𝒀 (𝑡) =

𝑛∑
𝑙=0

𝜷(𝑙)𝑼(𝑡− 𝑙𝑇 ) + 𝑽 (𝑡), (7)

𝜷(0) :=⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛽00(0) 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝛽10(0) 𝛽11(0) ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
. . .

...

𝛽(𝑟−1)0(0) 𝛽(𝑟−1)1(0) ⋅ ⋅ ⋅ 𝛽(𝑟−1)(𝑟−1)(0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝜷(𝑙) ∈ 𝑹𝑟×𝑟, 𝑙 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
从上式可以看出,矩阵𝜷(0)是一个下三角矩阵,

即𝜷(0)对角线以上的元素均为 0, 这就是所谓的因

果约束, 是多率系统提升后所特有的一种形式. 因

为模型 (7)是由连续过程模型 (1)推导得到, 所以因

果约束自然满足[6]. 本文将研究在辨识算法中如何

处理这个因果约束, 目标是利用可测的输入输出数

据 {𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖), 𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖)},研究相应的递阶辨识算法,

以估计系统参数 {𝛼𝑙, 𝛽𝑖𝑗(𝑙)}以及𝜷(0)中的非零元.

定义参数矩阵 𝜽,参数向量𝜶,输入信息向量𝝋(𝑡)

以及输出信息矩阵𝝍(𝑡)如下:

𝜽T = [𝜷(0),𝜷(1), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝜷(𝑛)] ∈ 𝑹𝑟×(𝑛+1)𝑟,

𝜶 = [𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛]
T ∈ 𝑹𝑛,

𝝋(𝑡) = [𝑼T(𝑡),𝑼T(𝑡− 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑼T(𝑡− 𝑛𝑇 )]T ∈
𝑹(𝑛+1)𝑟,
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𝝍(𝑡) = [𝒀 (𝑡− 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒀 (𝑡− 𝑛𝑇 )] ∈ 𝑹𝑟×𝑛.

则模型 (7)可写为下列形式:

𝒀 (𝑡) +𝝍(𝑡)𝜶 = 𝜽T𝝋(𝑡) + 𝑽 (𝑡). (8)

模型 (8)中同时包含一参数矩阵 𝜽和一参数向量𝜶,

因而不能直接采用最小二乘法辨识. 为此,可将模型

(8)重新参数化.

为叙述方便, 这里对一些符号进行说明. 𝑰𝑟为 𝑟

阶单位矩阵; ∥𝑿∥2 := tr[𝑿𝑿T]表示矩阵范数; ⊗表
示Kronecker积或直积, 即如果𝑨= [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑹𝑚×𝑛,𝑩

=[𝑏𝑖𝑗 ]∈𝑹𝑝×𝑞,则𝑨⊗𝑩=[𝑎𝑖𝑗𝑩]∈𝑹𝑚𝑝×𝑛𝑞; col[𝑿]表

示矩阵𝑿的列所构成的向量, 即若𝑿 = [𝒙1,𝒙2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝒙𝑛]∈𝑹𝑚×𝑛,则 col[𝑿]=[𝒙T

1 ,𝒙
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙T

𝑛 ]
T∈𝑹𝑚𝑛.

定义扩展参数向量𝝑和扩展信息矩阵Φ(𝑡)分别

为

𝝑 :=

[
𝜶

col[𝜽T]

]
∈ 𝑹𝑚, 𝑚 := 𝑛+ (𝑛+ 1)𝑟2;

Φ(𝑡) := [−𝝍(𝑡), 𝑰𝑟 ⊗𝝋T(𝑡)] ∈ 𝑹𝑟×𝑚.

则模型 (8)可写成下列最小二乘辨识模型形式:

𝒀 (𝑡) = Φ(𝑡)𝝑+ 𝑽 (𝑡). (9)

下列递推最小二乘 (RLS)算法可获得𝝑的估计

值 �̂�(𝑡):

�̂�(𝑡) = �̂�(𝑡− 𝑇 ) +𝑳(𝑡)[𝒀 (𝑡)−Φ(𝑡)�̂�(𝑡− 𝑇 )], (10)

𝑳(𝑡) =

𝑷 (𝑡− 𝑇 )ΦT(𝑡)[𝑰𝑟 +Φ(𝑡)𝑷 (𝑡− 𝑇 )ΦT(𝑡)]−1, (11)

𝑷 (𝑡) = 𝑷 (𝑡− 𝑇 )−𝑳(𝑡)Φ(𝑡)𝑷 (𝑡− 𝑇 ). (12)

尽管上述RLS算法 (10)∼ (12)可以估计出非均

匀采样系统的参数,但注意到该算法中信息矩阵Φ(𝑡)

是一个 𝑟×𝑚维矩阵,且包含 (𝑛+1)(𝑟3−𝑟2)个零元素,

在每一步递推计算中都需计算𝑷 (𝑡)∈𝑹𝑚×𝑚这个大

维数协方差矩阵, 因此该算法的计算量很大,而且参

数向量𝝑中至少含有
𝑟(𝑟 − 1)

2
个零元,这些零元素是

不需要辨识的.

3 算算算法法法推推推导导导

下面基于递阶辨识原理[7-8]推导非均匀采样系统

模型 (7)的递阶最小二乘辨识方法. 定义如下 2个中

间向量:

𝑾 (𝑡) := 𝒀 (𝑡)− 𝜽T𝝋(𝑡), (13)

𝒁(𝑡) := 𝒀 (𝑡) +𝝍(𝑡)𝜶, (14)

则模型 (7)可分解为 2个虚拟子系统,分别为

𝑆1 : 𝑾 (𝑡) = −𝝍(𝑡)𝜶+ 𝑽 (𝑡), (15)

𝑆2 : 𝒁(𝑡) = 𝜽T𝝋(𝑡) + 𝑽 (𝑡). (16)

式中: 𝑾 (𝑡) ∈ 𝑹𝑟,𝝍(𝑡) ∈ 𝑹𝑟×𝑛和𝜶 ∈ 𝑹𝑛可看作子

系统𝑆1的输出向量、信息矩阵和参数向量; 类似地,

𝒁(𝑡) ∈𝑹𝑟,𝝋(𝑡) ∈𝑹(𝑛+1)𝑟和 𝜽 ∈𝑹(𝑛+1)𝑟×𝑟分别为子

系统𝑆2的输出向量、信息向量和参数矩阵.

考虑到因果约束, 即子系统𝑆2中参数矩阵 𝜽中

的𝜷(0)对角线以上元均为 0这一特殊结构,为避免这

些零元素的辨识,去掉零元,定义新的参数向量

𝜽𝑖 :=

[𝛽𝑖0(0), 𝛽𝑖1(0), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑖𝑖(0), 𝛽𝑖0(1), 𝛽𝑖1(1), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝛽𝑖(𝑟−1)(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑖0(𝑛), 𝛽𝑖1(𝑛), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑖(𝑟−1)(𝑛)]

T ∈ 𝑅𝑛𝑖 ,

𝑛𝑖 := 𝑛𝑟 + 𝑖+ 1, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1;

𝝋𝑖(𝑡) :=

[𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡+ 𝑡1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡+ 𝑡𝑖), 𝑢(𝑡− 𝑇 ),

𝑢(𝑡+ 𝑡1 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡+ 𝑡𝑝−1 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡− 𝑛𝑇 ),

𝑢(𝑡+ 𝑡1 − 𝑛𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡+ 𝑡𝑟−1 − 𝑛𝑇 )]T ∈ 𝑹𝑛𝑖 .

并令𝒁(𝑡) := [𝑍0(𝑡), 𝑍2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑍𝑟−1(𝑡)]
T∈𝑹𝑟.则系统

𝑆2又可分为 𝑟个子子系统 (𝑖=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1),即

𝑍𝑖(𝑡) = 𝜽
T
𝑖 𝝋𝑖(𝑡) + 𝑣𝑖(𝑡), (17)

其中𝑍𝑖(𝑡),𝜽𝑖和𝝋𝑖(𝑡)分别为子系统𝑆2的各子子系统

的输出、参数向量和信息向量. 注意这里参数向量

𝜽𝑖中不包含零元素.由式 (14)可得

𝑍𝑖(𝑡) = 𝑦𝑖(𝑡) +𝝍𝑖(𝑡)𝜶, (18)

𝝍𝑖(𝑡) := [𝑦𝑖(𝑡− 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑖(𝑡− 𝑛𝑇 )].

定义下列准则函数

𝐽(𝜶) :=

𝑡∑
𝑖=1

∥𝑾 (𝑖) +𝝍(𝑖)𝜶∥2,

𝐽𝑖(𝜽𝑖) :=

𝑡∑
𝑗=1

∥𝑍𝑖(𝑗)− 𝜽T𝑖 𝝋𝑖(𝑗)∥2.

极小化 𝐽(𝜶)和 𝐽𝑖(𝜽𝑖),可得下列递推算法:

�̂�(𝑡) =

�̂�(𝑡− 𝑇 )−𝑳(𝑡)[𝑾 (𝑡) +𝝍(𝑡)�̂�(𝑡− 𝑇 )], (19)

𝑳(𝑡) =

𝑷 (𝑡− 𝑇 )𝝍T(𝑡)[𝑰𝑟 +𝝍(𝑡)𝑷 (𝑡− 𝑇 )𝝍T(𝑡)]−1, (20)

𝑷 (𝑡) = [𝑰 +𝑳(𝑡)𝝍(𝑡)]𝑷 (𝑡− 𝑇 ), (21)

𝜽𝑖(𝑡) =

𝜽𝑖(𝑡− 𝑇 ) +𝑳𝑖(𝑡)[𝑍𝑖(𝑡)− 𝜽T𝑖 (𝑡− 𝑇 )𝝋𝑖(𝑡)], (22)

𝑳𝑖(𝑡) =
𝑷𝑖(𝑡− 𝑇 )𝝋𝑖(𝑡)

1 +𝝋T
𝑖 (𝑡)𝑷𝑖(𝑡− 𝑇 )𝝋𝑖(𝑡)

, (23)

𝑷𝑖(𝑡) = [𝑰 −𝑳𝑖(𝑡)𝝋
T
𝑖 (𝑡)]𝑷𝑖(𝑡− 𝑇 ). (24)

其中: 𝑷 (𝑡)和𝑷𝑖(𝑡)为协方差矩阵, 𝑳(𝑡)和𝑳𝑖(𝑡)为增

益向量. 定义向量

𝝃(𝑡) :=

[𝜽T0 𝝋0(𝑡),𝜽
T
1 𝝋1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝜽T𝑟−1𝝋𝑟−1(𝑡)]

T = 𝜽T𝝋(𝑡),

𝝃(𝑡) =
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[𝜽T0 (𝑡− 𝑇 )𝝋0(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝜽T𝑟−1(𝑡− 𝑇 )𝝋𝑟−1(𝑡)]
T. (25)

将式 (13)和 (18)分别代入式 (19)和 (22), 根据递阶辨

识原理[3,8-9],将方程右边的未知参数向量𝜶和 𝜽𝑖用其

在 (𝑡− 𝑇 )时刻的估计值代替,得到

�̂�(𝑡) = �̂�(𝑡− 𝑇 )−𝑳(𝑡)×
[𝒀 (𝑡)− 𝝃(𝑡) +𝝍(𝑡)�̂�(𝑡− 𝑇 )], (26)

𝜽𝑖(𝑡) = 𝜽𝑖(𝑡− 𝑇 ) +𝑳𝑖(𝑡)[𝑦𝑖(𝑡) +𝝍𝑖(𝑡)�̂�(𝑡− 𝑇 )−
𝜽T𝑖 (𝑡− 𝑇 )𝝋𝑖(𝑡)]. (27)

式 (25)∼ (27), (20), (21)和 (23), (24)便构成了非

均匀采样系统 (7)的递阶最小二乘辨识 (HLS)算法.

算法初值可选为

�̂�(0) = 1𝑛/𝑝0, 𝜽𝑖(0) = 1𝑛𝑖/𝑝0,

𝑷 (0) = 𝑝0𝑰𝑛, 𝑷𝑖(0) = 𝑝0𝑰𝑛𝑖 .

其中: 𝑝0 = 106,1𝑛和1𝑛𝑖分别为所有元素均为 1的𝑛

维和𝑛𝑖维列向量. 由于对系统进行了分解, HLS算法

中协方差矩阵𝑷 (𝑡)∈𝑹𝑛×𝑛和𝑷𝑖(𝑡)∈𝑹𝑛𝑖×𝑛𝑖的维数

相比于RLS算法中的𝑷 (𝑡) ∈𝑹𝑚×𝑚大大降低, 且𝑆2

中各子系统的辨识均不需求解矩阵的逆,因此HLS算

法的计算量比RLS算法小很多.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑下列仿真对象:

𝑆𝑐(𝑠) =
2𝑠+ 1

2𝑠2 + 𝑠+ 1
.

取 𝑝 = 2, 𝜏1 = 0.3 s, 𝜏2 = 0.5 s, 则 𝑡1 = 𝜏1 = 0.3 s, 𝑇 =

𝜏1 + 𝜏2=0.8 s. 将其非均匀离散化并引入白噪声向量,

可得相应的辨识模型为

(1 + 𝛼1𝑧
−1 + 𝛼2𝑧

−2)

[
𝑦0(𝑡)

𝑦1(𝑡)

]
=

2∑
𝑙=0

𝜷(𝑙)

[
𝑢0(𝑡− 𝑙𝑇 )

𝑢1(𝑡− 𝑙𝑇 )

]
+

[
𝑣0(𝑡)

𝑣1(𝑡)

]
.

仿真时,输入 {𝑢0(𝑡)}和 {𝑢1(𝑡)}采用零均值单位
方差不相关可测随机变量序列, {𝑣0(𝑡)}和 {𝑣1(𝑡)}采
用零均值、方差为𝜎2 = 0.502的白噪声序列.分别用

RLS算法和HLS算法估计该系统参数, 不同数据长

度下的参数估计误差 𝛿=∥�̂�(𝑡)− 𝝑∥/∥𝝑∥随数据长度
𝑘的变化曲线如图 2所示.
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0
0 1 2 3 4 5

k /10
3

δ
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HLS

图 2 参数估计误差 𝜹随数据长度𝒌的变化曲线

从图 2可以看出: 随着数据长度的增加, 两种算

法的参数估计误差总体趋势不断减小; HLS算法的参

数估计精度与RLS算法很接近, 甚至高于RLS算法,

且计算量小得多.

5 结结结 论论论

本文针对非均匀周期刷新和采样系统,提出了相

应的递阶最小二乘方法. 该方法不仅计算量小,而且

能处理非均匀采样系统的因果约束问题.仿真结果表

明该算法是有效的. 本文为简化过程,易于说明辨识

原理和思路,在离散化后考虑了白噪声情形. 如果在

连续系统状态方程中加入噪声,也容易得到离散化后

的非均匀系统模型, 此时为有色噪声情形, 可参见文

献 [10],通过增广参数向量的增广最小二乘思想进行

辨识.
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