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基于发展趋势和认知程度的区间灰数预测
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摘 要: 以GM(1, 1)模型为代表的灰色预测模型实际上是对白数的建模和预测,而不是对区间灰数的建模和预测.

发展趋势和认知程度两个维度可以很好地描述区间灰数序列,对此,可先将区间灰数序列转化成相应的发展趋势序

列和认知程度,然后对区间灰数序列进行预测. 这样,既避免了区间灰数预测过程中的灰数运算问题,又充分利用了

区间灰数序列自身所包含的信息.通过具体实例验证了所建模型的有效性.
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Prediction model for interval grey number based on trend and cognition
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Abstract: In fact the grey prediction models such as GM(1,1) deal with the white number sequence rather than grey number

sequence. Meanwhile, interval grey number is very important in grey system. The trend and cognition of the interval grey

number sequence are defined. An interval grey number sequence is transferred into the trend and cognition of interval grey

number sequence, and then the interval grey number sequence is predicted with them, which can avoid the calculation of

interval grey number and fully use the information embedded in the grey sequence. Finally, an example is given to show the

effectiveness of the model.
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1 引引引 言言言

灰数是指知道大概范围而不知道确切值的数. 它

是灰色系统的基本“单元”或“细胞”. 在应用中,灰数

实际上是指在一个区间或某个一般的数集内取值的

不确定数[1]. 因此,区间灰数是一种代表性的灰数,而

灰数通常用符号“⊗”表示.

长期以来,灰色预测一直是灰色系统理论研究的

热点和亮点. 很多学者在灰色预测建模、优化及其应

用方面开展了大量的研究,并取得了丰硕的成果[2-11].

但目前以GM(1, 1)模型为代表的灰色预测模型实际

上都是对白数序列进行建模和预测,而对区间灰数序

列的预测研究则十分缺乏.

区间灰数运算复杂,按照目前的运算法则会导致

灰数灰度不断放大,造成信息的不必要损失[12]. 因此,

目前区间灰数计算的最主要思路是: 先将其白化,然

后按照白数的运算法则进行相应计算.但这种处理同

样会损失大量信息, 计算结果也难以反映现实情况,

更是失去了“灰色”的内涵[13]. 因此,对区间灰数序列

预测进行研究具有极大的理论意义和实际意义.

本文认为可以从发展趋势和认知程度两个维度

来描述区间灰数序列. 发展趋势反映的是区间灰数序

列未来的变化趋势,认知程度则反映的是对区间灰数

序列信息掌握的情况. 在假定灰数序列发展趋势不

变、不补充额外信息的情况下,可根据这两个维度对

它进行预测. 这样,在区间灰数的预测过程中既可避

免区间灰数的运算问题,又充分利用了区间灰数本身

所蕴含的信息.

2 区区区间间间灰灰灰数数数序序序列列列的的的认认认知知知程程程度度度和和和发发发展展展趋趋趋势势势

定定定义义义 1 既有上界 𝑎̄又有下界 𝑎的灰数称为区
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间灰数, 记作⊗ ∈ (𝑎, 𝑎̄), 其中 𝑎̄ ⩾ 𝑎; 称区间灰数的

上界和下界的差值为区间灰数的长度, 记作 𝑙(⊗) =

𝑎̄− 𝑎[1].

按照定义 1,当 𝑎̄ = 𝑎时,区间灰数就变成了白数,

即白数是一种特殊的区间灰数.

定定定义义义 2 由区间灰数构成的时间序列称为区间

灰数序列,记作

𝑋(⊗) = (⊗1,⊗2, ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗𝑛),

其中⊗𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)为区间灰数.

定定定义义义 3 称𝑋(⊗̃) = (⊗̃1, ⊗̃2, ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗̃𝑛)为区间

灰数序列𝑋(⊗) = (⊗1,⊗2, ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗𝑛)的白化序列, 其

中 ⊗̃𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)为区间灰数⊗𝑖的白化值.

定定定义义义 4 依次连接区间灰数序列中各灰数的

白化值,形成的折线称为区间灰数序列的趋势线,如

图 1所示.
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图 1 区间灰数序列趋势

灰色白化权函数是描述对一个灰数在其取值范

围内不同数值的“偏好”程度,即反映灰数在不同数值

上取值的可能性[1]. 灰色系统的默承认原理认为“若

没有理由认为𝜑不成立,则默认𝜑成立”[2]. 在没有灰

色白化权函数的情况下, 根据默承认原理, 可认为该

区间灰数在区间内各数值上取值的可能性处处相等.

在这种情况下, 不难证明区间灰数⊗ ∈ (𝑎, 𝑎̄)的白化

值为
1

2
(𝑎̄𝑖+𝑎𝑖).由此可以证明,它符合最大熵原则[14].

因为 (1/2)(𝑎̄𝑖 + 𝑎𝑖)在数值上等于均值白化值,所

以在没有灰色白化权函数的情况下,一般采用区间灰

数均值白化序列𝑇 = (⊗̃0
1, ⊗̃0

2, ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗̃0
𝑛)作为区间灰数

序列𝑋(⊗) = (⊗1,⊗2, ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗𝑛)的发展趋势序列. 其

中 ⊗̃0
𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)为区间灰数⊗𝑖的均值白化值,即

⊗̃0
𝑖 = (1/2)(𝑎̄𝑖 + 𝑎𝑖). (1)

灰数灰度是对灰数灰程度的测定,反映了灰数信

息量的大小. 因此,灰数灰度可很好地反映人们对该

灰数的认知程度.很多学者从不同的角度对灰数的灰

度进行深入研究,结果表明灰数的灰度受到了灰数区

间长度和灰数的白化值大小的影响[1-2]. 因此,可根据

灰数灰度的思想来定义区间灰数的认知程度.

定定定义义义 5 若 𝑎 ⩾ 0, 则称区间灰数⊗ ∈ (𝑎, 𝑎̄)为

非负区间灰数.

定定定义义义 6 若⊗𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为非负区间灰数,

则称区间灰数序列𝑋(⊗) = (⊗1,⊗2, ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗𝑛)为非负

区间灰数序列.

定定定义义义 7 对于非负区间灰数⊗,称

𝑟(⊗) = 1− 𝑙(⊗)/⊗̃0 (2)

为区间灰数⊗的认知程度.其中: 𝑙(⊗)为灰数⊗的长
度, ⊗̃0

为灰数⊗的白化值.

定定定义义义 8 将区间灰数序列的认知程度定义为

𝑅 =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑟(⊗𝑖). (3)

不难证明对于掌握了所有信息的白数序列,它的

认知程度为 1, 即白数序列是认知程度为 1的特殊区

间灰色序列.

3 区区区间间间灰灰灰数数数序序序列列列的的的预预预测测测模模模型型型

对区间灰数趋势序列𝑇 = (⊗̃0
1, ⊗̃0

2, ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗̃0
𝑛)建

立GM(1, 1)模型进行预测,可得相应的时间响应序列

为
⌢

𝑡
(1)

(𝑘 + 1) = (𝑡(0)(1)− 𝑏

𝑎
)e−𝑎𝑘 +

𝑏

𝑎
, (4)

其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 其还原值为
⌢

𝑡
(0)

(𝑘 + 1) =
⌢

𝑡
(1)

(𝑘 + 1)− ⌢

𝑡
(1)

(𝑘) =

(1− e𝑎)(𝑡(0)(1)− 𝑏

𝑎
)e−𝑎𝑘, (5)

其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

依据上式可以对灰数序列的趋势进行预测,预测

结果表明了区间灰数序列的发展趋势.

灰理论的基础是灰色朦胧集,而灰色朦胧集实质

上是一种包含胚胎子集、发育子集、成熟子集和实证

子集的子集族. 灰色朦胧集的 4种形态不是同时存在

的, 它的演化具有信息性和动态性[2]. 灰色朦胧集的

思想说明灰数白化的过程是一个信息补充的过程. 因

此, 在没有任何额外信息补充的情况下, 考虑将区间

灰数序列的认知程度作为序列预测的认知程度,即

𝑟(⊗𝑖) = 𝑅, 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ .
由式 (1), (2)和 (5)可得⎧⎨⎩ 𝑎̄𝑘+1 + 𝑎𝑘+1 = 2

⌢

𝑡
(0)

(𝑘 + 1),

1−𝑅 = (𝑎̄𝑘+! − 𝑎𝑘+1)/
⌢

𝑡
(0)

(𝑘 + 1),
(6)

其中 𝑘 = 𝑛, 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

通过求解上述方程组可得区间灰数的上界和下

界的预测值为⎧⎨⎩
𝑎̄𝑘+1 =

3−𝑅

2

⌢

𝑡
(0)

(𝑘 + 1),

𝑎𝑘+1 =
1 +𝑅

2

⌢

𝑡
(0)

(𝑘 + 1),
(7)

其中 𝑘 = 𝑛, 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

对上述计算过程进行总结,可得以下区间灰数预

测的步骤:
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Step 1: 按照式 (1)计算区间灰数序列的趋势序

列;

Step 2: 按照式 (2)和 (3)计算区间灰数序列的认

知程度;

Step 3: 按照式 (4)和 (5)预测区间灰色序列的趋

势;

Step 4: 按照式 (7)预测区间灰数序列;

Step 5: 计算相对误差,根据模型精度对模型进行

检验.

按照区间灰数序列预测的步骤,不难发现,当区

间灰数的上界和下界相同,即区间灰数为白数时, 基

于发展趋势和认知程度的区间灰数预测模型将变

为GM(1, 1)模型.

4 具具具体体体实实实例例例

某企业在分析竞争对手发展趋势时, 缺少对手
销售额的准确资料,通过在对共同竞标等经营活动中
收集到的信息进行分析后,对该企业销售额的最大值
和最小值进行了估计,认为近几年该企业的销售额如
表 1所示. 由此得到的对手销售额序列是一个区间灰
数序列.

表 1 某企业销售额序列 万元

数 值
年 份

2005 2006 2007 2008

最小值 80 95 120 130
最大值 100 120 150 160

按照区间灰数的预测步骤对该竞争对手的销售

额进行预测. 按照式 (1)可计算得出该区间灰数序列
的趋势序列为

𝑇 (⊗̃) = (90, 107.5, 135, 145).

按照式 (2), (3)可计算出该区间灰数序列的认知
程度为𝑅 = 0.779 025. 按照式 (4)可以得到趋势序列
𝑇 (⊗̃)的时间响应函数为

⌢

𝑡
(1)

(𝑘 + 1) = 730.333 3e0.141 69𝑘 − 640.333 3,

其还原值为
⌢

𝑡
(0)

(𝑘 + 1) = (1− e−0.141 69)730.333 3e0.141 69𝑘.

因此可以得到如下模拟序列:

𝑇 (⊗̃) = (90.000 0, 111.175 0, 128.098 6, 147.598 4).

相应的模拟结果和相对误差如表 2所示. 由表 2可知,
平均相对误差为 2.23%,模型的模拟精度较好,可以进
行预测.

表 2 误差检验表

年份 实际值 模拟值 相对误差/%

2005 [80, 100] [80, 100] 0
2006 [95, 120] [98.2, 124.1] 3.4
2007 [120, 150] [118.2, 147.8] −1.5
2006 [130, 160] [132.3, 162.9] 1.8

按照式 (7)对该企业 2009∼2013年的销售额预
测如表 3所示. 预测结果表明该竞争对手的销售额在
2010年将会超过 200万, 在 2013年将会超过 300万.
该企业认为这个预测结果是合理的,符合市场和该竞
争对手的状况.

表 3 销售收入预测值 万元

年 份 上 界 下 界

2009 218 174
2010 251 201
2011 289 231
2012 333 267
2013 384 307

分别对原始区间灰数序列的上界和下界建立

GM(1,1)模型进行预测,结果如表 4所示.

表 4 销售收入预测值 万元

年 份 上 界 下 界

2009 213.987 1 177.982 4
2010 245.192 9 206.504 6
2011 280.949 5 239.597 7
2012 321.920 6 277.994 0
2013 368.866 5 322.543 4

相对误差/% 3.539 8 3.417 4

依据表 4的结果,根据式 (2), (3)可以计算出相应
的认知程度为𝑅′ = 0.841 134. 由此可以发现,直接对
区间灰数序列上界和下界建模,模型的精确度会有所
下降;而预测值的认知程度在无任何信息补充的情况
下却有所提高. 这进一步说明了本文所建立的区间灰
数序列预测模型的合理性.

5 结结结 论论论

本文认为可以从发展趋势和认知程度两个维度

来描述区间灰数序列,并定义了无白化权函数的区间

灰数的趋势序列和认知程度.在此基础上, 对区间灰

数序列进行预测. 实例表明,这种预测方法的结果是

可行和可信的,灰色白化权函数很好地反映了对灰数

信息的掌握程度或认知程度.无白化权函数的区间灰

数是一种信息量最少的区间灰数,考虑具有灰色白化

权函数情况下的区间灰数预测是后续研究的重点. 例

如,在本文的实例中, 企业还可以对竞争对手各年度

销售额最有可能的值进行估计,从而构造出带三角白

化权函数的区间灰数序列. 当然,这类区间灰数序列

的预测更为复杂.
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