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摘 要: 考虑执行器故障影响,研究了二阶饱和线性系统的吸引域估计问题.通过适当定义容错吸引域,并采用椭圆

逼近,使得系统的吸引域具有容错能力. 为了保证容错吸引域的收敛性能,通过状态反馈将闭环系统极点配置在圆形

极点区域内.基于参数空间,给出了圆形极点区域对应的反馈增益向量空间的不等式表示. 在反馈增益向量空间和执

行器幅值的约束下,基于参考集的缩放构造了一个容错吸引域的优化问题,并提出了一种求解方法. 最后给出一个实

例进行验证.
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Abstract: The assessment of the attraction domain is studied for the second-order saturating linear system with possible

faults of the control actuators. The attraction domain is endowed with the property of fault-tolerance by defining the fault-

tolerant attraction domain properly which is approached by the ellipse. To ensure the desired convergence speed of the

fault-tolerant attraction domain, the poles of the closed-loop system are placed in the circle area of the complex plane by

state feedback. Based on the parameter space, the feedback gain space described in the form of the inequality is obtained with

respect to the circle pole assignment domain. Under the constraints of the feedback gain space and the amplitude limitation

of the control actuators, an optimization problem about the fault-tolerant attraction domain is constructed by the scaling of

the reference set, and a method is presented to solve it. Finally, an example shows the effectiveness of the method.

Key words: saturating linear system；fault-tolerant attraction domain；parameter space；pole assignment；feedback gain

space

1 引引引 言言言

实际控制系统的执行器都受到输出幅值和速率

的限制.例如,机电系统只能提供有限的力、力矩、速

率、电压、电流等. 当设计系统控制器时,如果忽略执

行器约束的影响,有可能导致系统性能的下降, 甚至

使系统不稳定. 例如,现代战斗机高机动时,舵面偏转

幅度和速率都可能达到饱和,在这种情况下, 很可能

引起驾驶员诱发的振荡而导致灾难性的后果[1]. 另一

方面, 任何控制系统都存在发生故障的可能性, 如执

行器的故障. 系统发生故障对系统的稳定性和动态性

能均会有影响.如果在设计控制器时就考虑可能的故

障, 则能保证系统在正常和故障条件下的工作性能,

使系统具有容错能力. 尽管至今对饱和系统[2]和对容

错控制的研究[3]已较为成熟,但目前对饱和系统进行

容错控制的研究还较为少见,特别是吸引域的估计问

题.因此,需要在这方面进行一些探索.

饱和线性系统在状态反馈下的稳定域一般不是

全局的,一个不稳定的系统在有界控制下是达不到全

局稳定的[4]. 因此, 对于闭环系统吸引域的估计是必

要的. 这关系到控制器的可靠性,也是执行器饱和系

统设计中的一个重要方面. 目前对于状态反馈下饱

和系统的研究工作主要有两个方面: 一个是对于一

个给定的反馈增益矩阵,如何估计出最大不变集或吸

引域; 另一个是如何确定反馈增益矩阵才能导致更
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大的吸引域,即确定反馈增益矩阵与吸引域之间的关

系.针对这两类问题,学者们从不同的角度进行了研

究[5],但还没有得到完全解决[6]. 近几年,在饱和系统

的吸引域估计方面取得了许多进展[7-10]. 文献 [7]基

于饱和非线性的LDI(linear differential inclusion)描述,

借助于一个辅助矩阵,通过LMI优化使不变椭圆最大

化以逼近系统吸引域. [8,9]分别提出了一种新的基于

LMI的充分条件, 进一步降低了 [7]所给结果的保守

性. 与基于LMI优化的方法不同, [10]提出了一种计

算紧不变椭圆的解析方法. 该方法能够逼近紧不变椭

圆半径的上界,与基于LMI方法得到的精确上界很接

近,并且给出了这种等价关系的充要条件. [7-9]均没

有考虑吸引域的收敛速度问题, [10]得到的最大不变

椭圆虽然能保证一定的收敛速度,但只适用于单输入

线性系统.此外, [6]基于LMI探索了线性椭圆吸引域

的最大化问题,但由此得到的反馈增益并不能使闭环

系统获得好的收敛性能.尽管闭环系统的收敛速率可

以借助分段线性控制的思想,通过设计嵌套椭圆加以

改善,但仍存在一些问题,比如如何选取嵌套椭圆等.

针对闭环系统的稳定性保证和收敛速率改善问

题,一种简单的方法是通过将闭环系统的极点配置在

复左半平面的某一区域内来解决. 同时,为了保证执

行器故障情况下闭环系统的性能,也需要合理配置极

点. 这种考虑执行器故障的极点配置问题称为容错极

点配置[11]. 容错极点配置方法基于参数空间,将极点

配置区域转化为对应的反馈增益向量空间子集,反馈

增益在该子集内任意取值均可保证闭环系统极点落

在期望区域内.但文献 [11]未解决反馈增益的择优选

取问题.

本文提供了一种设计最优容错状态反馈矩阵的

方法,使得反馈系统在执行器发生故障的情况下能够

保持稳定性和动态性能,并具有最大的线性容错吸引

椭圆. 首先给出圆形极点配置区域对应的反馈增益向

量空间的不等式表示;然后通过优化计算出使线性容

错吸引域最大化的状态反馈矩阵. 容错吸引椭圆的优

化涉及到双线性矩阵不等式 (BMI)的求解问题,很难

将它化成LMI的形式,是个N-P难的问题[12]. 根据问

题的特定性质, 通过分析这类BMI解的存在性问题,

提供了一种简单的求解方法. 由于高阶系统参数空间

描述的复杂性,本文主要针对二阶饱和线性系统进行

研究.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑一个含有故障模式的饱和线性系统

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝜙𝑖sat(𝑢). (1)

其中: 𝑥 ∈ R𝑛是状态向量, 𝑢 ∈ R𝑚是控制向量, 𝐴 ∈

R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚; Φ = {𝜙0, 𝜙1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙𝑁}, 𝑁 ⩽ 2𝑚 − 1,

是所有可能的故障模式集, 𝜙0表示所有执行器都正常

的情况, 但是不包括所有执行器都发生故障的情况,

因为不稳定被控对象在这种情况下是得不到稳定性

结果的, 𝜙𝑖对角线上的元素为 1或 0,分别表示执行器

正常和故障; sat(⋅) : R𝑚 → R𝑚是饱和函数,有

sat(𝑢) = [sat(𝑢1), sat(𝑢2), ⋅ ⋅ ⋅ , sat(𝑢𝑚)]T; (2)

sat(𝑢𝑖) = sgn(𝑢𝑖)min{𝑐𝑖, ∣𝑢𝑖∣},
∣𝑢𝑖∣ ⩽ 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (3)

假设 (𝐴,𝐵𝜙𝑖)可镇定,系统的设计目标是通过状

态反馈控制𝑢 = 𝐹𝑥,使得对于Φ中所有可能的故障,

闭环系统的极点位于圆形极点配置区域 ℓ𝑠内,并使闭

环系统在线性域𝐿(𝐹 )内具有最大的吸引域.

如图 1所示,圆形极点配置区域可以表示为

ℓ𝑠
Δ
= {𝑠∣(𝜎 + 𝑣)2 + 𝜔2 ⩽ 𝑟2, 𝑠 = 𝜎 + j𝜔}. (4)

线性域定义为

𝐿(𝐹 )
Δ
= {𝑥∣∣𝑓T𝑖 𝑥∣ ⩽ 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}. (5)
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图 1 圆形极点配置区域

在线性域内设计状态反馈控制律能避免执行器

发生饱和,另一方面也便于讨论闭环系统的极点配置

问题.文中首先给出忽略执行器饱和约束的反馈增益

向量的定义域;然后根据这个定义域,结合饱和约束

下的吸引域估计,解决反馈增益向量的择优选取和容

错吸引域的估计问题.

3 反反反馈馈馈增增增益益益向向向量量量空空空间间间

所有能使闭环系统极点落在 ℓ𝑠内的状态反馈矩

阵构成了一个集合.为了得到该集合的有效描述, 一

种可行的方法是先确定 𝑙𝑠对应的参数空间,然后再寻

找参数空间与该集合的对应关系.由于参数空间是个

向量空间, 一般将状态反馈矩阵表示成并矢结构, 其

中一个向量给定,然后寻找参数向量与反馈增益向量

之间的关系.

定义 1 特征根位于 ℓ𝑠内的闭环系统特征多项

式系数向量的定义域称为参数空间, 记为 ℓ𝑝, 可以表

示为

ℓ𝑝 = {𝑝∣𝑠2 + 𝑝1𝑠+ 𝑝0 = 0, 𝑠 ∈ ℓ𝑠, 𝑝 = [𝑝0 𝑝1]
T}.

(6)
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定理 1 假设 𝑝1为横坐标, 𝑝0为纵坐标, 则参数

空间 ℓ𝑝的边界是个三角形,可以表示为

ℓ𝑝 = {𝑝∣𝑝T𝐿 ⩽ 𝑞T, 𝐿 ∈ R2×3, 𝑞 ∈ R3}. (7)

其中

𝐿 =

[
−1 −1 1

𝑣1 𝑣2 −𝑣

]
, 𝑞T = [𝑣21 𝑣22 𝑟2 − 𝑣2].

证证证明明明 ℓ𝑠边界的元素有实根和共轭复根两种类

型,对于二阶系统,它们均满足特征多项式 𝑠2 + 𝑝1𝑠+

𝑝0 = 0. 将两个实根分别代入特征多项式,得到

𝑣1𝑝1 − 𝑝0 − 𝑣21 = 0, (8)

𝑣2𝑝1 − 𝑝0 − 𝑣22 = 0. (9)

又因为共轭复根满足特征多项式,且 (𝜎 + 𝑣)2 + 𝜔2 =

𝑟2,则有

𝑠2 + 𝑝1𝑠+ 𝑝0 = (𝑠− 𝜎 − j𝜔)(𝑠− 𝜎 + j𝜔) =

𝑠2 − 2𝜎𝑠+ 𝜎2 + 𝜔2 = 𝑠2 − 2𝜎𝑠+ (𝑟2 − 2𝜎𝑣 − 𝑣2).

(10)

由对应系数相等得到

𝑣𝑝1 − 𝑝0 + 𝑟2 − 𝑣2 = 0. (11)

显然,式 (8), (9), (11)均是直线方程,且斜率各不

相同,所以 ℓ𝑝的边界是个三角形. 记式 (8), (9), (11)对

应的直线分别为 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 由于各直线方程中横坐标

𝑝1前的系数均为正,且 𝑣1 < 𝑣 < 𝑣2,易知 ℓ𝑝或者位于

𝑙3的右下方和 𝑙1, 𝑙2的左上方,或者位于 𝑙3的左上方和

𝑙1, 𝑙2的右下方. 易求得 𝑙1, 𝑙2的交点为 (𝑣1 + 𝑣2, 𝑣1𝑣2),

将该点横坐标代入式 (11)得到 𝑝0 = (𝑣21 + 𝑣22)/2 >

𝑣1𝑣2. 因此,可以断定 ℓ𝑝位于 𝑙3的右下方和 𝑙1, 𝑙2的左

上方.

根据平面几何的相关知识,易知 𝑙3的右下方可以

表示为

𝑣𝑝1 − 𝑝0 + 𝑟2 − 𝑣2 > 0, (12)

𝑙1, 𝑙2的左上方可以表示为

𝑣1𝑝1 − 𝑝0 − 𝑣21 < 0, (13)

𝑣2𝑝1 − 𝑝0 − 𝑣22 < 0. (14)

由式 (12)∼(14)不难得到 (7). 2
引理 1[11] 将状态反馈矩阵表示为并矢结构为

𝐹 = −𝑓𝑘T. (15)

其中: 𝑓 ∈ R𝑚为给定的向量, 𝑘 ∈ R𝑛为反馈增益向

量. 对于任意一种故障模式𝜙𝑖 ∈ Φ,参数空间向量和

反馈增益向量之间存在如下线性关系:

𝑝 = 𝑎+ 𝑇𝑖𝑘. (16)

其中: 𝑎 = [𝑎0, 𝑎1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛−1]
T是被控系统的特征多项

式系数,满足

det(𝑠I𝑛 −𝐴) = 𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0;

𝑇𝑖 = [𝐻0𝐵𝜙𝑖𝑓,𝐻1𝐵𝜙𝑖𝑓, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐻𝑛−1𝐵𝜙𝑖𝑓 ]
T,

adj(𝑠I𝑛 −𝐴) = 𝐻𝑛−1𝑠
𝑛−1 +𝐻𝑛−2𝑠

𝑛−2 + ⋅ ⋅ ⋅+
𝐻1𝑠+𝐻0;⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎1

1 𝑎𝑛−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎2

1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎3
. . .

...

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴𝑛−1

𝐴𝑛−2

𝐴𝑛−3

...

𝐴0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐻0

𝐻1

𝐻2

...

𝐻𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

定义 2 对于某种故障模式𝜙𝑖 ∈ Φ,在状态反馈

下,参数空间 ℓ𝑝对应的反馈增益向量的取值范围称为

反馈增益向量空间,记为 ℓ𝑖𝑘,可以表示为

ℓ𝑖𝑘 = {𝑘∣𝑝 = 𝑎+ 𝑇𝑖𝑘, 𝑝 ∈ ℓ𝑝, 𝜙𝑖 ∈ Φ}. (17)

定理 2 对于每种故障模式𝜙𝑖 ∈ Φ,圆形极点配

置区域 ℓ𝑠对应的反馈增益向量空间 ℓ𝑖𝑘是个三角形区

域,可以表示为

ℓ𝑖𝑘 = {𝑘∣𝑘T𝑀𝑖 ⩽ 𝑞T𝑘 , 𝑀𝑖 ∈ R2×3, 𝑞𝑘 ∈ R3}. (18)

其中: 𝑀𝑖 = 𝑇 T
𝑖 𝐿, 𝑞T𝑘 = 𝑞T − 𝑎T𝐿.

证证证明明明 由式 (16)有 𝑝T = 𝑎T + 𝑘T𝑇 T
𝑖 , 又由定理 1

有 𝑝 ∈ ℓ𝑝 ⇔ 𝑝T𝐿 ⩽ 𝑞T, 则 (𝑎T + 𝑘T𝑇 T
𝑖 )𝐿 ⩽ 𝑞T, 即

𝑘T𝑇 T
𝑖 𝐿 ⩽ 𝑞T − 𝑎T𝐿. 记𝑀𝑖 = 𝑇 T

𝑖 𝐿, 𝑞T𝑘 = 𝑞T − 𝑎T𝐿,有

𝑘T𝑀𝑖 ⩽ 𝑞T𝑘 . 2
各种故障模式下反馈增益向量空间 ℓ𝑖𝑘的交集构

成容错反馈增益向量定义域 ℓ𝑘,即

ℓ𝑘 =

𝑁∩
𝑖=0

ℓ𝑖. (19)

注 1 当反馈增益向量在 ℓ𝑘中取值时,无论系统

执行器发生何种故障,在状态反馈控制的作用下均能

保证闭环系统的极点位于 ℓ𝑠内.但是,由于可容错条

件的限制,不排除 ℓ𝑘为空集的可能性,此时不存在任

何故障模式下都能将闭环系统极点配置在 ℓ𝑠内的状

态反馈矩阵. 因此,为了保证闭环系统的容错性能,需

要适当放大 ℓ𝑠.

4 容容容错错错吸吸吸引引引域域域的的的椭椭椭圆圆圆逼逼逼近近近

上述推导给出了容错反馈增益向量的定义域,但

当考虑执行器的幅值约束时,闭环系统的吸引域将不

再是全局的. 因此,需要合理给出容错吸引域的定义,

并进行估计.为了估计容错吸引域,本文采用不变椭

圆逼近的方法.

定义 3 设Ω为包含平衡点的状态集合,如果从

Ω出发的任意初始状态均能收敛于平衡点,而不论在

状态转移过程中发生Φ内的何种故障,则称Ω是个容

错吸引域,可以表示为

Ω = {𝑥(0)∣ lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0, ∀𝜙𝑖(𝑡) ∈ Φ, 𝑡 > 0}, (20)

其中𝜙i(𝑡)表示在 𝑡时刻发生故障𝜙i.
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定理 3 令Ω(𝑃 ) = {𝑥∣𝑥T𝑃𝑥 < 1, 𝑥 ∈ 𝐿(𝐹 )},若

(𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 ) < 0, ∀𝜙𝑖 ∈ Φ, (21)

则Ω(𝑃 )是容错吸引椭圆.

证证证明明明 令𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥, 则有 �̇� (𝑥) = �̇�T𝑃𝑥 +

𝑥T𝑃�̇�. 当𝑥 ∈ 𝐿(𝐹 )时,闭环系统为 �̇� = (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )𝑥,

代入式 (21),得到

�̇� (𝑥) = 𝑥T[(𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )]𝑥.

则当 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 ) < 0时, 𝑉 (𝑥) =

𝑥T𝑃𝑥是递减的,即后续状态均满足

𝑥(𝑡)T𝑃𝑥(𝑡) < 𝑥(0)T𝑃𝑥(0) < 1.

由此可见,椭圆是不变的,且 lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0. 另一方面,

对于任意𝜙𝑖, 椭圆的不变性仍成立. 因此, 当满足式

(21)时, Ω(𝑃 )是容错吸引椭圆. 2
由于Ω(𝑃 )位于𝐿(𝐹 )内, 且𝐹尚未确定, 为了最

大化Ω(𝑃 ),可以通过一个包含在Ω(𝑃 )内的参考椭圆

的缩放进行优化. 采用这种方法能够同时优化容错

吸引椭圆和状态反馈矩阵. 为了进一步保证闭环系

统的收敛性能,需要附加约束 𝑘 ∈ ℓ𝑘. 记参考椭圆为

Ω(𝑅) = {𝑥∣𝑥T𝑅𝑥 < 1, 𝑅 > 0},缩放系数为𝛼,则优化

时所依据的包含关系为

𝛼Ω(𝑅) ⊂ Ω(𝑃 ) ⊂ 𝐿(𝐹 ). (22)

在式 (22)的约束下, 通过最大化𝛼, 能得到容错

吸引域的椭圆逼近以及相应的状态反馈矩阵.

定理 4 当 ℓ𝑘非空时, Ω(𝑃 )的最大化可以通过

求解以下优化问题得到:

min
𝑃>0, 𝐹

𝛾.

s.t. 𝑃 ⩽ 𝛾𝑅;[
𝑐2𝑖 𝑒𝑗𝐹

𝐹 T𝑒T𝑗 𝑃

]
⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

(𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 ) < 0,

− 𝑓+𝐹𝑀𝑖 ⩽ 𝑞T𝑘 , 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (23)

其中 𝑒𝑗是个行向量,第 𝑗个元素为 1,其余元素为 0.

证证证明明明 令 𝛾 = 1/𝛼2,由于

𝛼Ω(𝑅) = {𝛼𝑥∣𝑥 ∈ Ω(𝑅)} = {𝛼𝑥∣(𝛼𝑥)T𝛾𝑅(𝛼𝑥) < 1},
有𝛼Ω(𝑅) ⊂ Ω(𝑃 ) ⇔ 𝑃 ⩽ 𝛾𝑅. 又因为

Ω(𝑃 ) ⊂ 𝐿(𝐹 ) ⇔ 𝑓T𝑖 𝑃
−1𝑓𝑖 ⩽ 𝑐2𝑖 ,

𝑓T𝑖 = 𝑒𝑖𝐹, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

当𝑃 > 0时,由 Schor补,得到[
𝑐2𝑖 𝑒𝑖𝐹

𝐹 T𝑒T𝑖 𝑃

]
⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

为了保证线性域内的椭圆是容错吸引的,需要满

足 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 ) < 0.

闭环系统的收敛性能由约束 𝑘 ∈ ℓ𝑘保证. 由式

(15),有 𝑘T = −𝑓+𝐹 ,其中 𝑓+是 𝑓的M-P逆. 又因为

𝑘 ∈ ℓ𝑘 ⇔ {𝑘∣𝑘T𝑀𝑖 ⩽ 𝑞T𝑘 , 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁},
状态反馈矩阵应满足不等式组约束−𝑓+𝐹𝑀𝑖 ⩽ 𝑞T𝑘 ,

𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

Ω(𝑃 )的最大化通过参考椭圆的最大化 (即 𝛾的

最小化)实现.当ℓ𝑘非空时, ∃𝑘 ∈ ℓ𝑘, ∃𝐹 满足−𝑓+𝐹𝑀𝑖

⩽ 𝑞T𝑘 , 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 然后由李亚普诺夫定理,在线

性域内 ∃𝑃 满足 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 ) < 0.

最后由𝑃 ⩽ 𝛾𝑅易得到 𝛾的最小值. 因此, 当 ℓ𝑘非空

时,式 (26)的解总是存在的.

综合上述, Ω(𝑃 )的最大化可以通过求解式 (23)

实现. 2
式 (23)涉及到BMI的求解问题, 这类问题目前

还没有通用的求解方法. 近几年,针对BMI问题虽然

出现了一些求解软件包,但均存在一定的局限性. 本

文认为求解BMI问题最好的方法是具体问题具体分

析,根据问题的特定性质来设计算法程序.

由定理 4的证明过程易知, 𝐹 与 𝛾存在一一对应

关系, 则 𝛾可以表示为 𝑘的函数, 即 𝛾 = 𝑓(𝑘), 其中

𝑓(⋅)由以下LMI定义:

min
𝑃

𝛾.

s.t. 𝑃 ⩽ 𝛾𝑅;[
𝑐2𝑖 𝑒𝑗𝐹

𝐹 T𝑒T𝑗 𝑃

]
⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

(𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 )T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝜙𝑖𝐹 ) < 0. (24)

则式 (23)的求解等价于求解以下优化问题:

min 𝛾 = 𝑓(𝑘);

s.t. 𝐴𝑖𝑒𝑘 ⩽ 𝑏𝑖𝑒. (25)

其中: 𝐴𝑖𝑒 = [𝑀T
0 𝑀T

1 𝑀T
2 ]

T, 𝑏𝑖𝑒 = [𝑞𝑘 𝑞𝑘 𝑞𝑘]
T.

5 仿仿仿真真真实实实例例例

以超机动飞机F-18纵向运动的短周期近似动态

为例[13],在马赫数为 0.6,高度为 9 144 m,配平攻角为

5.2°下,飞机的短周期运动方程为[
�̇�

𝑞

]
=

[
−0.509 0.994

−1.13 −0.28

][
𝛼

𝑞

]
+[

−0.093 −0.018

−6.57 −1.53

][
𝛿𝑒

𝛿𝑝𝑡𝑣

]
. (26)

其中: 状态变量𝛼和 𝑞分别为攻角 (∘)和俯仰角速率

(∘/𝑠),控制量 𝛿𝑒和 𝛿𝑝𝑡𝑣分别为升降舵偏角 (∘)和俯仰

推力矢量角 (∘). 𝛿𝑒和 𝛿𝑝𝑡𝑣的幅值约束如下:[
−17∘

−30∘

]
⩽

[
𝛿𝑒

𝛿𝑝𝑡𝑣

]
⩽

[
17∘

30∘

]
. (27)
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设参考椭圆的系数阵𝑅为单位阵,圆形极点配置

区域的参数为 𝑣 = 10, 𝑟 = 8,状态反馈矩阵并矢结构

中的向量 𝑓 = [1 2]T,则通过求解式 (23)可得

𝐹 =

[
0.039 2 0.037 3

0.078 3 0.074 6

]
, 𝑃 =

[
0.007 7 0.004 2

0.004 2 0.007 3

]
,

𝛾 = 0.011 7.

其中: 𝐹 为状态反馈矩阵, 𝑃 为最大线性容错吸引椭

圆的系数阵, 𝛾为目标值. 反馈控制下的状态轨迹如

图 2所示,其中虚线是参考椭圆,实线是线性域,两者

之间是线性容错吸引椭圆.
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图 2 反馈控制下的状态轨迹

为了进一步验证系统在执行器发生故障情况下

的性能,任意选取线性容错吸引椭圆上的点, 并以它

们为系统的初始状态. 根据上述计算得到的状态反馈

阵, 对系统进行仿真, 得到若干状态轨线如图 2中的

点线所示. 可见,椭圆Ω(𝑃 )是吸引的.

图 2中𝐴1点坐标为 (−11.39, 13.05), 假设在 𝑡 =

1 s时俯仰推力矢量角为 0,则在状态反馈下其状态响

应和控制量的变化曲线如图 3和图 4所示. 由图 3和

图 4可以看出, 状态能较快趋近于平衡点, 且俯仰推

力矢量舵机的故障并不影响闭环系统的性能.
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图 3 状态响应曲线
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图 4 控制量变化曲线

为了体现本文方法在解决饱和问题和容错问题

方面所具有的优势, 以下给出一些仿真对比结果.当

不考虑执行器故障时,令式 (23)中的 𝑖 = 0,求解该式

可得

𝐹 =

[
0.005 7 0.015 7

0.011 4 0.031 4

]
, 𝑃 =

[
0.000 9 0.000 1

0.000 1 0.001 1

]
,

𝛾 = 0.001 1.

由此得到的饱和吸引域与容错吸引椭圆的对比结果

如图 5所示, 分别对应实线和虚线. 容易看出, 饱和

吸引域比容错吸引椭圆要大得多. 进一步分析, 根

据求得的反馈增益向量,由式 (16)和 (6),可以求得俯

仰推力偏转执行器完全失效后闭环系统的特征根为

−1.276 4 ± 1.067 6 i. 将它们代入式 (4), 经计算可知,

该共轭复根位于圆形极点配置区域 ℓ𝑠外,不满足设计

要求. 因此,虽然容错吸引椭圆比饱和吸引域小,但它

能够保证执行器故障下闭环系统的性能.
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图 5 饱和吸引域与容错吸引椭圆

6 结结结 论论论

本文提出了一种估计二阶饱和线性系统容错吸

引域的方法, 该方法能够以多种方式进行扩展,如对

状态反馈矩阵进行优化的参考集可以选为多边形等.

另外, 本文只限于讨论线性域内的容错吸引域,而实

际上线性域外存在容错吸引域的可能性,这是一个可

以进一步研究的课题.且本文的研究对象是二阶系统,

对于高阶系统而言,如何给出反馈增益向量定义域是

值得研究的问题.
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