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压电与导体双材料界面端的奇异性研究 
周一波，李晓叶，王效贵 

(浙江工业大学机械工程学院，杭州 310014) 

摘  要：提出了一种求解平面应变条件下横观各向同性压电与导体双材料界面端的应力及电位移奇异性的特征值

法。基于横观各向同性压电材料的基本方程和一阶近似假设，利用分离变量形式的位移函数和电势函数，导出了

关于应力和电位移奇异性指数的奇异性特征方程。求解由无网格法离散的特征方程，即可得到应力和电位移的各

阶奇异性指数，同时还可得到相应的应力和电位移角函数。数值计算结果与文献中给出的结果非常吻合，表明该

方法具有很高的精度和效率。 
关键词：界面端；特征值法；奇异性；无网格法；压电材料 
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SINGULARITIES IN THE WEDGE OF PIEZOELECTRIC  
MEDIA AND CONDUCTOR 

ZHOU Yi-bo , LI Xiao-ye , WANG Xiao-gui 
(College of Mechanical Engineering, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310014, China) 

Abstract:  An eigenvalue method was proposed to study the singular stress field and the singular electric 
displacement field of a piezoelectric/conductor wedge under a plane strain state. Based on the fundamental 
equations of transversely isotropic piezoelectric materials and a first-order approximation assumption, the discrete 
characteristic equation was derived by using displacement functions and electric potential functions with 
separated variables and the meshless method. The eigenvalue is relative to the order of stress singularity and 
electric displacement singularity, and the associated eigenvector is with respect to the stress angular variations and 
electric displacement angular variations. The numerical results of both singularity orders and angular variations 
obtained by the proposed method agree with those presented in the reference literatures very well. The accuracy 
and efficiency of the proposed eigenvalue method were also verified.  
Key words:  interface wedge; eigenvalue method; singularity; meshless method; piezoelectric material 

 
压电材料由于其所具有的压电耦合效应，常与

其他材料(导体、复合材料或压电材料)组成各种不
同的结构，广泛应用于制作传感器、致动器、换能

器等压电器件[1]。 
压电材料与导体接合时，在界面端存在几何或

材料不连续现象，从而导致应力和电位移奇异。界

面端奇异点附近的应力场可能以多重奇异性叠加

的形式出现，在某些方向(如与最强的奇异性指数对
应的应力角函数为零的方向)上甚至是较弱的应力

奇异性占支配地位[2]。因此，为了建立适合压电接

合材料的强度和可靠性的评价方法，必须确定描述

奇异点附近的应力场和电位移场的各阶奇异性指

数以及相应角函数。 
压电接合材料界面端奇异应力场和电位移场

的研究，包括解析法[3―7]和数值方法[8―11]。Qin 和
Yu[3]研究了压电/压电接合材料中存在一条与双材
料界面斜交裂纹的平面问题；针对特征方程有三重

根、二重根和无重根的压电材料，文献[4―5]导出
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了轴对称变形情况下压电双材料界面端奇异应力

场和电位移场的解析表达式；Xu 和 Rajapakse[6]导

出了平面变形情况下复合压电材料楔形切口与接

头端部的奇异电弹性场，并考察了材料属性、接合

角和极化方向的影响；Chue 和 Chen[7]利用特征值

法，研究了压电材料楔形切口端部广义平面电弹性

场的奇异性问题。数值研究方面，文献[8―9]提出
了一种求解压电材料中切口/接头端部平面电弹性
场奇异性的一维有限元法；文献[10―11]利用一种
全数值法对双压电材料下裂纹的力电耦合奇异场

进行数值计算；文献[12―13]提出了一种分析双材
料界面端应力奇异行为的特征值法，该方法不但能

够得到界面端奇异应力场的各阶奇异性指数和相

应的角函数，与真实载荷作用下应力场的数值解相

结合还可确定应力强度因子；文献[14]提出了一种
确定广义平面应变情况下各向异性弹性接合材料

界面端应力奇异性次数的一维特殊有限元法。此

外，李兴民和雷振坤[15]对双材料界面端应力奇异性

进行了数字光弹性分析。 
本文将借鉴文献[12―13]的思路，将作者提出

的特征值法拓展应用于压电/导体接合材料，研究界
面端电弹性场的奇异行为，考察接合角和极化角对

奇异性阶次和强弱的影响。 
z′

( )y y ′

( )x x ′

 
图 1  压电材料楔形体 

Fig.1  A piezoelectric wedge 

1  压电材料的基本方程 

横观各向同性压电材料的楔形体模型如图 1所
示，材料的各向同性平面位于 ( , )x y′ ′ 面内，极化方
向沿着 z′轴。材料主轴坐标系 ( , , )x y z′ ′ ′ 与整体坐标
系 ( , , )x y z 的关系为：材料坐标轴 x′和 y′分别与整
体坐标轴 x和 y一致，极化轴 z′与整体坐标轴 z的
夹角为β (称为极化角，逆时针方向为正)。 

平面应变条件下( 0yy yz xy yEε ε ε= = = = )，横

观各向同性压电材料在整体坐标系 ( , )x z 下的本构
方程为： 

=σ Lε                   (1) 
其中： 

{ }T
xx zz xz x zD Dσ σ σ=σ ； 

{ }T2xx zz xz x zE Eε ε ε=ε ； 

11 12 13 11 21

12 22 23 12 22

13 23 33 13 23

11 12 13 11 12

21 22 23 12 22

a a a b b
a a a b b
a a a b b
b b b d d
b b b d d

− − 
 − − 
 = − −
 
 
  

L 。   (2) 

式中， ijε 、 ijσ 、 iE 和 iD 分别代表应变、应力、电
场和电位移； kla 、 klb 和 kld 分别代表弹性系数、压
电系数和介电系数，具体表达式参见文献[6]。 
为了研究楔形体角点O附近区域的应力和电

位移奇异性，需要把直角坐标系 ( , )x z 下的本构方
程式(1)转换到极坐标系 ( , )r θ 下。直角坐标系下的

应变和电场分量，可用极坐标下的位移和电势表示

为： 

 1 2 3
1 1

r r rθ
∂ ∂ = + + ∂ ∂ 

%ε D D D u        (3) 

式中： 

{ }T
ru uθ ϕ=%u ； 
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 −
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 −
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D ； 
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− 

D ； 

2

2

2 2
3

0

0

2 0
0 0 0
0 0 0

p pc
c pc

pc p c

 
 

− 
 = − − 
 
 
 

D 。     (4) 

这里，为了书写简洁，引入表达式： 
cosc θ= , sinp θ=          (5) 

应力和电位移分量的坐标转换关系为： 
=σ Tσ%              (6) 

式中： 

{ }T
rr r rD Dθθ θ θσ σ σ=σ% ； 
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2 2

2 2

2 2

2 0 0

2 0 0

0 0
0 0 0
0 0 0

c p pc
p c pc
pc pc c p

c p
p c

 
 

− 
 = − − 
 
 

− 

T 。   (7) 

联立式(1)、式(3)和式(6)，可得： 

1 2 3
1 1

r r rθ
∂ ∂ = + + ∂ ∂ 

% % % %%σ D D D u      (8) 

式中： 
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( ) ( ) ( )
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θ θ θ

θ θ θ
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D TLD% ； 
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r
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r
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θ ϕ
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θ ϕ
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D TLD% ；  (9) 
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r
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r
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 = =  
 
 
  

D TLD% 。 

矩阵中的元素 ( )a θ 、 ( )b θ 和 ( )d θ ，均为只与角变

量θ 有关的函数。 
基于式(1)和式(3)，直角坐标系下的平衡方程可

用 u%表示为： 

5 32
4 1r r r r rθ θ

∂ ∂ ∂ ∂   = + + +   ∂ ∂ ∂ ∂   
%

D DDf D L D u  

(10) 
式中： 

{ }T
x z Df f f=f ； 

4

0 0 0
0 0 0
0 0 0

c p
p c

c p

 
 =  
  

D ； 

5

0 0 0
0 0 0
0 0 0

p c
c p

p c

− 
 = − 
 − 

D 。    (11) 

由式(10)，利用坐标变换，可得极坐标系下的平衡
方程： 

5 32
4 1r r r r rθ θ

∂ ∂ ∂ ∂   = + + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

D DDf M D L D u% % (12) 

式中： 

{ }T
r Df f fθ=f% ； 

0
0

0 0 1

c p
p c

 
 = − 
  

M 。         (13) 

压电和导体的楔形接合模型如图 2所示。导体
材料占据的区域为 0 1θ θ θ≤ ≤ ，压电材料占据的区

域为 2 0θ θ θ− ≤ ≤ ，双材料界面为 0θ θ= 。边界OA
和OB上的自由表面条件为： 

,1 1 ,1 1( ) ( ) 0rθθ θσ θ σ θ= = ， 

,2 2 ,2 2 ,2 2( ) ( ) ( ) 0r Dθθ θ θσ θ σ θ θ= = = 。  (14) 

界面 OC上的连续边界条件为： 

,1 0 ,2 0

,1 0 ,2 0

2 0

,1 0 ,2 0

,1 0 ,2 0

( ) ( )
( ) ( )

( ) 0
( ) ( )
( ) ( )

r r

r r

u u
u uθ θ

θθ θθ

θ θ

θ θ

θ θ

ϕ θ
σ θ σ θ

σ θ σ θ

=
 =
 =
 =
 =

        (15) 

z′

 
图 2  双材料接合模型 

Fig.2  A bi-material system 

基于一阶近似假设，界面端O附近的位移和电
势可表示成如下变量分离的级数形式： 

{ }T
( ) ( ) ( )s s

rr Λ r θ ϕΛ θ Λ θ Λ θ= =u%  (16) 

式中：s是奇异特征值； ( )rΛ θ 和 ( )θΛ θ 分别表示 r
向和θ 向的位移角函数； ( )ϕΛ θ 表示电势角函数。

将式(16)代入式(8)，可得分离变量形式的应力和电
位移： 

1Σsr −=σ%               (17) 
式中： 

{ }T( ) ( ) ( ) ( ) ( )rr r rθθ θ θθ θ θ θ θ∑ = ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ =      

2 1 3s Λ
θ
∂ + + ∂ 

D D D% % %                 (18) 

这里， ( )rr θ∑ 、 ( )rθ θ∑ 和 ( )θθ θ∑ 表示应力角函数，
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( )r θ∑ 和 ( )θ θ∑ 表示电位移角函数。 

联立式(14)、式(15)、式(16)和式(17)，可得用
角函数表示的自由边界条件： 

,1 1 ,1 1

,2 2 ,2 2

,2 2

( ) ( ) 0
( ) ( ) 0

( ) 0

r

r

θθ θ

θθ θ

θ

θ θ

θ θ

θ

∑ = ∑ =


∑ = ∑ =
∑ =

       (19) 

以及界面连续条件： 

,1 0 ,2 0

,1 0 ,2 0

,2 0

,1 0 ,2 0

,1 0 ,2 0

( ) ( )
( ) ( )
( ) 0

( ) ( )
( ) ( )

r r

r r

θ θ

ϕ

θθ θθ

θ θ

Λ θ Λ θ

Λ θ Λ θ

Λ θ

θ θ

θ θ

 =


=
 =
∑ = ∑
∑ = ∑

          (20) 

同理，将式(16)应用于平衡式(12)并且消除公因子
2sr − ，可得： 

2( ) 0s s Λ+ + =A B C         (21) 

式中： 
4 1=A MD LD ； 

4 2 5 1 4 3 4 1( )
θ
∂

= + + −
∂

B MD LD MD LD MD LD MD LD ；

2

5 2 5 32 θθ
∂ ∂

= +
∂∂

C MD LD MD LD 。           (22) 

矩阵 Α、Β和C 的阶次均为3 3× 。 
降阶后的平衡方程式(21)、自由边界条件式(19)

和界面连续条件式(20)，构成了一个仅与角变量θ
以及奇异特征值 s有关的一维边值问题。 

2  数值算法 

采用无网格法求解上述一维边值问题时，给压

电/导体双材料模型的每种材料占据的区域分配各
自独立的节点。位于双材料界面上坐标相同的节点

对分属于不同的材料，因而插值函数亦不同。位移

和电势角函数及其导数的近似形式为: 

, , , ,

, , , ,

, , , ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

j
k i j k i k k i k

j
k i j k i k k i k

j
k i j k i k k i k

N N Λ

N N Λ

N N Λ

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ

Λ θ θ Λ θ

Λ θ θ Λ θ

Λ θ θ Λ θ

 = =
 ′ ′ ′= =


′′ ′′ ′′= =

    (23) 

式中： kn 表示材料所属区域 k 内的节点个数；

,
j

kζΛ ( , , )rζ θ ϕ= 表示区域 k 的第 j个节点的位移
角函数； , ( )j k iN θ 表示核函数的中心固定于 iθ 且相

应于区域 k 的第 j个节点的插值函数； , ( )j k iN θ′ 和 

 

, ( )j k iN θ′′ 分别表示插值函数的一阶和二阶导数，重

复指标 j在1 ~ kn 范围内求和。 

将式(23)依次应用于降阶后的自由边界条件 
式(19)、界面连续条件式(20)和平衡式(21)，可得： 

,1 ,1

,1 ,1

,2 ,2 ,2

,2 ,2 ,2

,2 ,2 ,2

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

r

r
r r

r

r
r r r
r

s

θ
θθ θθ

θ
θ θ

θ ϕ
θθ θθ θθ

θ ϕ
θ θ θ

θ ϕ
θ θ θ

  
  
  
   +  
  
  
   

κ κ

κ κ
κ κ κ

κ κ κ
κ κ κ

 

,1 ,1 ,1

,1 ,1 ,1

,2,2 ,2 ,2

,2,2 ,2 ,2

,2
,2 ,2 ,2

0 0 0

0 0 0
00 0

0 0

0 0

r
r

r
r r

r
r

r
r r r
r

Λ
Λ
Λ
Λ
Λ

θ
θθ θθ

θ
θ θ θ

θ ϕ
θθ θθ θθ

θ ϕ
θθ θ θ

θ ϕ ϕ
θ θ θ

            =  
  
  
     

χ χ

χ χ
χ χ χ

χ χ χ
χ χ χ

(24) 

,1 ,1 ,2 ,2 ,2

,1 ,1 ,2 ,2 ,2

1 2

1 2

,1 ,1 ,2 ,2 ,2

,1 ,1 ,2 ,2 ,2

2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
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r r r r r
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s θ θ ϕ
θθ θθ θθ θθ θθ

θ θ ϕ
θ θ θ θ θ

θ θ ϕ
θθ θθ θθ θθ θθ

θ θ ϕ
θ θ θ θ θ

  
  
  
   +− − −  
  − − − 
    

−
 −
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κ κ κ κ κ
κ κ κ κ κ

N N
N N

χ χ χ χ χ

χ χ χ χ χ
N
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,2

0

r
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Λ
Λ
Λ
Λ
Λ

θ

θ

ϕ

  
  
     =            

(25) 
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r
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θ
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θ ϕ
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r
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,1 ,1 ,1

,1 ,1 ,1

,2,2 ,2 ,2

,2,2 ,2 ,2

,2
,2 ,2 ,2

0 0 0

0 0 0
00 0

0 0

0 0

r
r r r
r

r
rr r r

r

r

Λ
Λ
Λ
Λ
Λ

θ

θ
θ θ θ

θ ϕ

θ ϕ
θθ θ θ

θ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

            =  
  
  
      

C C
C C

C C C
C C C
C C C

  (26) 

各子矩阵的详细表达式为： 

, 4 1 ,[ ] ( ) ( )k ij j k iNτ τ
ζ ζ θ=A MD LD ； 

, 4 2 5 1 ,[ ] ( ) ( )k ij j k iNτ τ
ζ ζ θ′= + +Β MD LD MD LD  

4 3 4 1 ,( ) ( )j k iNτ
ζ θ−MD LD MD LD ； 

, 5 2 ,[ ] ( ) ( )k ij j k iNτ τ
ζ ζ θ′′= +C MD LD  

5 3 ,( ) ( )j k iNτ
ζ θ′MD LD ； 

, , ,[ ( )] ( ) ( )k i j k i j k ia Nτ τ
ξ ξθ θ θ=κ ； 

, , , , ,[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )k i j k i j k i k i j k ib N d Nτ τ τ
ξ ξ ξθ θ θ θ θ′= +χ 。(27) 

这里，指标τ 和ζ 的取值为 r、θ 和ϕ，下标ξ 的

取值为θ 、θθ 和 rθ 。 
位于边界OB和OC上的节点，需满足自由边

界条件式(24)；位于界面OA上的节点，需满足界面
连续条件式(25)；其余的内部节点，则需满足平衡
方程式(26)。用边界条件式(24)和式(25)依次替换平
衡方程式(26)中的对应行，可得到关于奇异特征值
s的非线性特征方程： 

2ˆ ˆˆ( ) 0s s+ + =A B C x            (28) 

其中： 

{ }T
,1 ,1 ,2 ,2 ,2r rΛ Λ Λ Λ Λθ θ ϕ=x     (29) 

非线性特征方程式(28)，可转化为如下关于 1sω −=

的标准特征方程： 

1 1

0
ˆ ˆ ˆ ˆ ω

ω ω− −

     
=    

− −     

I x x
x xC A C B

     (30) 

数值求解式(30)，可以得到应力和电位移的奇
异性指数 (1 )s− 、位移角函数和电势角函数。把 Λ的
数值结果代入式(18)，可得对应于各阶奇异性的应
力和电位移角函数。 
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图 3  无网格节点分布示意图 

Fig.3  Distribution of the meshless scattered points 

3  算例 

双材料界面端模型如图 2所示。采用无网格进
行求解时，节点分布由两个隶属不同材料区域的、

各自独立的节点分布组成，如图 3所示。实心点表
示材料 1的节点分布，空心圆表示材料 2的节点分
布。位于界面上的两节点，尽管角坐标相同，但由

于分属于不同的节点分布，故而插值函数不同。 
算例 1. 双材料界面端模型的界面角 0 0θ = °，接合
角 1 90θ = °和 2 90θ = °，横观各向同性压电材料和导
体分别为 PZT-4(极化角 90β = ° )和 Al，材料常数参

见文献[6]。 
数值计算发现，此时只有一个实数奇异性指数

1 0.047446s− = ，与文献[6]中的结果一致。把与
(1 )s− 相应的特征向量代入式(18)，得到离散的应
力角函数( ( )rr iθ∑ 、 ( )iθθ θ∑ 和 ( )r iθ θ∑ )以及电位移
角函数( ( )r iθ∑ 和 ( )iθ θ∑ )。把 ( )rr iθ∑ 、 ( )iθθ θ∑ 和

( )r iθ θ∑ 逐个除以 ( )iθθ θ∑ 的最大值，即可得到归一

化的应力角函数，如图 4(a)所示；把 ( )r iθ∑ 和

( )iθ θ∑ 逐个除以 ( )iθ θ∑ 的最大值，则得到归一化

的电位移角函数，如图 4(b)所示。在双材料界面上，
( )iθθ θ∑ 和 ( )r iθ θ∑ 是连续的，然而 ( )rr iθ∑ 、 ( )r iθ∑

和 ( )iθ θ∑ 是不连续的。显然，本文计算结果与文

献[6]中的结果完全吻合。 

 
(a) 

 
(b) 

图 4  接合材料 PZT-4/Al的归一化应力和电位移角函数 
Fig.4  Normalized angular variations of the stress and electric 

displacement for a PZT-4/Al wedge 
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算例 2. 双材料界面端模型的界面角 0 0θ = °，接合
角 2 180θ = °，接合角 1θ 的取值介于 0°到 180°之间。
横观各向同性压电材料为 PZT-4(极化角 0β = ° )，

各向同性导体为 Ni，材料常数参见文献[6]。 
奇异性指数 (1 )s− 随接合角θ 的变化曲线如图

5 所示。当 1 66.75θ < °时，只有两重实数奇异性；
当 1 66.75θ > °时，有三重实数奇异性，并且奇异性
指数随着接合角 1θ 的增大而增强。在 1 180θ = °时，

PZT-4/Ni双材料界面端演变成界面裂纹，但是没有
出现振荡奇异性。 

奇
异
性
指
数

(
1－

s)

 
图 5  接合材料 PZT-4/Ni的奇异性指数 

随接合角θ 的变化曲线 
Fig.5  Variations of singularity orders with θ  for  

a PZT-4/Ni wedge 

当接合角 1 90θ = °时，三个实数奇异性指数分

别为 0.576334、0.421930和 0.203013，与其相应的
应力和电位移角函数的归一化曲线如图 6所示。 
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(f) 

图 6  三重实数奇异性时的归一化应力和电位移角函数 
Fig.6  Normalized angular variations of stress and electric 

displacement for three real singularity orders 

算例 3. PZT-4/Ni 双材料界面端模型的界面角
0 0θ = °，接合角 1 2 90θ θ= = °，压电材料 PZT-4的
极化角 β 取值介于–180°到 180°之间。 
奇异性指数 (1 )s− 和极化角 β 的关系曲线如
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图 7所示。极化角在 –180°与180°之间变化时，奇
异性指数随之发生周期性变化。当极化角的取值范

围分别为 –180 167β° − °≤ ≤ 、 102 91β− ° − °≤ ≤ 、

0 13β° °≤ ≤ 和 77 90β° °≤ ≤ 时，有两重实数奇异

性。当 91 0β− ° °≤ ≤ 和90 180β° °≤ ≤ 时，只有一

个 实 数 奇 异 性 ， 最 大 值 为 0.236297 。 当
167 102β− ° − °≤ ≤ 和13 77β° °≤ ≤ 时，表现出振

荡奇异性；极化角 β 的变化对奇异性指数的实部影
响很小，但是对虚部的影响非常大，并且在 β 为

–135°和 45°时虚部有最大值 0.107002i。极化角
45β = ° 时 振 荡 奇 异 性 指 数 为 0.070065 ±  

0.107002i，与其对应的应力和电位移角函数的归
一化曲线如图 8所示。 
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图 7  奇异性指数和极化角的关系曲线 

Fig.7  Relationship between singularity order and polarization 
angle 

归
一
化
的
应
力
角
函
数

 
(a) 

归
一
化
的
电
位
移
角
函
数

 
(b) 

归
一
化
的
应
力
角
函
数

 
(c) 

归
一
化
的
电
位
移
角
函
数

 
(d) 

图 8  振荡奇异性时的归一化应力和电位移角函数 
Fig.8  Normalized angular variations of stress and electric 

displacement for oscillating singularity 

4  结论 

基于本文建立的求解压电/导体接合材料界面
端奇异性问题的特征值法，通过三个典型算例研究

了材料组合、接合角和极化角对界面端电弹性场奇

异行为的影响，得到以下结论： 
(1) 基于一阶近似假设和变量分离的特征值

法，不但可以确定压电/导体接合材料界面端电弹性
场的各阶奇异性指数，还可给出相应的应力和电位

移角函数。 
(2) 界面端电弹性场的奇异性阶次和强弱，与双

材料模型的接合角和压电材料的极化角密切相关。 
(3) 基于特征值法得到的各阶奇异性指数和相

应角函数，结合真实载荷作用下界面端奇异电弹性

场的数值解，即可确定应力和电位移强度因子。 
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