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摘 要: 针对属性值为正态分布区间数而属性权重信息不完全的多属性群决策问题,定义了一些新的集成算子,即正

态分布区间数的加权算术平均 (NDINWAA)算子、正态分布区间数的有序加权平均 (NDINOWA)算子和正态分布区

间数的混合加权平均 (NDINHA)算子,进而提出一种基于正态分布区间数的信息不完全的多属性群决策方法.该方

法利用NDINWAA算子和NDINHA算子对正态分布区间数属性值进行集成,利用正态分布区间数属性值的方差,通

过建立优化模型确定最优属性权重,利用期望-方差准则对方案进行排序并择优.实例分析表明了该方法的可行性和

有效性.
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Abstract：：：For multiple attribute group decision making problems, in which the attribute values are normal distribution

interval numbers and the attribute weight information is incomplete, some new aggregation operators are defined, such as the

normal distribution interval number weighted arithmetic averaging(NDINWAA) operator, the normal distribution interval

number ordered weighted averaging(NDINOWA) operator and the normal distribution interval number hybrid weighted

averaging(NDINHA) operator. Then an approach is developed for solving multiple attribute group decision making based

on normal distribution interval number with incomplete information. In this method, normal distribution interval number

attribute values are aggregated by the NDINWAA operator and the NDINHA operator, some optimal models are constructed

to determine the optimal attribute weights by using the variance of normal distribution interval number attribute values, and

ranking of alternatives is performed by using expectation-variance principle. Finally, an example shows the effectiveness of

this method.
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1 引引引 言言言

多属性决策理论与方法的研究已成为决策科

学、信息科学、系统科学和管理科学等领域中一个十

分活跃的课题, 在工程设计、经济、管理及军事等诸

多领域有着广泛的实际应用背景. 由于客观事物的

复杂性、不确定性以及人类思维的模糊性,采用确定

的信息来刻画复杂问题在很多场合并不现实,也不符

合实际.在实际的决策过程中,一方面,人们往往很难

给出属性值的具体数值,而用区间数表示更方便也更

适合;另一方面,人们很难给出属性权重的确定值,或

不能对属性间的重要性程度进行两两比较,进而不能

由AHP (层次分析法)和ANP (网络层次分析法)等方

法确定属性权重,但通常能以不完全信息的形式给出

属性权重之间的关系.因此,对于这类属性值为区间

数而属性权重信息不完全的多属性决策理论与方法

的研究有着重要的理论和实际意义.

目前,有关这方面的研究虽已引起重视,但还不

够成熟[1-6]. 特别在属性值为区间数的多属性决策问
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题中,将属性值视为一个随机变量,认为其落在某个

区间数内.但现有文献很少说明变量落在区间数内的

分布规律[1-5],仅有少量文献进行了说明.如文献 [7,8]

认为其服从均匀分布,文献 [6,9]认为其服从正态分

布.事实上,属性评价值服从正态分布更合理,为此本

文针对属性值为正态分布区间数而属性权重信息不

完全的多属性群决策问题,给出了正态分布区间数的

几种集成算子.并在群体决策情形下,提出一种基于

正态分布区间数的信息不完全的多属性群决策方法.

2 正正正态态态分分分布布布区区区间间间数数数及及及其其其集集集成成成算算算子子子

在决策过程中,设𝐴= {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为方案
集, 𝐼={𝐼1, 𝐼2,⋅ ⋅ ⋅, 𝐼𝑛}为属性集,决策者给出方案𝐴𝑖∈
𝐴(𝑖 = 1, 2,⋅ ⋅ ⋅,𝑚)在属性 𝐼𝑗 ∈ 𝐼(𝑗 = 1, 2,⋅ ⋅ ⋅, 𝑛)下的属
性值为 �̃�𝑖𝑗 , 其中 �̃�𝑖𝑗 = [𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 ]为区间数且已经规范

化[4](根据数据规范化处理的知识, 可假定区间数均

为非负区间数).一般认为,在区间数 [𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 ]中,上下

限之间的各个数值取值机会均等, 即服从均匀分布

(可称之为均匀分布区间数). 但是, 由中心极限定理

可知, 决策者给出的属性值 𝑟𝑖𝑗具有稳定性, 属性值

趋于某一点即最可能的属性值, 𝑟𝑖𝑗是模糊随机变量,

故认为 𝑟𝑖𝑗服从以区间中点𝜇𝑖𝑗为均值的正态分布

𝑁(𝜇𝑖𝑗 , 𝜎
2
𝑖𝑗)更符合实际. 其中均值𝜇𝑖𝑗 =

1

2
(𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗),

并由正态分布的 3𝜎原则𝑃 (𝑟𝑖𝑗 ∈ [𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 ]) = 0.997 4,

可得方差𝜎𝑖𝑗 =
1

6
(𝑏𝑖𝑗 − 𝑎𝑖𝑗).

定定定义义义 1 设 �̃�= [𝑎, 𝑏]为区间数,若属性值 𝑟∈ [𝑎,

𝑏]且服从正态分布𝑁(𝜇, 𝜎2),则称 [𝑎, 𝑏]为正态分布区

间数,记作 𝛽 = {𝜇, 𝜎}.其中根据正态分布的 3𝜎原则,

均值𝜇和方差𝜎由下式确定:

𝜇 =
1

2
(𝑎+ 𝑏), (1)

𝜎 =
1

6
(𝑏− 𝑎). (2)

并令Ω为全体正态分布区间数的集合.

根据有限个相互独立的正态随机变量的线性组

合仍服从正态分布的性质,可定义正态分布区间数的

运算法则.

定定定义义义 2 设𝛽1 = {𝜇1, 𝜎1}和𝛽2 = {𝜇2, 𝜎2}是任
意的 2个正态分布区间数,则: 1) 𝛽1 ⊕ 𝛽2 = {𝜇1 + 𝜇2,√

𝜎2
1 + 𝜎2

2}; 2) 𝜆𝛽1 = {𝜆𝜇1, 𝜆𝜎1}, 𝜆 ⩾ 0.

易证: 1) 𝛽1⊕𝛽2 = 𝛽2⊕𝛽1; 2) 𝜆(𝛽1⊕𝛽2) = 𝜆𝛽1⊕
𝜆𝛽2, 𝜆 ⩾ 0; 3) 𝜆1𝛽1 ⊕ 𝜆2𝛽1 = (𝜆1 + 𝜆2)𝛽1, 𝜆1, 𝜆2 ⩾ 0.

针对均匀分布区间数的比较, 文献 [3-5]利用可

能度进行排序, 文献 [10]则提出一种期望-方差排序

方法,并证明了这种方法与带可能度排序法的一致性,

且简单易行.针对正态分布区间数的比较,文献 [9]给

出了一种带可能度的排序法,但该法繁琐.本文采用

期望-方差准则来定义正态分布区间数的一种比较与

排序方法.

定定定义义义 3 设 𝛽1 = {𝜇1, 𝜎1}和 𝛽2 = {𝜇2, 𝜎2}是任
意的 2个正态分布区间数,则:

1)若𝜇1<𝜇2,则 𝛽1小于 𝛽2,记作𝛽1<𝛽2.

2)若𝜇1=𝜇2,则:①若𝜎1=𝜎2,则 𝛽1等于 𝛽2,记

作 𝛽1 = 𝛽2;②若𝜎1 <𝜎2,则 𝛽1大于 𝛽2,记作 𝛽1 >𝛽2;

③若𝜎1>𝜎2,则𝛽1小于 𝛽2,记作𝛽1<𝛽2．

基于上述正态分布区间数的运算法则,下面给出

正态分布区间数的 3种集成算子:正态分布区间数的

加权算术平均 (NDINWAA)算子、正态分布区间数的

有序加权平均 (NDINOWA)算子和正态分布区间数的

混合加权平均 (NDINHA)算子,以便对基于正态分布

区间数的决策信息进行集成.

定定定义义义 4 设 𝛽𝑗 ={𝜇𝑗 , 𝜎𝑗}(𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)是一组
正态分布区间数,且设NDINWAA: Ω𝑛→Ω ,若

NDINWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝑤1𝛽1 ⊕ 𝑤2𝛽2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝑤𝑛𝛽𝑛. (3)

其中: 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T为𝛽𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的

加权向量, 𝑤𝑗 ∈ [0, 1], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 = 1. 则称

函数NDINWAA为正态分布区间数的加权算术平均

算子, 简称为NDINWAA算子. 特别地, 若𝑤 = (1/𝑛,

1/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 1/𝑛)T, 则相应的NDINWAA算子退化为正

态分布区间数的算术平均 (NDINAA)算子

NDINWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

1

𝑛
(𝛽1 ⊕ 𝛽2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝛽𝑛). (4)

根据定义 2,对式 (3)进一步推导,可得如下定理:

定定定理理理 1 设 𝛽𝑗 ={𝜇𝑗 , 𝜎𝑗}(𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)是一组
正态分布区间数, 𝑤=(𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)

T为𝛽𝑗(𝑗=1, 2,

⋅ ⋅ ⋅, 𝑛)的加权向量, 𝑤𝑗 ∈ [0, 1], 𝑗=1, 2,⋅ ⋅ ⋅, 𝑛,
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗=1,

则由式 (3)集成得到的结果仍为正态分布区间数,且

NDINWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) ={ 𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜇𝑗 ,

√√√⎷ 𝑛∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗𝜎

2
𝑗

}
. (5)

证证证明明明 由定义 2可知, 由式 (3)集成得到的结果

仍为正态分布区间数. 下面用数学归纳法证明式 (5)

成立.

1)当𝑛=2时,由于

𝑤1𝛽1 = {𝑤1𝜇1, 𝑤1𝜎1}, 𝑤2𝛽2 = {𝑤2𝜇2, 𝑤2𝜎2},
有

NDINWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2) = 𝑤1𝛽1 ⊕ 𝑤2𝛽2 =

{𝑤1𝜇1, 𝑤1𝜎1} ⊕ {𝑤2𝜇2, 𝑤2𝜎2} =
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{𝑤1𝜇1 + 𝑤2𝜇2,
√

(𝑤1𝜎1)2 + (𝑤2𝜎2)2} =

{𝑤1𝜇1 + 𝑤2𝜇2,
√

𝑤2
1𝜎

2
1 + 𝑤2

2𝜎
2
2}.

2)假设当𝑛=𝑘时,式 (5)成立,即

NDINWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑘) ={ 𝑘∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜇𝑗 ,

√√√⎷ 𝑘∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗𝜎

2
𝑗

}
,

则当𝑛=𝑘 + 1时,由定义 2可得

NDINWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑘, 𝛽𝑘+1) ={ 𝑘∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜇𝑗 ,

√√√⎷ 𝑘∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗𝜎

2
𝑗

}
⊕ 𝑤𝑘+1{𝜇𝑘+1, 𝜎𝑘+1} =

{ 𝑘∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜇𝑗 +

𝑤𝑘+1𝜇𝑘+1,

√√√√⎷(√√√⎷ 𝑘∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗𝜎

2
𝑗

)2

+ (𝑤𝑘+1𝜎𝑘+1)2
}
=

{ 𝑘+1∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜇𝑗 ,

√√√⎷𝑘+1∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗𝜎

2
𝑗

}
,

即当𝑛=𝑘 + 1时,式 (5)也成立.

综合上述 1)和 2)可知,对于一切𝑛∈𝑁 ,式 (5)均

成立.2
定定定义义义 5 设𝛽𝑗 ={𝜇𝑗 , 𝜎𝑗}(𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)是一组

正态分布区间数,且设NDINOWA: Ω𝑛→Ω ,若

NDINOWA𝜔(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝜔1𝛽𝜏(1) ⊕ 𝜔2𝛽𝜏(2) ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝜔𝑛𝛽𝜏(𝑛). (6)

其中: 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2,⋅ ⋅ ⋅, 𝜔𝑛)
T为与函数NDINOWA相关

联的加权向量, 𝜔𝑗 ∈ [0, 1], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
𝑛∑

𝑗=1

𝜔𝑗 = 1;

(𝜏(1), 𝜏(2),⋅ ⋅ ⋅, 𝜏(𝑛))为(1, 2,⋅ ⋅ ⋅, 𝑛)的一个置换,使得对

于任意 𝑗, 均有 𝛽𝜏(𝑗−1) ⩾ 𝛽𝜏(𝑗). 则称函数NDINOWA

为正态分布区间数的有序加权平均算子, 简称为

NDINOWA算子.特别地,若𝜔=(1/𝑛, 1/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 1/𝑛)T,

则相应的NDINOWA算子退化为正态分布区间数的

算术平均 (NDINAA)算子.

类似于定理 1, 由式 (6)集成得到的结果仍为正

态分布区间数,且

NDINOWA𝜔(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) ={ 𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗𝜇𝜏(𝑗),

√√√⎷ 𝑛∑
𝑗=1

𝜔2
𝑗𝜎

2
𝜏(𝑗)

}
. (7)

NDINOWA算子的根本特点是:对正态分布区间

数𝛽𝑗 = {𝜇𝑗 , 𝜎𝑗}(𝑗 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)按从大到小的顺序重
新排序后加权集成,且元素 𝛽𝑗与𝜔𝑗没有任何联系,则

𝜔𝑗只与集成过程的第 𝑗个位置有关.有关NDINOWA

算子的加权向量𝜔,文献 [11]已对目前主要的赋权方

法进行了综述,并给出了一种基于正态分布的赋权法.

定定定义义义 6 设 𝛽𝑗 ={𝜇𝑗 , 𝜎𝑗}(𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)是一组
正态分布区间数,且设NDINHA: Ω𝑛→Ω ,若

NDINHA𝑤,𝜔(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝜔1𝛽
′
𝜏(1) ⊕ 𝜔2𝛽

′
𝜏(2) ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝜔𝑛𝛽

′
𝜏(𝑛). (8)

其中: 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛)
T为与函数NDINHA相关

联的加权向量, 𝜔𝑗 ∈ [0, 1], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
𝑛∑

𝑗=1

𝜔𝑗 = 1;

𝛽′
𝜏(𝑗)为加权的正态分布区间数组 (𝑛𝑤1𝛽1, 𝑛𝑤2𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑛𝑤𝑛𝛽𝑛)中第 𝑗个最大的元素, 这里𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑤𝑛)

T是正态分布区间数组𝛽𝑗 = {𝜇𝑗 , 𝜎𝑗}(𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛)的加权向量, 𝑤𝑗 ∈ [0, 1], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗 = 1,

且𝑛是平衡因子. 则称函数NDINHA为正态分布区

间数的混合加权平均算子,简称为NDINHA算子.特

别地, 若𝜔 = (1/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 1/𝑛)T, 则函数NDINHA退化

为NDINWAA算子; 若𝑤 = (1/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅, 1/𝑛)T, 则函数

NDINHA退化为NDINOWA算子.

类似于式 (5)和 (7), 由式 (8)集成得到的结果仍

为正态分布区间数,且有

NDINHA𝑤,𝜔(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) ={ 𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗𝜇
′
𝜏(𝑗),

√√√⎷ 𝑛∑
𝑗=1

𝜔2
𝑗𝜎

′2
𝜏(𝑗)

}
. (9)

显然, NDINHA算子同时推广了NDINWAA算

子和NDINOWA算子,它不仅体现了正态分布区间数

自身的重要性,而且反映了正态分布区间数所在位置

的重要性程度.

3 基基基于于于正正正态态态分分分布布布区区区间间间数数数的的的群群群决决决策策策方方方法法法

属性值为正态分布区间数形式,属性权重信息不

完全的多属性群决策方法的具体步骤如下:

Step 1 设𝐴= {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为方案集, 𝐼 =

{𝐼1, 𝐼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐼𝑛}为属性集, 𝐷={𝑑1, 𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑡}为决策
者集.设决策者 𝑑𝑘给出方案𝐴𝑖在属性 𝐼𝑗下的属性值

为 �̃�
(𝑘)
𝑖𝑗 (这里 �̃�

(𝑘)
𝑖𝑗 = [𝑎

(𝑘)
𝑖𝑗 , 𝑏

(𝑘)
𝑖𝑗 ]为区间数). 先利用文

献 [4]中的方法将其规范化, 然后利用式 (1)和 (2)将

其转化为正态分布区间数 𝛽
(𝑘)
𝑖𝑗 (这里 𝛽

(𝑘)
𝑖𝑗 = {𝜇(𝑘)

𝑖𝑗 ,

𝜎
(𝑘)
𝑖𝑗 }),从而得到正态分布区间数决策矩阵

𝑅𝑘 = (𝛽
(𝑘)
𝑖𝑗 )𝑚×𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡.
已知决策者的权重向量为 𝑒 = (𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑡)T, 𝑒𝑘 ∈
[0, 1], 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡,

𝑡∑
𝑘=1

𝑒𝑘 = 1, 但属性的权重向量不

完全确定. 设Θ表示决策者给出的属性权重的不完

全信息的集合, 属性权重的不完全信息可分为下列
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3类[12]:

1) {𝑤 : 𝐵𝑤 ⩾ 𝑏, 𝑤 > 0, 𝑏 ⩾ 0};

2) {𝑤 : 𝐵𝑤 ⩽ 𝑏, 𝑤 > 0, 𝑏 ⩾ 0};

3) {𝑤 : 𝐵𝑤 = 𝑏, 𝑤 > 0, 𝑏 ⩾ 0}.

其中: 𝑤=(𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T, 𝐵为 1× 𝑛矩阵.

Step 2 假设根据属性权重不完全信息求出的

最优属性权重为𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T, 则可以利用

NDINWAA算子

𝛽
(𝑘)
𝑖 = NDINWAA𝑤(𝛽

(𝑘)
𝑖1 , 𝛽

(𝑘)
𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽(𝑘)

𝑖𝑛 ), (10)

对决策矩阵𝑅𝑘 = (𝛽
(𝑘)
𝑖𝑗 )𝑚×𝑛(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡)中第 𝑖行

的属性值进行加权集成, 得到决策者 𝑑𝑘所给出的方

案𝐴𝑖的综合属性值 𝛽
(𝑘)
𝑖 ={𝜇(𝑘)

𝑖 , 𝜎
(𝑘)
𝑖 }.其中

𝜇
(𝑘)
𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜇
(𝑘)
𝑖𝑗 , 𝜎

(𝑘)
𝑖 =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗 (𝜎

(𝑘)
𝑖𝑗 )2,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡.
下面提供一种属性权重以不完全信息形式给出

时, 根据正态分布区间数属性值的方差建立优化模

型,从而求出最优属性权重的方法.特别地,当属性权

重信息完全未知时,建立了另一个优化模型,并给出

了求解最优属性权重的简洁公式.

1) 首先考虑决策者 𝑑𝑘所给出的决策矩阵𝑅𝑘 =

(𝛽
(𝑘)
𝑖𝑗 )𝑚×𝑛, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡.因为属性值是正态分布区
间数,故从𝑅𝑘 =(𝛽

(𝑘)
𝑖𝑗 )𝑚×𝑛中求出的合理的属性权重

𝑤(𝑘) = (𝑤
(𝑘)
1 , 𝑤

(𝑘)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤(𝑘)

𝑛 )T, 应使得所有方案的方

差总和最小化,即极小化

min

𝑚∑
𝑖=1

(𝜎
(𝑘)
𝑖 )2 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

(𝑤
(𝑘)
𝑗 )2(𝜎

(𝑘)
𝑖𝑗 )2,

s.t. 𝑤(𝑘) ∈ Θ ,

𝑛∑
𝑗=1

𝑤
(𝑘)
𝑗 = 1, 𝑤

(𝑘)
𝑗 ⩾ 0,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (11)

如果属性权重信息完全未知,模型 (11)则变为

min

𝑚∑
𝑖=1

(𝜎
(𝑘)
𝑖 )2 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

(𝑤
(𝑘)
𝑗 )2(𝜎

(𝑘)
𝑖𝑗 )2,

s.t.

𝑛∑
𝑗=1

𝑤
(𝑘)
𝑗 = 1, 𝑤

(𝑘)
𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (12)

下面求解模型 (12).构造Lagrange函数

𝐿(𝑤(𝑘), 𝜃) =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

(𝑤
(𝑘)
𝑗 )2(𝜎

(𝑘)
𝑖𝑗 )2 − 2𝜃

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑤
(𝑘)
𝑗 − 1

)
. (13)

根据极值存在的必要条件,有
∂𝐿(𝑤(𝑘), 𝜃)

∂𝑤
(𝑘)
𝑗

= 2𝑤
(𝑘)
𝑗

𝑚∑
𝑖=1

(𝜎
(𝑘)
𝑖𝑗 )2 − 2𝜃 = 0,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (14)

∂𝐿(𝑤(𝑘), 𝜃)

∂𝜃
= −2

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑤
(𝑘)
𝑗 − 1

)
= 0. (15)

令 𝑠𝑗 =

𝑚∑
𝑖=1

(𝜎
(𝑘)
𝑖𝑗 )2, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 则由式 (14)和 (15)

联立,可求得优化模型 (12)的唯一最优解

𝑤(𝑘) =
[
1
/(

𝑠1

𝑛∑
𝑗=1

1

𝑠𝑗

)
, 1
/(

𝑠2

𝑛∑
𝑗=1

1

𝑠𝑗

)
, ⋅ ⋅ ⋅ ,

1
/(

𝑠𝑛

𝑛∑
𝑗=1

1

𝑠𝑗

)]T
. (16)

2) 考虑决策者的权重 𝑒= (𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑡)T, 则决

策属性的最优权重向量𝑤=(𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T可由下

式计算:

𝑤𝑗 =

𝑡∑
𝑘=1

𝑒𝑘𝑤
(𝑘)
𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (17)

Step 3 利用NDINHA算子

𝛽𝑖 = NDINHA𝑒,𝑣(𝛽
(1)
𝑖 , 𝛽

(2)
𝑖 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽(𝑡)

𝑖 ) =

𝑣1𝛽
′(𝜏(1))
𝑖 ⊕ 𝑣2𝛽

′(𝜏(2))
𝑖 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝑣𝑡𝛽

′(𝜏(𝑡))
𝑖 , (18)

对 𝑡位决策者给出的方案𝐴𝑖的综合属性值 𝛽
(𝑘)
𝑖 (𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡)进行集成, 得到方案𝐴𝑖的群体综合属性

值 𝛽𝑖={𝜇𝑖, 𝜎𝑖},其中

𝜇𝑖 =

𝑡∑
𝑘=1

𝑣𝑘𝜇
′(𝜏(𝑘))
𝑖 ,

𝜎𝑖 =

√√√⎷ 𝑡∑
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝜎
′(𝜏(𝑘))
𝑖 )2, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2,⋅ ⋅ ⋅, 𝑣𝑡)T是与NDINHA算子相关联的加权

向量, 𝑣𝑘 ∈ [0, 1], 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡,
𝑡∑

𝑘=1

𝑣𝑘 = 1;𝛽
′(𝜏(𝑘))
𝑖 =

{𝜇′(𝜏(𝑘))
𝑖 , 𝜎

′(𝜏(𝑘))
𝑖 }为加权正态分布区间数组 (𝑡𝑒1𝛽

(1)
𝑖 ,

𝑡𝑒2𝛽
(2)
𝑖 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑒𝑡𝛽(𝑡)

𝑖 )中第 𝑘个最大的元素; (𝜏(1), 𝜏(2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏(𝑡))为 (1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡)的一个置换, 𝑡是平衡因子.

Step 4 根据定义 3对方案𝐴𝑖(𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)进

行排序,从而得到最佳方案.

4 实实实例例例分分分析析析

通常, 一些大学采用教学 (𝐼1), 科研 (𝐼2)和服务

(𝐼3)这 3个属性作为评估的一级指标 (属性) , 属性权

重满足条件 0.33⩽ 𝑤1 ⩽ 0.36, 0.30⩽ 𝑤2 ⩽ 0.32, 𝑤3 ⩾
0.31. 现有 3位决策者 𝑑𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, 权重向量为 𝑒 =

(0.3, 0.4, 0.3)T, 依照评估标准对 4个学院𝐴𝑖(𝑖 = 1, 2,

3, 4)进行评估打分, 各指标下的评估信息用区间数

表示.不妨假设已利用式 (1)和 (2)转化为正态分布区

间数 (由于所有指标的量纲一致,不将决策矩阵规范

化),决策矩阵见表 1∼表 3,试确定最佳学院.

下面利用本文提出的群决策方法进行求解.

Step 1 利用优化模型 (11)和 (17)求得最优属性

权重向量为𝑤=(0.358 7, 0.320 0, 0.321 3)T.
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表 1 决策矩阵𝑹1

属 性
方案

𝐼1 𝐼2 𝐼3

𝐴1 {75.5, 0.7} {85.3, 0.8} {86.5, 0.9}
𝐴2 {82.5, 0.6} {79.5, 0.5} {83.5, 0.7}
𝐴3 {78.0, 0.3} {82.5, 0.2} {81.5, 0.8}
𝐴4 {89.5, 0.8} {83.5, 0.6} {80.5, 0.5}

表 2 决策矩阵𝑹2

属 性
方案

𝐼1 𝐼2 𝐼3

𝐴1 {82.5, 0.6} {85.0, 0.3} {89.0, 0.2}
𝐴2 {81.5, 0.5} {86.0, 0.4} {90.0, 0.8}
𝐴3 {83.0, 0.4} {84.5, 0.2} {88.5, 0.3}
𝐴4 {82.0, 0.2} {85.5, 0.3} {89.5, 0.5}

表 3 决策矩阵𝑹3

属 性
方案

𝐼1 𝐼2 𝐼3

𝐴1 {84.5, 0.8} {88.5, 0.7} {91.5, 0.7}
𝐴2 {85.5, 0.7} {89.5, 0.4} {92.5, 0.2}
𝐴3 {84.0, 0.3} {88.0, 0.5} {90.5, 0.6}
𝐴4 {83.5, 0.2} {89.0, 0.5} {91.0, 0.7}

Step 2 利用NDINWAA算子, 即式 (10)对决策

矩阵𝑅𝑘 = (𝛽
(𝑘)
𝑖𝑗 )4×3(𝑘 = 1, 2, 3)中第 𝑖行的属性值进

行加权集成,得到决策者 𝑑𝑘所给出的方案𝐴𝑖的综合

属性值 𝛽
(𝑘)
𝑖 (𝑖=1, 2, 3, 4, 𝑘=1, 2, 3)如下:

𝛽
(1)
1 = {82.170 3, 0.460 7}, 𝛽(2)

1 = {85.388 4, 0.244 3},
𝛽
(3)
1 = {88.029 1, 0.427 9}, 𝛽(1)

2 = {81.861 3, 0.350 0},
𝛽
(2)
2 = {85.671 1, 0.338 6}, 𝛽(3)

2 = {89.029 1, 0.289 1},
𝛽
(1)
3 = {80.564 6, 0.285 9}, 𝛽(2)

3 = {85.247 2, 0.184 3},
𝛽
(3)
3 = {87.368 5, 0.272 7}, 𝛽(1)

4 = {84.688 3, 0.380 8},
𝛽
(2)
4 = {85.529 8, 0.200 4}, 𝛽(3)

4 = {87.669 8, 0.285 2}.
Step 3 利用NDINHA算子, 即式 (18)对 3位决

策者给出的方案𝐴𝑖的综合属性值 𝛽
(𝑘)
𝑖 (𝑘 = 1, 2, 3)进

行集成, 得到方案𝐴𝑖的群体综合属性值 𝛽𝑖(𝑖 = 1, 2,

3, 4)为

𝛽1 = {83.590 4, 0.233 3}, 𝛽2 = {84.068 0, 0.183 0},
𝛽3 = {82.892 4, 0.150 7}, 𝛽4 = {84.015 7, 0.166 6}.
其中NDINHA算子的加权向量由基于正态分布的赋

权法[11]确定为 𝑣=(0.242 9, 0.514 2, 0.242 9)T.

Step 4 根据定义 3对方案𝐴𝑖(𝑖= 1, 2, 3, 4)进行

排序,有𝐴2≻𝐴4≻𝐴1≻𝐴3.因此,最佳方案 (学院)为

𝐴2.

5 结结结 论论论

本文对属性值为正态分布区间数而属性权重信

息不完全的多属性群决策问题进行了研究. 针对正

态分布区间数的集成问题,提出了正态分布区间数的

几种集成算子, 即NDINWAA算子、NDINOWA算子

和NDINHA算子; 针对属性权重信息不完全的问题,

利用正态分布区间数属性值的方差,通过建立优化模

型确定最优属性权重;进而在群体决策情形下,提出

了一种基于正态分布区间数的信息不完全的多属性

群决策方法,并详细讨论了其实现步骤.该方法既考

虑了正态分布区间数相比均匀分布区间数描述模糊

评价值的优越性, 又考虑了现实生活中信息的不完

全, 更符合决策的实际情况以及人们决策时提供信

息的方式,使决策结果更加客观有效,可用于投资决

策、项目评估以及经济效益综合评价等相关决策中.
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