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基于Volterra级数并行递推AP算法的陀螺漂移预测
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摘 要: 为了预测某导弹陀螺漂移趋势,以该陀螺漂移角速度时间序列为对象,建立基于Volterra级数的非线性时间

预测模型,提出了一种基于Volterra级数的并行递推放射投影AP自适应算法.以系统Volterra核向量增量的模与某约

束总和为损失函数,按照最陡下降原理导出各阶Volterra核更新公式;再利用矩阵求逆引理递推求取各阶Volterra子

系统自相关逆矩阵导出算法.某导弹实测的陀螺漂移数据预测应用研究表明,该算法运算速度快、预测精度高.
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Abstract: For forecasting the gyro drift tendency of a missle, a prediction model based on Volterra series is established by

taking the time series of gyro’s drift as study object, and a parallel recursive affine projection(AP) algorithm for nonlinear

system based on Volterra series is presented in this paper. Taking the minimum norm of the Volterra kernel vector increments

and certain constraints as the overall cost function, by the steepest descent principle, the adaptive updating formula of the

Volterra kernel vector of each order is derived, and the matrix inverse lemma is applied to recursively estimate the inverse

of autocorrelation matrix of Volterra subsystem of each order, thus the algorithm is derived. The algorithm is applied to

prediction research on real gyro drift data of certain missle, and experiment results show that the algorithm has fast operation

speed and high prediction precision.
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1 引引引 言言言

作为导航系统核心的惯性器件,陀螺仪在整个导

航系统中起着十分重要的作用.影响陀螺仪工作精度

的一个重要指标是陀螺漂移,漂移量是影响陀螺仪精

度的主要漂移误差,也是影响陀螺仪性能可靠性的主

要因素.利用历史数据,采用时间序列分析方法对陀

螺漂移数据进行建模,预测漂移性能的变化趋势,并

对误差进行补偿,及时预报陀螺仪故障,对提高整个

导航系统的精度具有十分重要的意义[1].陀螺漂移时

间序列的最大特点是具有非线性特性,需要一种非线

性映射能力的预测模型.文献 [1,2]采用支持向量回归

机模型及其各种优化方法,成功地预测了陀螺漂移趋

势,但该类方法的模型训练时间较长,预测精度有待

提高.

本文拟用Volterra级数非线性模型对某陀螺漂

移趋势数据进行建模并预测. 对陀螺漂移趋势数据

进行建模预测必然涉及到模型辨识算法.多年来,寻

求简化、收敛速度快、跟踪性能好的自适应算法一

直是Volterra级数模型自适应辨识算法研究的一个

热点. 近年来, 许多收敛性与跟踪能力好的自适应

算法 (如 affine projection(AP)算法)及其一些快速改

进算法先后被提出[3-6], 该类算法提供了高的收敛速

度与好的跟踪能力,而且具有较小的计算复杂度.文

献 [7]首次将AP自适应算法应用于Volterra系统的
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自适应滤波,文献 [8]则提出了一种低复杂度的非线

性自适应滤波算法, 对基于简化的Volterra级数模型

的AP自适应算法在GSM手机接收机声音回波消除

中的应用进行了研究.

本文在研究上述算法的基础上, 提出了一种基

于Volterra级数的并行递推AP自适应算法,应用该算

法对某导弹陀螺漂移时间序列的实测数据进行了预

测研究,取得了良好的预测效果.

2 问问问题题题提提提出出出

本文所要解决的陀螺漂移趋势预测问题可以

归结为非线性时间预测问题, 时间序列预测的基

础是状态空间的重构理论. 假设观测到的陀螺漂

移时间序列为𝑥(𝑡), 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 则在状态空

间中重构的一点状态矢量可表示为𝑥(𝑡) = (𝑥(𝑡),

𝑥(𝑡 + 𝜏), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑡 + (𝑚 − 1)𝜏)), 其中𝑚 为嵌入维数,

𝜏为延迟时间. 由Takens定理可知, 时间序列的预测

重构本质上是一个动力系统的逆问题,即通过动力系

统的状态构造系统模型

𝑥(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐹 (𝑥(𝑡)), 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (1)

其中: 𝑇 为前向预测步长 (𝑇 > 0), 𝐹 (⋅)为重构的预
测模型. 时间序列不可能全是系统产生的干净序列

值,它还叠加了测量误差等各种噪声,因此实际的预

测模型应为

𝑥(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐹 (𝑥(𝑡)) + 𝜖(𝑡), (2)

其中 𝜖为噪声或拟合误差.上述问题变成了一个预测

模型的构建问题.

理论研究和实践经验业已表明, 实际中的大量

的非线性系统可用Volterra级数来表征, 因此可用

Volterra级数展开式构造陀螺漂移时间序列的非线

性预测模型.设非线性离散系统的输入𝑥(𝑛) = [𝑥(𝑛),

𝑥(𝑛−1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛−𝑁 +1)]T,输出 𝑦(𝑛) = �̂�(𝑛+1),则

该非线性系统函数的Volterra级数展开式为

𝑥(𝑛+ 1) = 𝐹 (𝑥(𝑛)) =

ℎ0 +

∞∑
𝑚=0

ℎ1(𝑚)𝑥(𝑛−𝑚)+

∞∑
𝑚1=0

∞∑
𝑚2=0

ℎ2(𝑚1,𝑚2)𝑥(𝑛−𝑚1)𝑥(𝑛−𝑚2) + ⋅ ⋅ ⋅ .

(3)

其中: ℎ1(𝑚1), ℎ2(𝑚1,𝑚2)为 1阶、2阶Volterra核. 在

实际应用中,这种无穷级数展开式难以实现,必须采

用有限截断和有限次求和的形式.

3 Volterra级级级数数数AP自自自适适适应应应算算算法法法
定义Volterra系统输入观测向量为𝑥(𝑛)= [𝑥T

1 (𝑛),

𝑥T
2 (𝑛), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥T

𝑘 (𝑛)]
T, 其中𝑥𝑖(𝑛)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)是系

统在𝑛时刻的第 𝑖阶输入向量.与此相对应,定义第 𝑖

阶Volterra核向量,将Volterra系统的核向量记为𝐻 =

[ℎT
1 , ℎ

T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , ℎT

𝑘 ]
T,则Volterra模型输出可表示为 𝑦(𝑛)

= 𝐻T𝑥(𝑛),输出误差为 𝑒(𝑛) = 𝑦(𝑛)− 𝑑(𝑛), 𝑑(𝑛)为系

统在𝑛时刻的输出.

基于Volterra级数的AP自适应算法可表示为[7]

𝐻(𝑛+ 1) = 𝐻(𝑛) + 𝜇𝐺(𝑛)𝐺T(𝑛)𝐺(𝑛)
−1

𝑒(𝑛). (4)

其中: 𝐺(𝑛) = [𝑋(𝑛), 𝑋(𝑛 − 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋(𝑛 − 𝐿 + 1)],

𝑒(𝑛) = [𝑒(𝑛), (1−𝜇)𝑒(𝑛−1), ⋅ ⋅ ⋅ , (1−𝜇)𝐿−1𝑒(𝑛−𝐿+

1)]T, 𝐿是仿射投影阶次. AP自适应算法能够正交化

输入信号, 在实际应用中收敛性能较好, 尤其是由

于自适应Volterra滤波器对输入信号的统计特性依

赖较大, 使得基于Volterra级数的AP自适应算法的

效果较为明显. 然而上述算法是将Volterra级数模型

整体地看作一个伪线性算子, 在辨识过程中无法避

免Volterra模型的各阶非线性因素之间的较强耦合,

这将会影响算法的收敛速度,不利于辨识算法的并行

实现,每一步迭代的运算量相对较大,且在算法中还

存在复杂的矩阵求逆运算.为了克服这些缺点,需要

研究并探索新的算法.

4 Volterra级级级数数数并并并行行行递递递推推推AP算算算法法法
定义𝑛− 𝑗 + 1时刻的后向估计误差为

𝑒𝑛+1(𝑛− 𝑗 + 1) =

𝑑(𝑛− 𝑗 + 1)−𝐻T(𝑛+ 1)𝑋(𝑛− 𝑗 + 1), (5)

其中 𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿)表示仿射投影的阶次.

将以上 𝑗个后向估计误差置为零,并应用 𝑗个拉

格朗日乘子,取下列损失函数:

𝐽 = 𝛿𝐻T(𝑛+ 1)𝛿𝐻(𝑛+ 1) +
𝐿∑

𝑗=1

𝜆𝑗(𝑑(𝑛− 𝑗 + 1)−

𝐻T(𝑛+ 1)𝑋(𝑛− 𝑗 + 1)), (6)

其中 𝛿𝐻(𝑛+ 1) = 𝐻(𝑛+ 1)−𝐻(𝑛).

最小化损失函数, 并对损失函数 𝐽相对于 𝛿𝐻(𝑛

+1)求导,并令导数为零,得

2𝛿𝐻(𝑛+ 1) =
𝐿∑

𝑗=1

𝜆𝑗𝑋(𝑛− 𝑗 + 1) = 𝐺(𝑛)Λ. (7)

其中: 𝑃×𝐿矩阵𝐺(𝑛)被定义为𝐺(𝑛) = [𝑋(𝑛), 𝑋(𝑛−
1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋(𝑛 − 𝐿 + 1)], 𝑃 是Volterra系统输入观测向

量𝑋(𝑛)的向量长度; Λ = [𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝐿]
T.

对式 (7)左乘𝐺T(𝑛),可得

Λ = (𝐺T(𝑛)𝐺(𝑛))−1𝐺T(𝑛)2𝛿𝐻(𝑛+ 1). (8)

其中𝐿× 1向量𝐺T(𝑛)2𝛿𝐻(𝑛+ 1)还可表示为
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𝐺T(𝑛)2𝛿𝐻(𝑛+ 1) =

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑋T(𝑛)𝛿𝐻(𝑛+ 1)

𝑋T(𝑛− 1)𝛿𝐻(𝑛+ 1)
...

𝑋T(𝑛− 𝐿+ 1)𝛿𝐻(𝑛+ 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 2𝑒(𝑛), (9)

其中 𝑒(𝑛)是前向估计误差向量.

结合式 (7)∼(9),可推导出如下关系:

𝛿𝐻(𝑛+ 1) = 𝐺(𝑛)(𝐺T(𝑛)𝐺(𝑛))−1𝑒(𝑛). (10)

若Volterra系统输入观测向量与核向量均按不同的阶

表示,则式 (10)可表示为

𝛿𝐻𝑖(𝑛+ 1) = 𝐺𝑖(𝑛)(𝐺
T
𝑖 (𝑛)𝐺𝑖(𝑛))

−1𝑒(𝑛). (11)

其中

𝐺𝑖(𝑛) = [ 𝑥𝑖(𝑛) 𝑥𝑖(𝑛− 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(𝑛− 𝐿+ 1) ],

𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾)表示Volterra系统的非线性的阶次,

则Volterra各阶核向量更新公式可表示为

𝐻𝑖(𝑛+ 1) =

𝐻𝑖(𝑛) + 𝜇𝑖𝐺𝑖(𝑛)(𝐺
T
𝑖 (𝑛)𝐺𝑖(𝑛))

−1𝑒(𝑛). (12)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾; 𝜇𝑖是步长参数,它控制着算法

的收敛速度与稳定性.

式 (12)中𝐺T
𝑖 (𝑛)𝐺𝑖(𝑛)是通过最后的𝐿个输入向

量而获得的第 𝑖阶输入观测向量的自相关矩阵的估

计,可以考虑用第 𝑖阶输入向量的部分采样值的估计

值代替式 (12)中的𝐺T
𝑖 (𝑛)𝐺𝑖(𝑛), 且通过应用矩阵求

逆引理来递推估计𝐺T
𝑖 (𝑛)𝐺𝑖(𝑛)的逆.

设

�̂�𝑖(𝑛) = 𝐼𝑖(𝑛)𝐼
T
𝑖 (𝑛), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾, (13)

其中

𝐼𝑖(𝑛) = [ 𝑢𝑖(𝑛) 𝑢𝑖(𝑛− 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢𝑖(𝑛− 𝐿+ 1) ]T.

对第 𝑖阶输入观测向量的自相关矩阵的估计,可由递

推表示为

𝑅𝑖(𝑛) = 𝜆𝑅𝑖(𝑛− 1) + �̂�𝑖(𝑛), (14)

其中𝜆是遗忘因子,取值为 0 < 𝜆 < 1.

应用矩阵求逆引理,由式 (14)得

𝑅−1
𝑖 (𝑛) =

1

𝜆
𝑅−1

𝑖 (𝑛− 1)−

1

𝜆

𝑅−1
𝑖 (𝑛− 1)𝐼𝑖(𝑛)𝐼

T
𝑖 (𝑛)

1

𝜆
𝑅−1

𝑖 (𝑛− 1)

1 +
1

𝜆
𝑅−1

𝑖 (𝑛− 1)𝐼𝑖(𝑛)𝐼T𝑖 (𝑛)
. (15)

定义

𝐾𝑖(𝑛) =

1

𝜆
𝑅−1

𝑖 (𝑛− 1)𝐼𝑖(𝑛)

1 +
1

𝜆
𝑅−1

𝑖 (𝑛− 1)𝐼𝑖(𝑛)𝐼T𝑖 (𝑛)
, (16)

𝑃𝑖(𝑛) = 𝑅−1
𝑖 (𝑛).

可得

𝑃𝑖(𝑛) =
1

𝜆
(𝑃𝑖(𝑛− 1)−𝐾𝑖(𝑛)𝐼

T
𝑖 (𝑛)𝑃𝑖(𝑛− 1)). (17)

将式 (12)中的 (𝐺T
𝑖 (𝑛)𝐺𝑖(𝑛))

−1由𝑃𝑖(𝑛)替代, 则可得

出Volterra各阶核向量的更新公式

𝐻𝑖(𝑛+ 1) = 𝐻𝑖(𝑛) + 𝜇𝑖𝐺𝑖(𝑛)𝑃𝑖(𝑛)𝑒(𝑛). (18)

综合式 (16)∼(18)即得本文算法, 算法初始化

𝑃𝑖 = 𝛿𝐼 , 𝐻𝑖 = 0,任意 𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾.

5 某某某陀陀陀螺螺螺漂漂漂移移移数数数据据据预预预测测测应应应用用用研研研究究究

下面运用本文算法对某导弹陀螺仪的一批漂

移实测数据进行预测. 以该陀螺仪的 58个逐日漂移

数据作为样本数据,前 50个用于训练,后 8个用于预

测.预测相对误差定义为

𝑃err =

𝑁𝑝∑
𝑘=1

[�̂�(𝑘)− 𝑥(𝑘)]2
/ 𝑁𝑝∑

𝑘=1

𝑥2(𝑘). (19)

图 1(a)和图 1(b)分别是采用本文算法对某导弹

控制系统陀螺仪漂移的预测结果及其相对误差曲线.
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图 1 采用本文算法对陀螺漂移预测结果及误差图

图 2(a)和图 2(b)分别是采用Volterra级数AP自

适应算法 (4)对某导弹控制系统陀螺仪漂移的预测结

果及其相对误差曲线.

由图 1和图 2可见,本文算法可以有效地预测某

陀螺漂移趋势序列, 预测达到了很高的精度, 预测

误差小于采用Volterra级数AP自适应算法的预测结

果. 实验中, 采用二阶Volterra级数模型, 每阶模型的

记忆长度取值为 10,计算量小,在计算机上训练建模

与预测用Matlab实现, 1 s内即可完成.

在预测实验中,还研究了嵌入维数对预测性能的

影响.表 1给出了相对预测误差值随嵌入维数的增



1920 控 制 与 决 策 第 25 卷

50 52 54 56 58
-4

-2

0

t /d

2

e
t(
)

52 54 56 58

4

6

t /d
52 54 56 58

8

t /d

P
e
rr

/1
0

-
5

50
0

(a) !"#$%&'(

(b) !"#$%&)*+,

the gyro data
the predicted value

2

图 2 采用Volterra模型AP算法对陀螺漂移预测的结果

大而变化的数据. 实验中Volterra级数模型阶次取为

2, 58个逐日漂移数据的前 50个用于训练建模, 后 8

个数据用于预测.预测使用了两种算法,即本文算法

与Volterra级数AP自适应算法.

表 1 嵌入维数对预测性能的影响

嵌入维数
算法

8 9 10 11 12

AP 3.8e-005 2.5e-005 1.1e-005 5.1e-005 5.2e-005

RAP 6.9e-006 4.4e-006 3.1e-006 5.4e-006 8.8e-006

从表 1可以看出,本文算法与Volterra级数AP算

法在嵌入维数为 10时取得最小相对预测误差, 而且

对于嵌入维数大于或者小于 10, 相对预测误差均增

加.尽管这一结论仍需要大量实验验证,但对于这些

算法的实际使用是有益的.

6 结结结 论论论

本文针对某导弹陀螺漂移数据预测建模的需

要,建立了基于Volterra级数的非线性时间预测模型,

提出了一种Volterra级数并行递推AP自适应算法.算

法用于某陀螺漂移趋势预测,取得了良好的预测结果.
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