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摘 要: 针对一类输入和状态受约束的离散线性系统,提出一种基于𝑁步容许集的变终端约束集模型预测控制方

法. 首先给出多面体不变集序列作为终端约束集的离线模型预测控制算法,扩大了终端约束集. 为进一步扩大初始状

态可镇定区域,引入𝑁步容许集,设计了基于容许集的变终端约束集模型预测控制方法. 该算法采用离线设计、在线

优化方法,实现了系统渐近稳定,不仅降低了在线运算量,而且扩大了初始状态可镇定区域.仿真结果表明了算法的

有效性.

关键词: 约束离散系统；𝑁步容许集；多面体不变集；模型预测控制

中图分类号: TP273 文献标识码: A

Efficient varying terminal constraint set MPC based on admissible set

QIN Wei-wei1,2, MA Jian-jun1, ZHENG Zhi-qiang1, LIU Gang2

(1. College of Machtronics and Automation，National University of Defense Technology，Changsha 410073，China;

2. Department of Automatic Control，The Second Artillery Engineering Institution，Xi’an 710025，China.

Correspondent：QIN Wei-wei，E-mail：qww 1982@163.com)

Abstract: An efficient model predictive controller(MPC) with a time varying terminal constraint set based on 𝑁 -step

admissible set is developed for a discrete-time linear system with input and state constraints. Firstly, off-line MPC is

designed for an LTI system with input and state constraints by constructing a continuum of polytopic invariant sets. The

terminal constraint set is constructed by the union of these polytopic invariant sets, so this method enlarges the size of

terminal constraint set effectively. In order to enlarge the size of allowable set of initial conditions, a synthesis approach

of on-line and off-line MPC with 𝑁 -step admissible set is presented. This algorithm not only dramatically reduces on-line

computation but also significantly enlarges the size of the allowable set of initial conditions. The digital simulation results

show the effectivenees of the proposed method.
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1 引引引 言言言

模型预测控制 (MPC),又称滚动时域控制 (RHC),

广泛应用于约束系统[1]. 在模型预测控制中, 渐近稳

定正不变集是重要的研究方向,也是一直以来研究的

热点问题.目前广泛采用的不变集有两种: 椭圆不变

集和多面体不变集. 在二次Lyapunov函数的基础上,

Kothare等[2]提出了基于椭圆不变集的鲁棒模型预测

控制算法. 针对采用固定的椭圆矩阵保守性大的问

题, Cuzzola等[3]提出了参数时变的渐近稳定椭圆集.

为了解决实时性问题,Wan等[4,5]在文献 [2]的基础上,

提出了离线预测控制算法,大大降低了计算量. 与椭

圆集相比,多面体不仅更符合系统的多面体约束, 而

且具有更大的灵活性,进而可能获得更大的初始状态

允许集. 为此, Cannon等[6,7]设计了基于多面体不变集

的渐近稳定控制方法; Pluymers等[8,9]扩展了基于反

馈控制律的多面体不变集构造方法. 为进一步扩大初

始状态允许集,并降低在线计算量,席裕庚等[10]通过

求解递减的性能指标上界优化问题,提出了基于多面

体不变集的离线控制方法. 为了扩大模型预测控制可

控区域, Wan和 Pluymers等[11,4]提出了基于变时域和

变化终端约束的MPC控制方法, 但该方法采用椭圆

不变集作为终端约束集, 增加了算法的保守性; 另外

由于在线优化的自由变量个数𝑁无法事先获知,降低

了算法的可操作性.
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针对上述问题,本文提出一种基于多步容许集的

变终端约束模型预测控制器设计方法. 首先针对输入

和状态约束线性时不变系统,设计了基于多面体不变

集的离线模型预测控制算法. 该方法以多面体不变

集序列的并集作为终端约束集,从而扩大了终端约束

集. 为了进一步扩大系统初始状态可控区域,通过引

入𝑁步容许集, 设计基于𝑁步容许集的变终端约束

集的模型预测控制方法. 该算法将𝑁步在线优化分

解为𝑁个单步优化,从而降低了计算量,实现了系统

的渐近稳定.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑一类约束离散线性时不变系统

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘). (1)

其中: 状态变量𝑥(𝑘) ∈ R𝑛,控制输入𝑢(𝑘) ∈ R𝑚. 输入

和状态约束满足

𝑢 ∈ 𝑈
Δ
= {𝑢∣𝐴𝑢𝑢 ⩽ 1} , (2)

𝑥 ∈ 𝑋
Δ
= {𝑥∣𝐴𝑥𝑥 ⩽ 1} . (3)

其中: 𝑈 ⊂ R𝑚是紧集, 𝑋 ⊂ R𝑛是闭集, 且每个集合

均包含原点; 1表示元素均为 1的列向量,且维数与式

中矩阵相对应.

预测控制器设计目标是针对系统 (1), 在满足约

束 (2)和 (3)的条件下设计控制器,将系统状态驱动到

原点,并最小化性能指标

𝐽∞(𝑘) =

∞∑
𝑖=0

{
∥𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑄1

+ ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅
}
, (4)

其 中𝑄1和𝑅为 正 定 加 权 矩 阵. 文 献 [2]选 择

Lyapunov函数𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥, 𝑃 > 0 且满足不等式

𝑉 (𝑥(𝑘 + 𝑖+ 1∣𝑘))− 𝑉 (𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘)) ⩽
− {∥𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑄1

+ ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅}, 𝑖 ⩾ 0. (5)

从而得到

𝐽∞(𝑘) ⩽ 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ 𝛾, (6)

其中 𝛾是性能指标的一个上界.

3 基基基于于于多多多面面面体体体不不不变变变集集集的的的离离离线线线MPC
3.1 基基基于于于多多多面面面体体体不不不变变变集集集的的的模模模型型型预预预测测测控控控制制制

首先介绍椭圆不变集的构造方法. 文献 [4]中算

法 1给出了椭圆不变集序列构造方法. 该方法通过

改变参数 𝑟,利用LMI在线优化性能指标上界 𝛾,得到

不同大小的椭圆集. 因此对参数 𝑟采用二元搜索, 可

得到最大和最小椭圆不变集Σ 𝑙和Σ 𝑠;及其优化参数

𝑄𝑙, 𝑃𝑙和𝑄𝑠, 𝑃𝑠;性能指标上界 𝛾𝑙和 𝛾𝑠;以及状态反馈

增益𝐾𝑙和𝐾𝑠.

为了扩大初始状态容许集, 文献 [8,9]介绍了基

于状态反馈的多面体不变集控制方法. 该算法给出了

在反馈控制律𝐾下,多面体不变集𝑆的构造方法,该

集合即为控制不变集. 基于此,文献 [9]中算法 5和定

理 3进一步讨论了基于多面体不变集的MPC在线优

化方法, 对不变集内部的状态进行优化, 得到新的控

制增益,从而实现基于多面体不变集的在线优化控制.

但是由于在线优化和多面体的运算量较大,降低了算

法的可操作性. 为此,本文提出一种多面体不变集的

离线MPC算法, 这是对文献 [10]中多面体不变集构

造方法的改进,以期获得更大的不变集序列.

3.2 基基基于于于多多多面面面体体体不不不变变变集集集的的的离离离线线线MPC

算算算法法法 1 (基于多面体不变集的离线MPC)

对于离散系统 (1),满足约束 (2)和 (3),设计基于

多面体不变集的离线模型预测控制器.

1)离线部分

Step 1: 依据文献 [4]的椭圆集构造方法, 计算

满足约束 (2)和 (3)的最大和最小椭圆不变集Σ 𝑙和

Σ 𝑠; 及其对应的参数𝑄𝑙, 𝑃𝑙和𝑄𝑠, 𝑃𝑠; 性能指标上界

𝛾𝑙和 𝛾𝑠;以及状态反馈增益𝐾𝑙和𝐾𝑠.

Step 2: 计算状态反馈增益𝐾𝑙和𝐾𝑠对应的多面

体不变集,记为𝑆𝑙和𝑆𝑠.

Step 3: 在不变集𝑆𝑙和𝑆𝑠之间的区域内, 选择𝑛

个逐渐收敛于原点的状态点 (𝑥12 , 𝑥22), (𝑥13 , 𝑥23), ⋅ ⋅ ⋅ ,
(𝑥1𝑛+1 , 𝑥2𝑛+1). 在文献 [9]算法 5中加入约束𝑄𝑖 −
𝛾𝑖𝑄𝑗𝛾

−1
𝑗 > 0 (2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 + 1, 𝑖 = 𝑗 − 1)进行优化,确

定不同状态点对应的状态反馈增益𝐾2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑛+1和

多面体不变集𝑆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆𝑛+1,使
𝑛+2∪
𝑖=1

𝑆𝑖尽可能大,从而

得到初始状态允许集𝑆 =

𝑛+2∪
𝑖=1

𝑆𝑖 (控制不变集的并集

仍是控制不变集 [13]).

2)在线部分

Step 1: 给定初始状态𝑥(0) ∈ 𝑆.

Step 2: 当前时刻状态判断: 如果𝑥(𝑘) ∈ 𝑆,则查

找包含该状态的最大下标多面体不变集𝑆𝑖,并选择状

态反馈增益𝐾(𝑘) ∈ 𝐾𝑖作用于系统.

Step 3: 测量下一时刻的系统状态, 返回在线

Step 2.

注注注 1 与文献 [10]的多面体不变集序列构造方

法不同之处: 1)本文方法在最大多面体不变集内部选

择状态, 保证了状态点的有效性, 扩大了状态点的选

择区域,容易构造更大的终端约束集; 2)在选择离散

的状态点时, 可根据需要进行选择和调整, 使得不变

集序列的构造简单、方便; 3)本算法采用文献 [9]中算

法 5对选定状态点进行优化,可保证性能值标的最优

性.

定定定理理理 1 对于系统 (1), 如果初始状态处于多面
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体不变集序列𝑆中, 则采用算法 1设计的控制策略,

可保证闭环系统在满足输入和状态约束条件下渐近

稳定.

证证证明明明 对于离散系统𝑥(𝑘+1) = 𝐴𝑥(𝑘)+𝐵𝑢(𝑘),

初始状态𝑥(0) ∈ 𝑆. 假设 𝑘时刻系统状态𝑥(𝑘) ∈ 𝑆𝑖,

由多面体不变集的性质可知, 采用控制律𝐾(𝑘) =

𝐾𝑖构成的闭环系统渐近稳定, 因此𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴 +

𝐵𝐾𝑖)𝑥(𝑘) ∈ 𝑆𝑖, 对应的Lyapunov函数满足𝑉𝑖(𝑥(𝑘 +

1)) ⩽ 𝑉𝑖(𝑥(𝑘)) (当系统状态处于原点时等号成立).

对于 𝑘+1时刻系统状态𝑥(𝑘+1),或者𝑥(𝑘+1) ∈
𝑆𝑖, 𝑥(𝑘 + 1) /∈ 𝑆𝑗(𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛 + 1);或者𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝑆𝑖,

𝑥(𝑘+1) ∈ 𝑆𝑗(𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛+1). 如果𝑥(𝑘+1) /∈ 𝑆𝑗 ,则采

用控制律𝐾(𝑘) = 𝐾𝑖构成闭环系统,可保证Lyapunov

函数𝑉𝑖(𝑥(𝑘 + 1)) ⩽ 𝑉𝑖(𝑥(𝑘)). 如果𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝑆𝑖, 𝑥(𝑘

+ 1) ∈ 𝑆𝑗 ,则𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝑆𝑗

∩
𝑆𝑖. 因𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝑆𝑖,故

Lyapunov函数满足𝑉𝑖(𝑥(𝑘+1)) ⩽ 𝑉𝑖(𝑥(𝑘)).在 𝑘+1时

刻, 𝑥(𝑘+1) ∈ 𝑆𝑗 ,控制器切换到𝐾(𝑘+1) = 𝐾𝑗 ,使得

Lyapunov函数𝑉𝑗满足𝑉𝑗(𝑥(𝑘 + 2)) ⩽ 𝑉𝑗(𝑥(𝑘 + 1)).

因优化过程中存在约束𝑄𝑖𝛾
−1
𝑖 − 𝑄𝑗𝛾

−1
𝑗 > 0使得𝑃𝑖

> 𝑃𝑗 ,故

𝑉𝑗(𝑥(𝑘 + 1) = 𝑥(𝑘 + 1)T𝑃𝑗𝑥(𝑘 + 1)) <

𝑥(𝑘 + 1)T𝑃𝑖𝑥(𝑘 + 1) = 𝑉𝑖(𝑥(𝑘 + 1)).

所以系统Lyapunov函数递减,系统渐近稳定.2
4 基基基于于于容容容许许许集集集的的的变变变终终终端端端约约约束束束MPC方方方法法法

上节讨论了基于多面体不变集的离线控制算法,

扩大了系统初始状态容许集. 只要系统状态属于该集

合,便可采用离线设计的控制增益实现系统渐近稳定.

但如果系统状态不属于该集合,则上述算法可能无法

实现有效控制. 为此, 借鉴文献 [11]的变终端约束思

想,将多面体不变集序列作为终端约束集, 设计基于

变终端约束集的双模MPC算法.

在双模预测控制中,在线优化步数𝑁 (优化的自

由变量个数)越大, 计算量越大. 因此对于给定状态,

总是期望𝑁尽可能地小. 目前𝑁的选择是普遍遇到

的难题,常用方法是基于经验多次尝试来确定. 为了

解决𝑁的选择问题,本文引入多步容许集. 即以终端

约束集为目标集, 计算多步容许集, 进而根据状态所

处的位置确定在线优化步数𝑁 .

首先介绍多步容许集的相关概念.

定义 1 (一步容许集)[13] 对于离散系统𝑥(𝑘 +

1) = 𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)), 状态𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃ (Ω) ⊂ R𝑛. 如果满

足输入和状态约束, 存在容许控制输入, 使得𝑥(𝑘 +

1) ∈ Ω ,则称 Ξ̃ (Ω)是集合Ω的一步容许集,即

Ξ̃ (Ω)
Δ
= {𝑥(𝑘) ∈ 𝑋∣∃𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 : 𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)) ∈ Ω}.

(7)

定义 2 (𝑁步容许集)[13] 对于离散系统𝑥(𝑘 +

1) = 𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)),状态𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃𝑁 (Ω) ⊂ R𝑛. 如果在

满足输入和状态约束的条件下, 存在容许控制输入

𝑢𝑖(𝑘)(𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1), 使得𝑥(𝑘 + 𝑁) ∈ Ω , 则称

Ξ̃𝑁 (Ω)是集合Ω的𝑁步容许集,即

Ξ̃𝑁 (Ω)
Δ
={𝑥(𝑘) ∈ 𝑋∣∃𝑢𝑖(𝑘) ∈ 𝑈,𝑖 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;𝑥(𝑘 +𝑁) ∈ Ω}. (8)

下面给出𝑁步容许集 Ξ̃𝑁 (Ω)的计算方法.

1)若目标集Ω是凸多面体集, 则集合Ω的𝑁步

容许集 Ξ̃𝑁 (Ω)可采用下面算法计算:

Step 1: 令 𝑘 = 0, 𝑋0 = {𝑥𝑖 : 𝑥𝑖 ∈ Vert(Ω)}.

Step 2: 经计算得到点集

𝑌 ={𝑦𝑖𝑗 ∈ 𝑋 : 𝑦𝑖𝑗 = 𝐴−1𝑥𝑖 −𝐴−1𝐵𝑢𝑗 ,

∀𝑥𝑖 ∈ 𝑋0,∀𝑢𝑗 ∈ Vert(𝑈)}.
Step 3: 凸包运算Vert(conv(𝑌 )), 令𝑋0 = Vert

(conv(𝑌 )),即

Ξ̃ (Ω) =conv{𝑦𝑖𝑗 ∈ 𝑋∣∀𝑢𝑗 ∈ Vert(𝑈),

𝑥𝑖 ∈ Vert(Ω) : 𝑦𝑖𝑗 = 𝐴−1(𝑥𝑖 −𝐵𝑢𝑗)}.
Step 4: 令 𝑘 = 𝑘 + 1. 若 𝑘 > 𝑁 , 则计算结束; 否

则, 返回 Step 2 (Vert表示多面体的顶点, conv表示顶

点凸组合).

2)若终端约束集为凸多面体不变集的并集Ω
Δ
=

𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗 ,则容许集的计算方法如下:

Ω的一步容许集为

Ξ̃ (Ω) = Ξ̃
( 𝑀∪

𝑗=1

Ω𝑗

)
=

𝑀∪
𝑗=1

Ξ̃ (Ω𝑗); (9)

Ω的𝑁步容许集为

Ξ̃𝑁 (Ω) = Ξ̃𝑁

( 𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗

)
=

𝑀∪
𝑗=1

Ξ̃𝑁 (Ω𝑗). (10)

基于多面体不变集MPC和终端约束集的𝑁步

容许集,本文提出一种MPC综合算法.

算算算法法法 2 (基于容许集的变终端约束MPC控制)

对于离散系统 (1),满足约束 (2)和 (3),设计模型

预测控制器.

1)离线部分

Step 1: 利用算法 1计算多面体不变集序列Ω1,

⋅ ⋅ ⋅ ,Ω𝑀 ,并计算终端约束集Ω =

𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗 .

Step 2: 计算终端约束集Ω的𝑁步容许集

Ξ̃𝑁 (Ω).

2)在线部分

Step 1: 给定系统初始状态𝑥(0).

Step 2: 判断当前时刻状态𝑥(𝑘). 若𝑥(𝑘) ∈ Ω =
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𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗 ,则

𝑢(𝑘) = 𝐾𝑗𝑥(𝑘), 𝑗 = max{𝑗 : 𝑥(𝑘) ∈ Ω𝑗}.
若𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃𝑁 (Ω), 𝑥(𝑘) /∈ Ω , ℓ = min{𝑖 : 𝑥(𝑘) ∈
Ξ̃𝑖(Ω)},则

min
𝑢(𝑘)

𝐽(𝑘) = ∥𝑥(𝑘)∥2𝑄1
+ ∥𝑢(𝑘)∥2𝑅 +

∥𝑥(𝑘 + 1)∥2𝑄𝑓
. (11a)

s.t. 𝑥(𝑘) ∈ 𝑋, 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 ; (11b)

𝑥(𝑘 + 1) ∈ Ξ̃ℓ−1(Ω); (11c)

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘); (11d)

if ℓ = 1, then 𝑥(𝑘 + 1) ∈ Ω . (11e)

Step 3: 将控制输入作用于系统,并测量下一时刻

状态,返回在线Step 2.

注注注 2 本算法通过计算𝑁步容许集来判断系统

状态达到终端约束集需要的优化步数,并采用𝑁个单

步优化代替步数递减的𝑁步优化, 以降低在线计算

量.

注注注 3 式 (11a)中𝑄𝑓的选择可参见文献 [14].

定理 2 (算法 2稳定性定理) 对于离散系统 (1),

满足约束 (2)和 (3), 采用算法 2设计的模型预测控制

器可以保证系统渐近稳定.

证证证明明明 根据算法 2设计控制器并作用于系统.假

设𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃𝑁 (Ω). 若𝑥(𝑘) ∈ Ω , 则采用基于多面体

不变集的MPC, 实施增益调度策略, 保证了系统收

敛于原点; 若𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃𝑁 (Ω), 𝑥(𝑘) /∈ Ω , ℓ = min{𝑖 :

𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃𝑖(Ω)},则以 Ξ̃ℓ−1(Ω)为目标终端约束集进行

一步在线优化.

由一步容许集性质可知, 必存在可行控制输

入𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 ,使得𝑥(𝑘 + 1) ∈ Ξ̃ℓ−1(Ω). 若 ℓ = 1,则必

存在可行控制输入𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 ,使得𝑥(𝑘+ 1) ∈ Ω . 如果

𝑥(𝑘 + 1) ∈ Ω ,则不变集控制策略可保证系统收敛. 因

此本算法能够保证系统渐近稳定.2
5 仿仿仿真真真算算算例例例

为了检验控制算法的有效性,以下面离散双积分

线性模型为例设计控制器:

𝑥(𝑘 + 1) =

[
1 1

0 1

]
𝑥(𝑘) +

[
0

1

]
𝑢(𝑘),

状态约束和输入约束满足

𝐴𝑥 = [ 0.1𝐼 −0.1𝐼 ]T, 𝐴𝑢 = [ 1 −1 ]T,

性能指标函数中的加权矩阵𝑄1 = 𝐼,𝑅 = 1.

依据算法 1设计多面体终端约束集,并将控制增

益存入数据库以备调用;然后计算终端约束集的𝑁步

容许集 (𝑁 = 6). 如图 1所示,虚线多面体区域代表多

面体终端约束集, 实线多面体区域为 6步容许集. 很

明显, 𝑁步容许集大于终端约束集.
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图 1 系统状态轨迹曲线

选择𝑁步容许集的边界状态 [5.5, 9]T为初始状

态进行仿真验证,结果如图 1∼图 4所示. 其中: 实线

为本文方法得到的系统轨迹;虚线为文献 [11]方法得

到的轨迹. 图 2和图 3表明,系统的状态和输入均满足

约束要求,并最终收敛到原点. 图 4表明,本文方法优

于文献 [11]的方法.
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本文算法将𝑁步在线优化分解为𝑁个单步在线

优化, 大大降低了计算量. 表 1给出了在线优化的计

算时间.

表 1 运算时间比较

文献[11]方法 本文方法
Step

𝑁 时间/ s 𝑁 时间/ s

1 8 1.962 3 1 0.397 6

2 7 1.396 6 1 0.366 4

3 6 1.147 6 1 0.329 0

4 5 0.962 1 1 0.302 8

5 4 0.861 3 1 0.277 9

6 3 0.731 2 1 0.283 0

7 2 0.640 2 1 0.001 3

8 1 0.561 3 1 0.001 5

由表 1可知, 文献 [11]方法需要 8步在线控制才

能达到终端约束集,而本文算法只需 6步.另外,在终

端约束集Ω中直接调用离线设计好的反馈增益,运算

时间可以忽略,因此大大降低了计算量, 达到了期望

的目标.

6 结结结 论论论

针对一类输入和状态受约束的离散线性系统,本

文提出了一种基于容许集的变终端约束MPC设计方

法. 首先设计了基于多面体不变集的离线MPC算法,

扩大了终端约束集. 为进一步扩大系统的初始状态可

镇定区域,引入𝑁步容许集,设计了基于容许集的变

终端约束集MPC算法. 该算法不仅降低了MPC的在

线运算量, 而且扩大了初始状态可镇定区域.仿真结

果表明了算法的合理性和有效性.
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