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摘 要: 通过直觉模糊覆盖概念将覆盖粗糙集模型进行推广,提出一种基于直觉模糊覆盖的直觉模糊粗糙集模型.

首先,介绍了直觉模糊集、直觉模糊覆盖和直觉模糊逻辑算子等概念;然后,利用直觉模糊三角模和直觉模糊蕴涵,

构建两对基于直觉模糊覆盖的下直觉模糊粗糙近似算子和上直觉模糊粗糙近似算子;最后,给出了这些算子的基本

性质并研究了它们之间的对偶性.
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Abstract: Generalizations of covering-based rough set models are made by the concept of intuitionistic fuzzy coverings.

The intuitionistic fuzzy rough set models based on intuitionistic fuzzy coverings are proposed. Firstly, the concepts

of an intuitionistic fuzzy set, an intuitionistic fuzzy covering and intuitionistic fuzzy logical operators are introduced.

Secondly, based on an intuitionistic fuzzy covering of a universe of discourse, two pairs of generalized lower and upper

intuitionistic fuzzy rough approximation operators are constructed by means of an intuitionistic fuzzy triangular norm and an

intuitionistic fuzzy implicator. Finally, basic properties of the generalized intuitionistic fuzzy rough approximation operators

are investigated, and the duality between these approximation operators is examined.
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1 引引引 言言言

粗糙集理论是由Pawlak[1]提出的一种处理不精

确、不确定和不完全数据的数学方法. 它已被成功

应用于人工智能、模式识别、机器学习、数据挖掘和

决策分析等众多领域.在经典粗糙集理论中, 论域上

的等价关系起着至关重要的作用. 然而, 在实际应

用中, 等价关系是非常苛刻的条件,论域上的二元关

系经常不是等价的.于是, 许多学者将粗糙集进行推

广,得到了许多拓展形式,直觉模糊粗糙集模型[2-7]就

是其中一种. Coker[2]首先揭示了直觉模糊集理论和

粗糙集理论之间的关系, 证明模糊粗糙集实际上就

是直觉𝐿-模糊集.徐小来等[3]构建了基于直觉模糊

剩余蕴涵和直觉模糊相似关系的直觉模糊粗糙集.

Zhou等[4]利用直觉模糊三角模 𝒯 = min,直觉模糊三

角余模𝒮 = max和标准直觉模糊逆算子𝒩 定义了直
觉模糊粗糙近似算子. 进一步, Zhou等[5]利用更一般

的直觉模糊逻辑算子构建了 (ℐ, 𝒯 )-直觉模糊粗糙集,

这种直觉模糊粗糙集模型是到目前为止所提出的最

广泛的基于关系的直觉模糊粗糙集. 然而,已有的这

些直觉模糊粗糙集模型都是基于直觉模糊关系的. 本

文利用直觉模糊逻辑算子提出了两对基于直觉模糊

覆盖的直觉模糊粗糙近似算子,并讨论了它们的一些

性质和对偶性. 所得结果拓展了直觉模糊粗糙集理

论,为直觉模糊粗糙集的更广泛应用奠定了基础.
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2 预预预备备备知知知识识识

2.1 直直直觉觉觉模模模糊糊糊集集集

定定定义义义 1[8] 设𝑈是一个非空集合, 𝑈上的一个直
觉模糊集𝐴具有如下形式:

𝐴 = {⟨𝑥, 𝜇𝐴(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑈}.
其中: 𝜇𝐴 : 𝑈 → [0, 1], 𝜈𝐴 : 𝑈 → [0, 1],且满足条件 0 ⩽
𝜇𝐴(𝑥) + 𝜈𝐴(𝑥) ⩽ 1,∀𝑥 ∈ 𝑈 . 这里𝜇𝐴(𝑥)和 𝜈𝐴(𝑥)分别

表示𝑈中元素𝑥属于𝐴的隶属度和非隶属度. 本文
用 IF(𝑈)表示𝑈上直觉模糊集的全体.

定定定义义义 2[8] 设𝐴,𝐵 ∈ IF(𝑈),定义运算如下:

𝐴 ⊆ 𝐵 ⇔ 𝜇𝐴(𝑥) ⩽ 𝜇𝐵(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥) ⩾ 𝜈𝐵(𝑥),∀𝑥 ∈ 𝑈 ;

𝐴 ⊇ 𝐵 ⇔ 𝐵 ⊆ 𝐴;

𝐴 = 𝐵 ⇔ 𝐴 ⊆ 𝐵,𝐵 ⊆ 𝐴;

𝐴 ∩𝐵 = {⟨𝑥, 𝜇𝐴(𝑥) ∧ 𝜇𝐵(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥) ∨ 𝜈𝐵(𝑥)⟩};
𝐴 ∪𝐵 = {⟨𝑥, 𝜇𝐴(𝑥) ∨ 𝜇𝐵(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥) ∧ 𝜈𝐵(𝑥)⟩}.
定定定义义义 3[8] 设𝑈是一个非空论域,定义在直积空

间𝑈 × 𝑈上的直觉模糊子集称为𝑈上的二元直觉模

糊关系,记为

𝑅 = {⟨(𝑥, 𝑦), 𝜇𝑅(𝑥, 𝑦), 𝜈𝑅(𝑥, 𝑦)⟩∣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈}.
其中: 𝜇𝑅 : 𝑈 × 𝑈 → [0, 1], 𝜈𝑅 : 𝑈 × 𝑈 → [0, 1],且满
足 0 ⩽ 𝜇𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝜈𝑅(𝑥, 𝑦) ⩽ 1, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 .

本文用 IF(𝑈 × 𝑈)表示𝑈上直觉模糊子集的全

体.

2.2 直直直觉觉觉模模模糊糊糊逻逻逻辑辑辑算算算子子子

定定定义义义 4[9] 设𝐿 = {(𝛼, 𝛽)∣𝛼 ∈ [0, 1], 𝛽 ∈ [0, 1], 𝛼+

𝛽 ⩽ 1},在𝐿上定义如下关系⩽𝐿:

∀(𝛼, 𝛽), (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐿, (𝛼, 𝛽) ⩽𝐿 (𝜉, 𝜂) ⇔ 𝛼 ⩽ 𝜉, 𝛽 ⩾ 𝜂.

可以看出, (𝐿,⩽𝐿)是一个完备格,最小的元素是
0𝐿 = (0, 1),最大的元素是 1𝐿 = (1, 0).

∀(𝛼, 𝛽), (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐿,定义

(𝛼, 𝛽) ∧ (𝜉, 𝜂) = {min(𝛼, 𝜉),max(𝛽, 𝜂)},
(𝛼, 𝛽) ∨ (𝜉, 𝜂) = {max(𝛼, 𝜉),min(𝛽, 𝜂)}.
定定定义义义 5[9] 如果𝒩 : 𝐿 → 𝐿是一个递减的映射,

且满足𝒩 (0𝐿) = 1𝐿和𝒩 (1𝐿) = 0𝐿, 则称𝒩 是一个
直觉模糊逆算子. 特别地, 假如对于任意的𝑥 ∈ 𝐿,
𝒩 (𝒩 (𝑥)) = 𝑥,则称𝒩 为对合的直觉模糊逆算子.

定定定义义义 6[9] 如果 𝒯 : 𝐿× 𝐿 → 𝐿是一个递增、可交

换、可结合的映射,并且满足𝒯 (1𝐿, 𝑥) = 𝑥,∀𝑥 ∈ 𝐿,则
称 𝒯 是一个直觉模糊三角模或简称为直觉模糊𝑇 模.

定定定义义义 7[9] 如果𝒮 : 𝐿× 𝐿 → 𝐿是一个递增、可交

换、可结合的映射,且满足𝒮(0𝐿, 𝑥) = 𝑥,∀𝑥 ∈ 𝐿,则称
𝒮是一个直觉模糊三角余模或简称直觉模糊𝑇 余模.

定定定义义义 8[9] 如果

𝒯 (𝒩 (𝑥),𝒩 (𝑦)) = 𝒩 (𝒮(𝑥, 𝑦)),

𝒮(𝒩 (𝑥),𝒩 (𝑦)) = 𝒩 (𝒯 (𝑥, 𝑦)),

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿.

则称直觉模糊𝑇 模 𝒯 和直觉模糊𝑇 余模𝒮关于𝒩 对
偶.

定定定义义义 9[9] 如果映射 ℐ : 𝐿 × 𝐿 → 𝐿关于第 1
个变元递减, 关于第 2个变元递增, 并且满足边界
条件 ℐ(0𝐿, 0𝐿) = 1𝐿, ℐ(1𝐿, 0𝐿) = 0𝐿, ℐ(0𝐿, 1𝐿) =

1𝐿, ℐ(1𝐿, 1𝐿) = 1𝐿, 则称 ℐ是定义在𝐿上的直觉模

糊蕴涵.

定定定义义义 10[9] 设𝒮是一个定义在𝐿上的直觉模

糊𝑇 余模, 𝒩 是一个直觉模糊逆算子,则称 ℐ𝒮,𝒩 (𝑥, 𝑦)

= 𝒮(𝒩 (𝑥), 𝑦)是由𝒮和𝒩 生成的直觉模糊𝑆 -̇蕴涵.

定定定义义义 11[9] 设 𝒯 是一个定义在𝐿上的直觉

模糊𝑇 模, 则称 ℐ𝒯 (𝑥, 𝑦) = sup{𝛾 ∈ 𝐿∣𝒯 (𝑥, 𝛾) ⩽𝐿

𝑦},∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿是由 𝒯 生成的直觉模糊𝑅 -蕴涵.

假设𝒩 是一个直觉模糊逆算子, 𝒯 是一个直觉
模糊𝑇 模, 𝒮是一个直觉模糊𝑇 余模, ℐ是定义在𝐿上

的直觉模糊蕴涵,定义如下直觉模糊集:

1) (co𝒩 (𝐴))(𝑥) = 𝒩 (𝐴(𝑥)),∀𝑥 ∈ 𝑈 ;

2)
(
𝐴
∩
𝒯

𝐵
)
(𝑥) = 𝒯 (𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥)),∀𝑥 ∈ 𝑈 ;

3)
(
𝐴
∪
𝒮

𝐵
)
(𝑥) = 𝒮(𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥)),∀𝑥 ∈ 𝑈 ;

4) (𝐴 →ℐ 𝐵)(𝑥) = ℐ(𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥)),∀𝑥 ∈ 𝑈.

引引引理理理 1[9] 假设 𝒯 是连续的直觉模糊𝑇 模, ℐ是
由 𝒯 生成的直觉模糊𝑅 -蕴涵, 𝒩 是由 ℐ诱导的直觉
模糊逆算子,即𝒩 (𝛼) = ℐ(𝛼, 0𝐿). 𝐼是任意指标集,对
于任意的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐿, 𝑖 ∈ 𝐼 ,即

1) 𝒯 (𝛼, 0𝐿) = 0𝐿, 𝒯 (𝑎, 𝑏) ⩽𝐿 𝑏;

2) 𝒯 (𝑎, ℐ(𝑎, 𝑏)) ⩽𝐿 𝑏, 𝑏 ⩽𝐿 ℐ(𝑎, 𝒯 (𝑎, 𝑏)), 𝑎 ⩽𝐿

ℐ(ℐ(𝑎, 𝑏), 𝑏);
3) 𝑎 ⩽𝐿 𝑏 ⇔ ℐ(𝑎, 𝑏) = 1𝐿;

4) ℐ(1𝐿, 𝑎) = 𝑎;

5) ℐ(𝒯 (𝑎, 𝑏), 𝑐) = ℐ(𝑎, ℐ(𝑏, 𝑐));
6) 𝒯 (𝑎, ℐ(𝑏, 𝑐)) ⩽𝐿 ℐ(ℐ(𝑎, 𝑏), 𝑐);
7) 𝑎 ⩽𝐿 𝒩 (𝒩 (𝑎));

8) 𝒩
(⋁

𝑖∈𝐼

𝑎𝑖

)
=

⋀
𝑖∈𝐼

𝒩 (𝑎𝑖);

9) 𝒯
(
𝑎,

⋁
𝑖∈𝐼

𝑏𝑖

)
=

⋁
𝑖∈𝐼

𝒯 (𝑎, 𝑏𝑖);

10) ℐ
(
𝑎,

⋀
𝑖∈𝐼

𝑏𝑖

)
=

⋀
𝑖∈𝐼

ℐ(𝑎, 𝑏𝑖);

11) ℐ
(⋁

𝑖∈𝐼

𝑎𝑖, 𝑏
)
=

⋀
𝑖∈𝐼

ℐ(𝑎𝑖, 𝑏);

12)
⋁
𝑖∈𝐼

ℐ(𝑎𝑖, 𝑏) ⩽𝐿 ℐ
(⋀

𝑖∈𝐼

𝑎𝑖, 𝑏
)

;

13)
⋁
𝑖∈𝐼

ℐ(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) ⩽𝐿 ℐ
(⋀

𝑖∈𝐼

𝑎𝑖,
⋁
𝑖∈𝐼

𝑏𝑖

)
.
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定定定义义义 12 设 𝒞是非空论域𝑈上一些直觉模糊

子集构成的集类. 如果∪𝒞 = ∪{𝐶 : 𝐶 ∈ 𝒞} = 𝑈 , 则
称 𝒞是𝑈的直觉模糊覆盖.如果 𝒞是𝑈的直觉模糊覆

盖, 并且对于任意𝐶 ∈ 𝒞, 在𝑈中至少存在一个𝑥使

得𝐶(𝑥) = 1𝐿,则称 𝒞是正则的.

3 直直直觉觉觉模模模糊糊糊粗粗粗糙糙糙集集集

3.1 基基基于于于直直直觉觉觉模模模糊糊糊关关关系系系的的的直直直觉觉觉模模模糊糊糊粗粗粗糙糙糙集集集

下面介绍Zhou等[5]提出的(ℐ, 𝒯 )-直觉模糊粗糙
集模型.

定定定义义义 13 设𝑅是论域𝑈的直觉模糊关系,称二
元组 (𝑈,𝑅)是一个直觉模糊近似空间. 假设 𝒯 是𝐿上

连续直觉模糊𝑇 模, ℐ是定义在𝐿上的直觉模糊蕴涵,
对于任意的𝐴 ∈ IF(𝑈), 𝐴关于近似空间 (𝑈,𝑅)的 𝒯 -
上近似和 ℐ-下近似是定义在𝑈上的一对直觉模糊集,
其中

𝑅
𝒯
(𝐴)(𝑥) =

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝑅(𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑦)),

𝑅ℐ(𝐴)(𝑥) =
⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝑅(𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑦)),∀𝑥 ∈ 𝑈.

3.2 基基基于于于直直直觉觉觉模模模糊糊糊覆覆覆盖盖盖的的的直直直觉觉觉模模模糊糊糊粗粗粗糙糙糙集集集

定定定义义义 14 假设 𝒞是𝑈的一个直觉模糊覆盖,称
二元组 (𝑈, 𝒞)是一个推广的直觉模糊近似空间. 设 𝒯 ,

ℐ分别是定义在𝐿上的连续直觉模糊𝑇 模和直觉模

糊蕴涵. 下面定义两对近似算子:

𝒞′(𝐴)(𝑥) =
⋁
𝐶∈𝒞

𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))
)
,

𝒞′
(𝐴)(𝑥) =

⋀
𝐶∈𝒞

ℐ
(
𝐶(𝑥),

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))
)
,

𝒞′′(𝐴)(𝑥) =
⋀
𝐶∈𝒞

ℐ
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))
)
,

𝒞′′
(𝐴)(𝑥) =

⋁
𝐶∈𝒞

𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))
)
,

∀𝐴 ∈ IF(𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈.

算子 𝒞′, 𝒞′
, 𝒞′′和 𝒞′′

分别称为𝒯 ℐ-下, ℐ𝒯 -上, ℐℐ-
下和 𝒯 𝒯 -上直觉模糊粗糙近似算子.直觉模糊集
𝒞′(𝐴), 𝒞′

(𝐴), 𝒞′′(𝐴)和 𝒞′′
(𝐴)分别称为𝐴关于 (𝑈, 𝒞)

的 𝒯 ℐ-下, ℐ𝒯 -上, ℐℐ-下和 𝒯 𝒯 -上直觉模糊粗糙近似.

由此可以看出: 1) 如果 𝒯 和 ℐ分别是 [0, 1]上

的模糊三角模和模糊蕴涵, 𝒞是𝑈的模糊覆盖,
则定义 14退化成Li等[10]提出的模糊粗糙集. 2) 假
如 𝒞是𝑈的普通划分, 𝒯 = min, ℐ = max(1 − 𝑎, 𝑏),
则 𝒞′和 𝒞′

, 𝒞′′和 𝒞′′
分别为经典粗糙近似算子[1]. 3)

本文用 {𝑅𝑦 : 𝑦 ∈ 𝑈}表示𝑈中所有元素关于模糊

关系𝑅的𝑅-前缀所构成的集合. 假如在定义 14中用
{𝑅𝑦 : 𝑦 ∈ 𝑈}来替换 𝒞, 则定义 14退化成Cock等[11]

定义的近似算子. 4) 假如 𝒞是𝑈的一个普通覆盖,
𝒯 = min, ℐ = max(1− 𝑎, 𝑏),则 𝒞′退化成Zhu等[12]定

义的覆盖下近似算子, 𝒞′′
退化成Zhu等[12]定义的第

2种类型的覆盖上近似算子.

例例例 1 设论域𝑈 = {𝑎, 𝑏, 𝑐},

𝒞 = {𝐶1, 𝐶2} =

{{⟨𝑎, 0.4, 0.1⟩, ⟨𝑏, 0.7, 0.2⟩, ⟨𝑐, 1, 0⟩},
{⟨𝑎, 1, 0⟩, ⟨𝑏, 1, 0⟩, ⟨𝑐, 0.8, 0.1⟩}},

则 (𝑈, 𝒞)为一个推广的直觉模糊近似空间. 令

𝐴 = {⟨𝑎, 0.3, 0.2⟩, ⟨𝑏, 0.4, 0.5⟩, ⟨𝑐, 0.6, 0.1⟩},
𝒯 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2)) =

(max(0, 𝑥1 + 𝑦1 − 1),min(1, 𝑥2 + 𝑦2)),

ℐ𝒯 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2)) =

(min(1, 1 + 𝑦1 − 𝑥1, 1 + 𝑥2 − 𝑦2),max(0, 𝑦2 − 𝑥2)).

根据定义 14,计算可得

𝒞′(𝐴) = {⟨𝑎, 0.3, 0.4⟩, ⟨𝑏, 0.3, 0.5⟩, ⟨𝑐, 0.6, 0.3⟩},
𝒞′
(𝐴) = {⟨𝑎, 0.4, 0.2⟩, ⟨𝑏, 0.4, 0.2⟩, ⟨𝑐, 0.6, 0.1⟩},

𝒞′′(𝐴) = {⟨𝑎, 0.3, 0.5⟩, ⟨𝑏, 0.3, 0.5⟩, ⟨𝑐, 0.5, 0.4⟩},
𝒞′′

(𝐴) = {⟨𝑎, 0.4, 0.2⟩, ⟨𝑏, 0.4, 0.2⟩, ⟨𝑐, 0.6, 0.1⟩}.
下面讨论如无特殊说明, 均假定 𝒯 是连续直觉

模糊𝑇 模, ℐ是由𝒯生成的直觉模糊𝑅-蕴涵.

4 基基基于于于覆覆覆盖盖盖的的的直直直觉觉觉模模模糊糊糊粗粗粗糙糙糙近近近似似似算算算子子子的的的
性性性质质质

4.1 𝒯 ℐ-下下下和和和 ℐ𝒯 -上上上近近近似似似算算算子子子的的的性性性质质质

定定定理理理 1 对于算子 𝒞′和 𝒞′
, ∀𝐴,𝐵 ∈ IF(𝑈),

∀(𝛼, 𝛽) ∈ 𝐿,有以下性质成立:

1) 𝒞′(𝑈) = 𝒞′
(𝑈) = 𝑈, 𝒞′(∅) = 𝒞′

(∅) = ∅;

2) 𝒞′((𝛼, 𝛽)) ⊇ (𝛼, 𝛽), 𝒞′
((𝛼, 𝛽)) ⊆ (𝛼, 𝛽), 如

果 𝒞是正则的,则有 𝒞′((𝛼, 𝛽)) = 𝒞′
((𝛼, 𝛽)) = (𝛼, 𝛽);

3) ∀𝒟 ⊆ 𝒞, 𝒞′(∪𝒟) = ∪𝒟;

4) 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝒞′(𝐴) ⊆ 𝒞′(𝐵), 𝒞′
(𝐴) ⊆ 𝒞′

(𝐵);

5) 𝒞′(𝐴) ⊆ 𝐴,𝐴 ⊆ 𝒞′
(𝐴);

6) 𝒞′(𝒞′(𝐴)) = 𝒞′(𝐴), 𝒞′
(𝒞′

(𝐴)) = 𝒞′
(𝐴).

证证证明明明 由于定理中 1), 2)和 4)容易得证,本文仅
证明性质 3), 5)和 6).

对于性质 3), ∀𝒟 ⊆ 𝒞, 𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝒞′(∪𝒟)(𝑥) =⋁
𝐶∈𝒞

𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), (∪𝒟)(𝑦))
)
⩾𝐿

⋁
𝐶∈𝒟

𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), (∪𝒟)(𝑦))
)
=

⋁
𝐶∈𝒟

𝒯 (𝐶(𝑥), 1𝐿) = (∪𝒟)(𝑥).

因而, ∪𝒟 ⊆ 𝒞′(∪𝒟). 结合性质 5)可得 𝒞′(∪𝒟) = ∪𝒟.

对于性质 5), ∀𝐴 ∈ IF(𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈 ,有
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𝒞′(𝐴)(𝑥) ⩽𝐿

⋁
𝐶∈𝒞

𝒯 (𝐶(𝑥), ℐ(𝐶(𝑥), 𝐴(𝑥))) ⩽𝐿 𝐴(𝑥),

𝒞′
(𝐴)(𝑥) ⩾𝐿

⋀
𝐶∈𝒞

ℐ(𝐶(𝑥), 𝒯 (𝐶(𝑥), 𝐴(𝑥))) ⩾𝐿 𝐴(𝑥);

对于性质 6), ∀𝐴 ∈ IF(𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝒞′(𝒞′(𝐴))(𝑥) =⋁
𝐶∈𝒞

𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), 𝒞′(𝐴)(𝑦))
)
⩾𝐿

⋁
𝐶∈𝒞

𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

⋀
𝑧∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑧), 𝐴(𝑧))
)
= 𝒞′(𝐴)(𝑥).

因而, 𝒞′(𝐴) ⊆ 𝒞′(𝒞′(𝐴)). 结合性质 5)可得𝒞′(𝐴) =

𝒞′(𝒞′(𝐴)). 另外一个等式同理可证. 2
4.2 ℐℐ-下下下和和和𝒯 𝒯 -上上上近近近似似似算算算子子子的的的性性性质质质

设(𝑈, 𝒞)为一个推广的直觉模糊近似空间. 对于
直觉模糊覆盖 𝒞,本文定义𝑈上的一个直觉模糊相容

关系(即满足自反性和对称性的关系)为

𝑅𝒞(𝑥, 𝑦) =
⋁
𝐶∈𝒞

𝒯 (𝐶(𝑥), 𝐶(𝑦)),∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈.

定定定理理理 2 设 (𝑈, 𝒞)为一个推广的直觉模糊近似
空间,则有 𝒞′′ = 𝑅𝒞ℐ , 𝒞′′

= 𝑅
𝒯
𝒞 .

证证证明明明 对于∀𝐴 ∈ IF(𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝒞′′(𝐴)(𝑥) =
⋀
𝐶∈𝒞

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑥), ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))) =

⋀
𝑦∈𝑈

⋀
𝐶∈𝒞

ℐ(𝒯 (𝐶(𝑥), 𝐶(𝑦)), 𝐴(𝑦)) =

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ
( ⋁

𝐶∈𝒞
𝒯 (𝐶(𝑥), 𝐶(𝑦)), 𝐴(𝑦)

)
=

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝑅𝒞(𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑦)) = 𝑅𝒞ℐ (𝐴)(𝑥).

𝒞′′
(𝐴)(𝑥) =

⋁
𝐶∈𝒞

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝐶(𝑥), 𝒯 (𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))) =

⋁
𝑦∈𝑈

⋁
𝐶∈𝒞

𝒯 (𝒯 (𝐶(𝑥), 𝐶(𝑦)), 𝐴(𝑦)) =

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯
( ⋁

𝐶∈𝒞
𝒯 (𝐶(𝑥), 𝐶(𝑦)), 𝐴(𝑦)

)
=

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝑅𝒞(𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑦)) = 𝑅
𝒯
𝒞 (𝐴)(𝑥). 2

定定定理理理 3 对于算子 𝒞′′和 𝒞′′
, ∀𝐴,𝐵,𝐴𝑖 ∈ IF(𝑈),

𝑖 ∈ 𝐼 , ∀(𝛼, 𝛽) ∈ 𝐿, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,有以下性质成立:

1) 𝒞′′(𝑈) = 𝒞′′
(𝑈) = 𝑈, 𝒞′′(∅) = 𝒞′′

(∅) = ∅;

2) 𝒞′′((𝛼, 𝛽)) = 𝒞′′
((𝛼, 𝛽)) = (𝛼, 𝛽);

3) 𝒞′′(∪
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)
=

∪
𝑖∈𝐼

𝒞′′
(𝐴𝑖), 𝒞′′

(∩
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)
=∩

𝑖∈𝐼

𝒞′′(𝐴𝑖);

4) 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝒞′′(𝐴) ⊆ 𝒞′′(𝐵), 𝒞′′
(𝐴) ⊆ 𝒞′′

(𝐵);

5) 𝒞′′(𝐴) ⊆ 𝐴,𝐴 ⊆ 𝒞′′
(𝐴);

6) 𝒞′′
(𝒞′′(𝐴)) ⊆ 𝐴,𝐴 ⊆ 𝒞′′(𝒞′′

(𝐴));

7) 𝒞′′
(1𝑥)(𝑦) = 𝒞′′

(1𝑦)(𝑥), 𝒞′′(1𝑥 →ℐ (𝛼, 𝛽))(𝑦)

= 𝒞′′(1𝑦 →ℐ (𝛼, 𝛽))(𝑥);

8) 𝒞′′
(∪

𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)
⊇

∪
𝑖∈𝐼

𝒞′′(𝐴𝑖), 𝒞′′(∩
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)
⊆∩

𝑖∈𝐼

𝒞′′
(𝐴𝑖);

9) 𝒞′′((𝛼, 𝛽) →ℐ 𝐴) = (𝛼, 𝛽) →ℐ 𝒞′′(𝐴),
𝒞′′(

(𝛼, 𝛽)
∩
ℐ
𝐴
)
= (𝛼, 𝛽)

∩
ℐ
𝒞′′

(𝐴).

证证证明明明 对于性质 1), 𝒞′′(𝑈) = 𝑈和 𝒞′′
(∅) = ∅来

自文献[5]中的定理 6 (IFL4)和定理 4 (IFU4); 𝒞′′
(𝑈) =

𝑈和 𝒞′′(∅) = ∅来自性质 5).

性质 2)来自性质 5), 定理 2, 文献 [5]中的定理 6
(IFL3)和定理 4 (IFU3).

性质 3)来自定理 2,文献 [5]中的定理 6 (IFL2)和
定理 4 (IFU2).

性质 4)来自定理 2, 文献 [5]中的定理 6 (IFL7)
和定理 4 (IFU7).

性质 5)来自定理 2,文献 [5]中的定理 8和定理 5
中的性质 2).

对于性质 6),本文仅证明𝒞′′
(𝒞′′(𝐴)) ⊆ 𝐴. 另一个

同理可证.

𝒞′′
(𝒞′′(𝐴))(𝑥) ⩽𝐿⋁

𝐶∈𝒞
𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯
(
𝐶(𝑦), ℐ

(
𝐶(𝑦),

⋀
𝑧∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑧), 𝐴(𝑧))
)))

⩽𝐿⋁
𝐶∈𝒞

𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝐶(𝑦), ℐ(𝐶(𝑦),

ℐ(𝐶(𝑥), 𝐴(𝑥))))
)
⩽𝐿⋁

𝐶∈𝒞
𝒯 (𝐶(𝑥), ℐ(𝐶(𝑥), 𝐴(𝑥))) ⩽𝐿 𝐴(𝑥).

性质 7)来自定理 2,文献 [5]中的定理 9和定理 5
中的性质 3).

性质 8)来自定理 2, 文献 [5]中的定理 6 (IFL6)
和定理 4 (IFU6).

性质 9)来自定理 2,文献 [5]中的定理 6 (IFL1)和
定理 4 (IFU1). 2
4.3 基基基于于于覆覆覆盖盖盖的的的直直直觉觉觉模模模糊糊糊粗粗粗糙糙糙近近近似似似算算算子子子的的的对对对偶偶偶性性性

定定定理理理 4 设(𝑈, 𝒞)是一个推广的直觉模糊近似
空间, 𝒯是𝐿上连续的直觉模糊𝑇 模, ℐ是由直觉模
糊𝑇 余模𝒮和对合直觉模糊逆算子𝒩生成的直觉模
糊𝑆-蕴涵, 𝒯 和𝒮关于𝒩 对偶,则对于∀𝐴 ∈ IF(𝑈),有

𝒞′(𝐴) = co𝒩 (𝒞′
(co𝒩 (𝐴))),

𝒞′
(𝐴) = co𝒩 (𝒞′(co𝒩 (𝐴))),

𝒞′′(𝐴) = co𝒩 (𝒞′′
(co𝒩 (𝐴))),

𝒞′′
(𝐴) = co𝒩 (𝒞′′(co𝒩 (𝐴))).
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证证证明明明 对于∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝒞′
(co𝒩 (𝐴))(𝑥) =⋀

𝐶∈𝒞
𝒮
(
𝒩 (𝐶(𝑥)),

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝐶(𝑦),𝒩 (𝐴(𝑦)))
)
=

⋀
𝐶∈𝒞

𝒩
(
𝒯
(
𝐶(𝑥),𝒩

( ⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝐶(𝑦),𝒩 (𝐴(𝑦)))
)))

=

𝒩
( ⋁

𝐶∈𝒞
𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

𝒩 (𝒯 (𝐶(𝑦),𝒩 (𝐴(𝑦))))
))

=

𝒩
( ⋁

𝐶∈𝒞
𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

𝒮(𝒩 (𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦)))
))

=

𝒩
( ⋁

𝐶∈𝒞
𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))
))

=

(co𝒩 (𝒞′(𝐴)))(𝑥).

由于𝒩 是一个对合的直觉模糊逆算子,有 𝒞′(𝐴)

= co𝒩 (𝒞′
(co𝒩 (𝐴))). 其他等式同理可证. 2

定定定理理理 5 设 (𝑈, 𝒞)是一个推广的直觉模糊近
似空间, ℐ是由连续直觉模糊𝑇 模 𝒯 生成的直觉模
糊𝑅-蕴涵, 𝒩 是由 ℐ诱导的直觉模糊逆算子,则对于
∀𝐴 ∈ IF(𝑈),有

𝒞′(𝐴) ⊆ co𝒩 (𝒞′
(co𝒩 (𝐴))),

𝒞′
(𝐴) ⊆ co𝒩 (𝒞′(co𝒩 (𝐴))),

𝒞′′(𝐴) ⊆ co𝒩 (𝒞′′
(co𝒩 (𝐴))),

𝒞′′
(𝐴) ⊆ co𝒩 (𝒞′′(co𝒩 (𝐴))).

证证证明明明 对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝒞′
(co𝒩 (𝐴))(𝑥) =⋀

𝐶∈𝒞
ℐ
(
𝐶(𝑥),

⋁
𝑦∈𝑈

𝒯 (𝐶(𝑦), ℐ(𝐴(𝑦), 0𝐿))
)
⩽𝐿

⋀
𝐶∈𝒞

ℐ
(
𝐶(𝑥),

⋁
𝑦∈𝑈

ℐ(ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦)), 0𝐿)
)
⩽𝐿

⋀
𝐶∈𝒞

ℐ
(
𝐶(𝑥), ℐ

( ⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦)), 0𝐿

))
=

⋀
𝐶∈𝒞

ℐ
(
𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))
)
, 0𝐿

)
=

ℐ
( ⋁

𝐶∈𝒞
𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))
)
, 0𝐿

)
=

𝒩
( ⋁

𝐶∈𝒞
𝒯
(
𝐶(𝑥),

⋀
𝑦∈𝑈

ℐ(𝐶(𝑦), 𝐴(𝑦))
))

=

(co𝒩 (𝒞′(𝐴)))(𝑥).

根据引理 1中的性质 7)和𝒩 的单调性,可得

(co𝒩 (𝒞′
(co𝒩 (𝐴))))(𝑥) ⩾𝐿

(co𝒩 (co𝒩 (𝒞′(𝐴))))(𝑥) ⩾𝐿 𝒞′(𝐴)(𝑥).

其他式子同理可证. 2
5 结结结 论论论

本文利用直觉模糊覆盖、直觉模糊三角模和直

觉模糊蕴涵定义了两种推广的直觉模糊粗糙集,并推

导出一些性质. 可以看出, Pawlak经典粗糙集、覆盖

粗糙集、基于模糊覆盖的模糊粗糙集都是该模型的特

殊情况. 下一步将研究新提出的直觉模糊粗糙集和已

有的直觉模糊粗糙集之间的关系及其在实际问题中

的应用.
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