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摘 要: 针对确定连续时间 (DCT)方法在研究最小主元分析 (MCA)学习算法时,存在严格限制条件而较难实现的问

题,基于确定离散时间 (DDT)方法,研究了AMEX MCA学习算法的收敛条件.理论分析表明,只有在算法的学习因

子和输入信号的自相关矩阵满足一定条件时, AMEX MCA学习算法才能收敛到系统的总体最小二乘解. 最后,仿真

结果表明了收敛条件的正确性.
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Abstract: Deterministic continuous time(DCT) is a conventional method of studying the minor component analysis(MCA).

Unfortunately, DCT is not used in practical systems because of it’s strict conditions. Therefore, the convergence condition

of AMEX MCA learning algorithm is derived based on deterministic discrete time. Theoretical analysis shows that the total

least square solution is not obtained until special conditions between learning factor and autocorrelation matrix of input signal

are satisfied. Finally, simulation results show the correctness of the convergence condition.
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1 引引引 言言言

总体最小二乘 (TLS)算法是解决输入、输出观测
数据均含有噪声的信号处理问题的一种有效方法[1].
早期求解TLS问题的困难主要在于 SVD (singular
value decomposition)方法的复杂性.近年来, 出现
了大量求解总体最小二乘问题的自适应递推算

法. 总体最小二乘问题可转化为求解输入信号
自相关矩阵最小特征值所对应的特征向量即最

小主元分析 (MCA)[2]. MCA算法主要有文献[3]中的
OJA+MCA学习算法、[4]中的TLS MCA算法、[5]中
的OJAm MCA算法、[6]中的MCA EXIN算法、[7,
8]中的MCA算法、[9]中的OJAn MCA算法、[10]中的
SSMSR MCA算法、[11]中的AMEX MCA学习算法
等. 这些MCA学习算法的区别在于自适应调整权值
向量的递推公式的不同. 其中, AMEX MCA学习算
法不受初始权值向量的影响且具有良好的全局收敛

性, 是一种较好的MCA学习算法[11]. 但文献[11]未
给出AMEX MCA学习算法的收敛条件. 然而, 研
究MCA学习算法的收敛性十分重要, 只有最终收
敛的MCA学习算法才具有实际意义. MCA学习算
法通常被描述为随机离散时间 (SDT)系统,直接分析
其收敛性存在困难. 研究 SDT系统收敛性的传统方
法是确定连续时间 (DCT)方法[12]. DCT方法是根据
随机逼近理论[13], 在满足某些严格限制条件的情况
下, 将随机离散时间 (SDT)系统转换为与之对应的
确定连续时间 (DCT)系统.通过这样的转换, SDT系
统可被描述为对应的微分方程. 但采用DCT方法
的限制条件之一就是要求算法的学习因子必须趋

于零[13]. 而实际系统中, 学习因子常被设置成大
于零的常数, 因而大大限制了DCT方法的应用. 近
年来, 确定离散时间 (DDT)方法被用于研究 SDT系
统的收敛性问题[14-17].该方法通过取条件期望将随
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机离散时间 (SDT)系统转换为对应的确定离散时
间 (DDT)系统.相对于传统的DCT方法, DDT方法既
能保持MCA学习算法的时间离散的特征, 又不要求
算法的学习因子必须趋于零,是一种更为实际合理的
分析方法. 彭德中等[17]利用DDT方法研究了AMEX
MCA学习算法的收敛条件,但经过仿真实验可知,该
收敛条件 𝜂𝜆1 < 0.25仅是算法收敛的充分条件而非

必要条件.

针对文献[17]存在的缺点, 基于DDT方法, 本文
推导出了保证AMEX MCA学习算法收敛的充要条
件,计算机仿真结果表明了所建立收敛条件的正确性.

2 DDT方方方法法法
考虑输入、输出观测数据均含有噪声的 FIR自适

应滤波系统,系统权向量𝑤(𝑘) ∈ 𝑅𝑛, 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛为输

入信号, 𝑦(𝑘) = 𝑤T(𝑘)𝑥(𝑘)为输出信号. 为了便于描
述问题, 假定输入信号𝑥(𝑘)为零均值随机平稳信号.
MCA学习算法的目的就是使系统的权向量𝑤(𝑘)自

适应地收敛到输入信号自相关矩阵𝑅的最小特征值

所对应的特征向量,从而得到系统的总体最小二乘解.

AMEX MCA学习算法权值向量的自适应递推公
式为[11]

𝑤(𝑘 + 1) = 𝑤(𝑘)− 𝜂
[
𝑥(𝑘)𝑥T(𝑘)𝑤(𝑘)− 𝑤(𝑘)

𝑤(𝑘)𝑤T(𝑘)

]
,

(1)

其中 𝜂 > 0为学习因子. 式 (1)两边同时求出条件期望
E{𝑤(𝑘 + 1)/𝑤(0), 𝑥(𝑖), 𝑖 < 𝑘}. 在下一步迭代中用条
件期望值代替原公式, 这样就得到了基于DDT方法
的权值向量𝑤(𝑘)的自适应递推公式,即

𝑤(𝑘 + 1) = 𝑤(𝑘)− 𝜂
[
𝑅𝑤(𝑘)− 𝑤(𝑘)

𝑤(𝑘)𝑤T(𝑘)

]
, (2)

其中𝑅 = E[𝑥(𝑘)𝑥T(𝑘)]为输入信号𝑥(𝑘)的自相关矩

阵. 输入信号自相关矩阵𝑅是对称的非负定矩阵,则
其特征值𝜆𝑖 ⩾ 0(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 令𝜆𝑛为最小特征

值, 𝜆1为最大特征值,即𝜆1 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑖 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑛(1 ⩽
𝑖 ⩽ 𝑛). 相应的单位特征向量 𝜈𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)构成
了𝑅𝑛的标准正交基. 实际系统中由于噪声的影响,
自相关矩阵𝑅的最小特征值通常大于零, 不失一般
性, 令𝜆𝑛 > 0. 𝑣𝑖是𝑅𝑛的标准正交基, 因此权值向
量𝑤(𝑘)可表示为

𝑤(𝑘) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑧𝑖(𝑘)𝑣𝑖, 𝑘 ⩾ 0, (3)

其中 𝑧𝑖(𝑘)为固定常数. 将式 (3)代入 (2)可得

𝑧𝑖(𝑘 + 1) =
[
1− 𝜂𝜆𝑖 +

𝜂

𝑤(𝑘)𝑤T(𝑘)

]
𝑧𝑖(𝑘),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 (4)

3 AMEX MCA学学学习习习算算算法法法收收收敛敛敛性性性分分分析析析
以下的讨论都是基于 𝜂𝜆𝑛 < 0.5的条件进行.

引引引理理理 1 若 2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛) ⩽ 𝑥 ⩽
√

1

𝜆𝑛
,则有

(1− 𝜂𝜆𝑛)𝑥+ 𝜂/𝑥 ⩽
√

1/𝜆𝑛. (5)

证证证明明明 令 𝑓(𝑥) = (1− 𝜂𝜆𝑛)𝑥+ 𝜂/𝑥,则有 𝑓 ′(𝑥) =

1− 𝜂𝜆𝑛 − 𝜂/𝑥2. 易知当𝑥 ⩾
√

𝜂

1− 𝜂𝜆𝑛
时, 𝑓 ′(𝑥) ⩾ 0.

由𝜂𝜆𝑛 < 0.5可知√
𝜂

1− 𝜂𝜆𝑛
< 2

√
𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛) <

√
1

𝜆𝑛
.

因此,有

𝑓 ′(𝑥) ⩾ 0, 2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛) ⩽ 𝑥 ⩽
√

1/𝜆𝑛.

即 𝑓(𝑥)在区间𝑥 ∈ [2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛),
√

1/𝜆𝑛]是单调递

增的,于是 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(
√

1/𝜆𝑛) =
√

1/𝜆𝑛. 2
引引引理理理 2 若 𝜂 ⩽ 2

𝜆1 − 𝜆𝑛
, 𝑤T(0)𝜈𝑛 ∕= 0, 则当

∥𝑤(𝑘)∥2 ⩽
√

1/𝜆𝑛时,有∣∣∣ 1− 𝜂𝜆𝑖 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2
1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2

∣∣∣ < 1,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. (6)

证证证明明明

∣∣∣ 1− 𝜂𝜆𝑖 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2
1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2

∣∣∣ =
1− 𝜂(𝜆𝑖 − 𝜆𝑛)

1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2 <

1− 𝜂(𝜆1 − 𝜆𝑛)

1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2 .

由 ∥𝑤(𝑘)∥2 ⩽
√

1/𝜆𝑛可知

1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2 ⩾ 1 ⇒
𝜂(𝜆1 − 𝜆𝑛)

1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2 > 0 ⇒

1− 𝜂(𝜆1 − 𝜆𝑛)

1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2 < 1.

由 𝜂 ⩽ 2

𝜆1 − 𝜆𝑛
⇒ 1− 𝜂(𝜆1 − 𝜆𝑛)

1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2 > −1.

综上所述,

∣∣∣∣∣ 1− 𝜂𝜆𝑖 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2
1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/ ∥𝑤(𝑘)∥2

∣∣∣∣∣ < 1得证. 2
定定定理理理 1 若 𝜂 ⩽ 2

𝜆1 − 𝜆𝑛
, 𝑤T(0)𝜈𝑛 ∕= 0, 则式

(2)的最终收敛域为

𝑆 =
{
𝑤∣2

√
𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛) ⩽ ∥𝑤∥ ⩽

√
1/𝜆𝑛

}
.

即存在一个较大的正常数 𝑘′,当 𝑘 ⩾ 𝑘′时,有

2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛) ⩽ ∥𝑤∥ ⩽
√

1/𝜆𝑛. (7)

证证证明明明 1) 当 2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛) ⩽ ∥𝑤∥ ⩽
√

1/𝜆𝑛时,

有

∥𝑤(𝑘 + 1)∥2 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑧2𝑖 (𝑘 + 1) =



第 9期 李晓波等: 基于DDT方法的自适应总体最小二乘算法收敛性分析 1401

𝑛∑
𝑖=1

𝑧2𝑖 (𝑘)

[
1− 𝜂𝜆𝑖 +

𝜂

𝑤T(𝑘)𝑤(𝑘)

]2
⩽

𝑛∑
𝑖=1

𝑧2𝑖 (𝑘)

[
1− 𝜂𝜆𝑛 +

𝜂

∥𝑤(𝑘)∥2
]2

=

∥𝑤(𝑘)∥2
[
1− 𝜂𝜆𝑛 +

𝜂

∥𝑤(𝑘)∥2
]2

=[
(1− 𝜂𝜆𝑛) ∥𝑤(𝑘)∥+ 𝜂

∥𝑤(𝑘)∥
]2

.

由引理 1可得

∥𝑤(𝑘 + 1)∥ ⩽ ∥𝑤(𝑘)∥ ⩽
√

1/𝜆𝑛.

由𝑤T(0)𝜈𝑛 ∕= 0,并根据式 (4)可知 𝑧𝑛(0) ∕= 0,即 𝑧𝑛(𝑘)

∕= 0. 由此可得

𝑧2𝑖 (𝑘 + 1)

𝑧2𝑛(𝑘 + 1)
=

[
1− 𝜂𝜆𝑖 + 𝜂/∥𝑤(𝑘)∥2
1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/∥𝑤(𝑘)∥2

]
𝑧2𝑖 (𝑘)

𝑧2𝑛(𝑘)
=

𝜀𝑧2𝑖 (𝑘)/𝑧
2
𝑛(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1,

其中 𝜀 =
1− 𝜂𝜆𝑖 + 𝜂/∥𝑤(𝑘)∥2
1− 𝜂𝜆𝑛 + 𝜂/∥𝑤(𝑘)∥2 .由引理 2可知 ∣𝜀∣ < 1,

故
𝑧2𝑖 (𝑘 + 1)

𝑧2𝑛(𝑘 + 1)
= ∣𝜀∣2 𝑧2𝑖 (𝑘)

𝑧2𝑛(𝑘)
= ∣𝜀∣2𝑘 𝑧2𝑖 (0)

𝑧2𝑛(0)
.

因此, lim
𝑘→∞

𝑧2𝑖 (𝑘)

𝑧2𝑛(𝑘)
= 0(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1).

因为 ∣𝑤(𝑘 + 1)∣ ⩽ ∣𝑤(𝑘)∣ ⩽ √
1/𝜆𝑛, 即 ∣𝑤(𝑘)∣有

边界,则 𝑧𝑛(𝑘)必定有边界,所以有

lim
𝑘→∞

𝑧𝑖(𝑘) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. (8)

假定存在一个非常大的正常数 𝑘′,当 𝑘 ⩾ 𝑘′时,有

𝑤(𝑘) ≈ 𝑧𝑛(𝑘)𝑣𝑛, (9)

将式 (9)代入 (4)可得

𝑧𝑛(𝑘 + 1) = 𝑧𝑛(𝑘)

[
1− 𝜂𝜆𝑛 +

𝜂

𝑧2𝑛(𝑘)

]
, (10)

即 ∣𝑤(𝑘 + 1)∣ = ∣𝑧𝑛(𝑘 + 1)∣ ⩾ 2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛).

由以上证明可知𝑤(𝑘) ∈ 𝑆.

2)当 ∥𝑤(𝑘)∥ >
√

1/𝜆𝑛时,有

∥𝑤(𝑘 + 1)∥2 ⩽ ∥𝑤(𝑘)∥2
[
1− 𝜂𝜆𝑛 +

𝜂

∥𝑤(𝑘)∥2
]2

.

令 𝛽 = 1 − 𝜂𝜆𝑛 +
𝜂

∥𝑤(𝑘)∥2 , 因为 ∥𝑤(𝑘)∥ >√
1/𝜆𝑛, 所以 𝛽 < 1, 即 ∣𝑤(𝑘 + 1)∣ < 𝛽∣𝑤(𝑘)∣, 则必存
在一个正常数 𝑘′′, 当 𝑘 ⩾ 𝑘′′时, 有 ∣𝑤(𝑘)∣ ⩽ √

1/𝜆𝑛,

即𝑤(𝑘) ∈ 𝑆.

3) 当 0 < ∥𝑤(𝑘)∥ < 2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛)时, 类似于

1)的证明过程可知,存在一个大的正常数 𝑘′′′,当 𝑘 ⩾
𝑘′′′时,有

∥𝑤(𝑘 + 1)∥ = ∣𝑧𝑛(𝑘 + 1)∣ ⩾ 2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛),

故𝑤(𝑘) ∈ 𝑆.

综合 1)∼ 3)可知, 当 𝑘 ⩾ max(𝑘′, 𝑘′′, 𝑘′′′)时, 式

(2)的最终收敛域为𝑆. 2
定定定理理理 2 若 𝜂 ⩽ 2

𝜆1 − 𝜆𝑛
, 𝑤T(0)𝜈𝑛 ∕= 0,则有

lim
𝑘→∞

𝑧𝑛(𝑘) = ±
√

1/𝜆𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1.

证证证明明明 由式 (10)可知,

∣𝑧𝑛(𝑘 + 1)∣ = ∣𝑧𝑛(𝑘)∣
[
1− 𝜂𝜆𝑛 +

𝜂

𝑧2𝑛(𝑘)

]
.

根据引理 1, ∣𝑧𝑛(𝑘 + 1)∣在区间 [2
√

𝜂(1− 𝜂𝜆𝑛),√
1/𝜆𝑛] 上单调递增, 故 ∣𝑧𝑛(𝑘 + 1)∣ ⩽

√
1/𝜆𝑛(𝑘 ⩾

𝑘′),也就是说当 𝑘 → ∞时, ∣𝑧𝑛(𝑘)∣必定收敛到其上边
界
√

1/𝜆𝑛,即

lim
𝑘→∞

𝑧𝑛(𝑘) = ±
√

1/𝜆𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛−1. 2
推推推论论论 1 若 𝜂 ⩽ 2

𝜆1 − 𝜆𝑛
, 𝑤T(0)𝜈𝑛 ∕= 0,则有

lim
𝑘→∞

𝑤(𝑘) = ±
√

1

𝜆𝑛
𝜈𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. (11)

4 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析

4.1 最最最终终终收收收敛敛敛域域域分分分析析析

随机生成一个 4× 4的非负定对称矩阵,即

𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
4.817 1 4.628 4 4.533 0 3.415 8

4.628 4 5.265 3 5.309 4 3.444 6

4.533 0 5.309 4 6.503 7 4.007 1

3.415 8 3.444 6 4.007 1 3.781 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

矩阵𝑅的最大特征值𝜆1 = 18.019 7,最小特征值𝜆𝑛 =

0.021 8,令学习因子 𝜂 = 0.01,即满足推论 1的收敛条

件 𝜂 ⩽ 2

𝜆1 − 𝜆𝑛
. 图 1给出了 10条不同初始权值范数

∥𝑤(0)∥ ∈ 𝑆条件下 ∥𝑤(𝑘)∥的学习曲线.

0 4 8 12 16 20
0

0.5

1

1.5

2

2.5

w
k(
)%

&
$

'() %*+,S

'() %-+,S

!"#$k/10
2

图 1 ∥𝒘(0)∥ ∈ 𝑺时, ∥𝒘(𝒌)∥范数的收敛情况
图 2给出了 10条不同初始权值范数 ∥𝑤(0)∥ /∈ 𝑆

条件下 ∥𝑤(𝑘)∥的学习曲线.
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图 2 ∥𝒘(0)∥ /∈ 𝑺时, ∥𝒘(𝒌)∥范数的收敛情况
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由图 1, 图 2可知, 无论初始权值范数 ∥𝑤(0)∥如
何取值, ∥𝑤(𝑘)∥都能稳定地收敛于最终收敛域𝑆. 这

表明AMEX MCA学习算法不受初始权值向量的影

响,同时也验证了定理 1的内容.

4.2 权权权值值值𝒘(𝒌)的的的收收收敛敛敛性性性

由式 (3)可知, 𝑧𝑖(𝑘) = 𝑤T(𝑘)𝑣𝑖(𝑖 = 1, 2, 3, 4),

图 3为任取一初始权值向量𝑤(0) = [0.5, 1, 1.5, 0.8]时,

𝑧𝑖(𝑘)(𝑖 = 1, 2, 3, 4)的收敛情况.
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图 3 初始权值为𝒘(0)时, 𝒛𝒊(𝒌)的收敛性

由图 3可知, 𝑧𝑖(𝑘)(𝑖 = 1, 2, 3, 4)最终收敛于零,

而对应于最小主元的 𝑧4(𝑘)最终收敛于某一固定值

±√
1/𝜆𝑛 (本文实验条件下

√
1/𝜆𝑛 ≈ 2.142), 从而验

证了定理 2.

图 4为当学习因子 𝜂 = 0.12, 即 𝜂 >
2

𝜆1 − 𝜆𝑛
时,

权值𝑤(𝑘)范数的收敛情况. 可以看出, 在学习因子

𝜂不满足 𝜂 ⩽ 2

𝜆1 − 𝜆𝑛
的收敛条件时, 随着迭代次数

的增加, ∥𝑤(𝑘)∥最终发散.
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图 4 𝜼不满足收敛条件时,∥𝒘(𝒌)∥的发散情况

4.3 随随随机机机平平平稳稳稳输输输入入入信信信号号号状状状态态态下下下的的的收收收敛敛敛性性性分分分析析析

为了更好地说明AMEX MCA学习算法在使用

随机输入信号时的收敛性,可从下式生成的随机数据

中提取最小主元:

𝑥(𝑘) = 𝐶ℎ(𝑘). (12)

其中: 𝐶 =
randn(4, 4)

4
, ℎ(𝑘) ∈ 𝑅4×1为正态分布的随

机变量. 利用式 (1)进行权值向量的自适应递推,学习

因子 𝜂 = 0.01.

定义权值向量𝑤(𝑘)的方向余弦为

cos(𝜃) =

∣∣𝑤T(𝑘)𝜈𝑛
∣∣

∥𝑤(𝑘)∥ ∥𝜈𝑛∥ . (13)

显然,如果 cos 𝜃收敛到 1,则𝑤(𝑘)必然收敛到最小主

元 𝜈𝑛所在的方向上.

在仿真实验中, 权值向量的方向余弦 cos 𝜃最终

收敛为 1,如图 5所示. 这意味着AMEX MCA学习算

法给出了正确的收敛结果.
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图 5 权值向量方向余弦的收敛性

5 结结结 论论论

针对DCT方法在研究AMEX MCA学习算法时

存在限制条件的问题, 本文利用DDT方法对算法的

收敛性展开研究,推导出了算法的收敛条件.该收敛

条件是利用AMEX MCA学习算法自适应求解总体

最小二乘问题的前提. 需要指出的是, 在 𝜂𝜆𝑛 ⩾ 0.5

(即不满足 𝜂𝜆𝑛 < 0.5)时, AMEX MCA学习算法的收

敛条件还需要进一步研究.
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