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摘 要: 在已知不确定参数变化范围的假设下,研究了非合作博弈强Nash均衡的存在性问题.基于经典非合作博弈

的强Berge均衡及帕雷托均衡的概念,结合非合作博弈NS均衡,定义了不确定性下非合作博弈的帕雷托强Berge和

强Nash均衡的概念,并借助Ky Fan不等式证明其存在性. 最后利用算例验证了其可行性和有效性.

关键词: 非合作博弈；强 Nash均衡；Ky Fan不等式；不确定性

中图分类号: C934 文献标识码: A

Existence of strong Nash equilibrium for non-cooperative games under
uncertainty
ZHANG Hui-juan, ZHANG Qiang
(1. School of Management and Economics，Beijing Institute of Technology，Beijing 100081，China．Correspondent:

ZHANG Hui-juan，E-mail：zhanghui-246@163.com)

Abstract: Under the assumption that the domain of the undetermined parameters is known, the existence of strong Nash

equilibrium for non-cooperative games is investigated. Combined the concept of strong Berge equilibrium and Pareto

equilibrium with NS-equilibrium for non-cooperative games, the notions of Pareto strong Berge equilibrium and strong

Nash equilibrium under uncertainty are defined, and the existence theorem of the equilibrium is also provided by means of

the Ky Fan inequality. Finally, a numeric example illustrates the effectiveness and feasibility of the proposed method.
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1 引引引 言言言

自从Nash[1]提出Nash均衡的概念以来, 许多学

者发现, 真正的难点不是一个博弈是否存在均衡, 而

是在多个均衡之间如何进行选择, 即Nash均衡的多

重性问题.为此,许多学者进行了深入地研究和分析,

相继提出了一些不同的均衡概念. Schelling[2]提出了

“聚点”均衡概念. Aumann[3]又定义了“相关均衡”

概念. Selten[ 4]通过对动态非合作博弈的分析, 先后

定义了“子博弈完美均衡”和“颤抖手精炼均衡”.

Harsanyi[5]将不完全信息引入非合作博弈论中, 提出

了“贝叶斯纳什均衡”的概念. 虽然Nash均衡关于单

个局中人的策略偏离是稳定的, 但事实上, 一个联盟

或群体对Nash均衡的偏离却可能给该联盟中的成员

带来益处. 为此, Berge[6]定义了稳定性强于Nash均衡

的强Berge均衡. 随后, Aumann[7]又提出强Nash均衡,

该均衡关于任意联盟的策略偏离是稳定的. 以上两

种均衡均是特殊的Nash均衡, 是Nash均衡的精炼.

Larbani等[8]对强Berge均衡的性质及其存在性进行了

研究.然而, 以上研究的均是确定环境下非合作博弈

均衡解的存在性问题,即经典非合作博弈问题.在实

际问题中, 由于决策环境的不确定性, 往往会涉及一

些不确定参数,而局中人仅能预知这些参数的变化范

围.对于这类不确定博弈问题,经典非合作博弈的局

限性较为明显. 因此,在局中人已知不确定参数变化

范围的前提下, Zhukovskii[9]结合经典Nash均衡及帕

雷托有效解的概念, 介绍了不确定性下非合作博弈

的NS-均衡概念. 在此基础上, Larbani等[10]定义了不

确定环境下非合作博弈的ZS-均衡概念,并基于不动

点定理证明了其存在性. 以上考虑的均为不确定环境

下Nash均衡的存在性问题, 而对于其他均衡解的存

在性,文献中涉及得较少.

本文以经典强Berge及强Nash均衡的理论研究

为基础, 在已知不确定参数变化范围的前提下, 定
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义并研究了帕雷托强Berge均衡 (PSBE)同强Nash均

衡之间的关系, 同时基于Ky Fan[11]不等式证明了强

Nash均衡的存在性.

2 预预预备备备知知知识识识

设标准型𝑛人非合作博弈为𝐺 = (𝐼,𝑋, 𝑓(𝑥)).

其中: 𝐼 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}表示局中人构成的集合, 𝑛 ⩾
1; 𝑋𝑖 ⊆ R𝑛𝑖 , 𝑛𝑖 ⩾ 1为局中人 𝑖的策略集; 𝑥 ∈𝑋 =
𝑛∏

𝑖=1

𝑋𝑖为非合作博弈的局势, 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑛),

𝑓𝑖 : 𝑋 → R为第 𝑖个局中人的支付函数,本文假设局

中人均是最大化局中人.

为讨论问题方便, 给出如下记号: ∀𝐾 ⊂ 𝐼 , 记 𝐼

−𝐾为−𝐾, 当𝐾 = {𝑖}时, 记 𝐼 − {𝑖}为−𝑖. 记 𝑋̂ =∏
𝑖∈𝐼

𝑋−𝑖, 其中𝑋−𝑖 =
∏
𝑗∈−𝑖

𝑋𝑗表示联盟−𝑖中局中人

的策略集. 设𝑥和 𝑥́分别是局中人 𝑖 的两个策略, 记

𝑥 ∥ 𝑥́−𝑖 = (𝑥́1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥́𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥́𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥́𝑛), 𝑥́−𝑖 ∈𝑋−𝑖,

表示联盟−𝑖中的局中人将局势𝑥中的策略𝑥𝑖换成

𝑥́𝑖, 而第 𝑖个局中人的策略不变所得到的新局势. 显

然, 𝑥 ∥ 𝑥−𝑖 = 𝑥. 记

R𝑚
+ = {𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑚) ∈

R𝑚 ∣ 𝑢𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚},
intR𝑚

+ = {𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑚) ∈
R𝑚 ∣ 𝑢𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}.

定义 1[1] 𝑥̄ ∈𝑋称为𝐺的Nash均衡,若

𝑓𝑖(𝑥̄ ∥ 𝑥𝑖) ⩽ 𝑓𝑖(𝑥̄),∀𝑖 ∈𝐼,∀𝑥𝑖 ∈𝑋𝑖.

定义 2[12] 𝑥̄ ∈𝑋称为𝐺的Pareto均衡,若

𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥̄) /∈ R𝑛
+ ∖ {0},∀𝑦 ∈𝑋.

定义 3[6] 𝑥̄ ∈𝑋称为𝐺的强Berge均衡,若

𝑓𝑗(𝑥̄ ∥ 𝑥−𝑖) ⩽ 𝑓𝑗(𝑥̄), ∀𝑖 ∈𝐼, ∀𝑗 ∈−𝑖, ∀𝑥−𝑖 ∈𝑋−𝑖.

注 1 1) 易证强Berge均衡是特殊的Nash均衡.

设 𝑥̄ ∈𝑋是𝐺的强Berge均衡,则 ∀𝑖 ∈𝐼 , ∀𝑗 ∈−𝑖,有

𝑓𝑖(𝑥̄ ∥ 𝑥𝑖) = 𝑓𝑖(𝑥𝑗 , 𝑥̄−{𝑖,𝑗}, 𝑥𝑖) ⩽ 𝑓𝑖(𝑥̄).

因此 𝑥̄是𝐺的强Nash均衡.

2) 强Berge均衡的稳定性强于Nash均衡, 前者

关于任意联盟−𝑖是稳定的, 即当局中人 𝑖选择强

Berge均衡 𝑥̄𝑖时, 若联盟−𝑖偏离 𝑥̄−𝑖 , 则其收益不会

增加;而后者关于单个局中人稳定,即Nash均衡只能

限制单个人的偏离.

定义 4[7] 𝑥̄ ∈𝑋称为𝐺的强Nash均衡,若

𝑓𝑆(𝑥̄ ∥ 𝑥𝑆)− 𝑓𝑆(𝑥̄) /∈ R∣𝑆∣
+ ∖ {0}, ∀𝑆 ⊆ 𝐼, ∀𝑥𝑆 ∈𝑋𝑆 .

其中: ∣𝑆∣表示联盟𝑆中局中人的个数, 𝑓𝑆 = (𝑓1, 𝑓2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓∣𝑆∣)表示 ∣𝑆∣维向量. 特别地, 当𝑆 = 𝐼时, 有 𝑓𝐼

= 𝑓 .

注 2 若定义 4中取𝑆 = {𝑖}, 则强Nash均衡是

Nash均衡;若取𝑆 = 𝐼 ,则强Nash均衡是 Pareto均衡.

因此, 强Nash均衡是满足个体理性和集体理性的均

衡.

命题 1[9] 𝐺存在强Berge均衡, 若非合作博弈

𝐺满足:

1) ∀𝑖 ∈ 𝐼,𝑋𝑖是局部凸Hausdorff空间上的非空

紧凸集,且 𝑓𝑖 : 𝑋 → R在𝑋上连续;

2) ∀𝑗 ∕= 𝑖 ∈ 𝐼,∀𝑥𝑖 ∈𝑋𝑖, 𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑦−𝑖)关于 𝑦−𝑖是

𝑋−𝑖上的拟凹函数;

3) ∀𝑥 ∈𝑋, ∃𝑢 ∈𝑋 ,使得

𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑦−𝑖) ⩽ 𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑢−𝑖),

∀𝑖 ∈𝐼, ∀𝑗 ∈−𝑖, ∀𝑦−𝑖 ∈𝑋−𝑖.

3 具具具有有有不不不确确确定定定参参参数数数的的的Pareto强强强 Berge 均均均衡衡衡
及及及强强强 Nash均均均衡衡衡
下面考虑具有不确定参数的非合作博弈,有

𝐺1 = (𝐼,𝑋, 𝑌, 𝑓(𝑥, 𝑦)).

其中: 𝐼 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}表示局中人构成的集合, 𝑛 ⩾
1; 𝑋𝑖 ⊂ R𝑛𝑖 , 𝑛𝑖 ⩾ 1为局中人 𝑖的策略集; 𝑥 ∈𝑋 =
𝑛∏

𝑖=1

𝑋𝑖为非合作博弈的局势; 𝑌 是未知参数集, 𝑌 ⊂

R𝑚,𝑚 ⩾ 1; 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑛), 𝑓𝑖 : 𝑋 × 𝑌 → R是
第 𝑖个局中人的支付函数.

注 3 当𝑌 = ∅或𝑌 = {𝑦}时, 𝐺1是经典非合

作博弈,因此具有不确定参数的非合作博弈是经典博

弈的推广.

定义 5 策略 (𝑥̄, 𝑦) ∈𝑋 × 𝑌 称为𝐺1的 Pareto强

Berge均衡,若满足:

1) ∀𝑖 ∈𝐼,∀𝑗 ∈−𝑖,∀𝑥−𝑖 ∈𝑋−𝑖, 𝑓𝑗(𝑥̄ ∥ 𝑥−𝑖, 𝑦) ⩽
𝑓𝑗(𝑥̄, 𝑦);

2) ∀𝑢 ∈𝑋, 𝑓(𝑢, 𝑦)− 𝑓(𝑥̄, 𝑦) /∈ R𝑛
+ ∖ {0};

3) ∀𝑦 ∈𝑌, 𝑓(𝑥̄, 𝑦)− 𝑓(𝑥̄, 𝑦) /∈ intRn
+.

注 4 定义 5的条件 1)说明 𝑥̄是非合作博弈 (𝐼,

𝑋, 𝑓(𝑥, 𝑦))的强Berge均衡; 条件 2)说明 𝑥̄ 是非合作

博弈 (𝐼,𝑋, 𝑓(𝑥, 𝑦))的 Pareto均衡;条件 3)说明 𝑦是多

目标问题 (𝑌, 𝑓(𝑥̄, 𝑦))的弱 Pareto有效解,即所有局中

人对不确定参数 𝑦均持极大极小或悲观主义态度.

定义 6 策略 (𝑥̄, 𝑦) ∈𝑋×𝑌 称为𝐺1的强Nash均

衡,若满足:

1) ∀𝑆 ⊆ 𝐼,∀𝑥𝑆 ∈𝑋𝑆 , 𝑓𝑆(𝑥̄ ∥ 𝑥𝑆 , 𝑦) − 𝑓𝑆(𝑥̄, 𝑦) /∈
R𝑛
+ ∖ {0};

2) ∀𝑦 ∈𝑌, 𝑓(𝑥̄, 𝑦)− 𝑓(𝑥̄, 𝑦) /∈
w

R𝑛
+.

命题 2 𝐺1的Pareto强Berge均衡是强Nash均

衡.
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证证证明明明 设 𝑧 ∈𝑋 × 𝑌 是𝐺1的 Pareto强Berge均

衡, 由定义 5和定义 6, 只需证明 𝑥̄是非合作博弈 (𝐼,

𝑋, 𝑓(𝑥, 𝑦))的强Nash均衡. 利用反证法, 假设 𝑧不是

𝐺1的强Nash均衡,则 ∃𝑆 ⊆ 𝐼,∃𝑥𝑆 ∈𝑋𝑆 ,有

𝑓𝑆(𝑥̄ ∥ 𝑥𝑆 , 𝑦)− 𝑓𝑆(𝑥̄, 𝑦) ∈ R∣𝑆∣
+ ∖ {0}, (1)

即 ∑
𝑖∈𝑆

𝑓𝑖(𝑥̄ ∥ 𝑥𝑆 , 𝑦) >
∑
𝑖∈𝑆

𝑓𝑖(𝑥̄, 𝑦). (2)

若𝑆 = 𝐼 , 则式 (1)与定义 5的条件 2)相矛盾; 若𝑆 ∕=
𝐼 ,则−𝑆 ∕= ∅.设 𝑖0 /∈𝑆,有𝑆 ⊂ −𝑖0.设𝑆1 = (−𝑖0)−𝑆,

有

∀𝑗 ∈−𝑖0 = 𝑆
∪

𝑆1, ∀𝑥−𝑖0 ∈𝑋−𝑖0 ,

𝑓𝑗(𝑥̄ ∥ 𝑥−𝑖0 , 𝑦) ⩽ 𝑓𝑗(𝑥̄, 𝑦).

∀𝑗 ∈𝑆,取𝑥−𝑖0 = (𝑥̄𝑆1 , 𝑥𝑆),则有

𝑓𝑗(𝑥̄ ∥ 𝑥−𝑖0 , 𝑦) = 𝑓𝑗(𝑥̄ ∥ 𝑥𝑆 , 𝑦) ⩽ 𝑓𝑗(𝑥̄, 𝑦),∑
𝑗∈𝑆

𝑓𝑗(𝑥̄ ∥ 𝑥𝑆 , 𝑦) ⩽
∑
𝑗∈𝑆

𝑓𝑗(𝑥̄, 𝑦).

这与式 (2)矛盾,故 𝑧是𝐺1的强Nash均衡. 2
4 强强强Nash均均均衡衡衡的的的存存存在在在性性性

定理 1 (Ky Fan不等式[11]) 设𝑋是Hausdorff线

性拓扑空间𝐸上的非空紧凸集, 有 ∃𝑥̄ ∈ 𝑋 , 使

sup
𝑦∈𝑋

𝑓(𝑥̄, 𝑦) ⩽ 0,若 𝑓 : 𝑋 ×𝑋 → R满足:

1) ∀𝑦 ∈𝑋,𝑥 → 𝑓(𝑥, 𝑦)在𝑋上是下半连续的;

2) ∀𝑥 ∈𝑋, 𝑦 → 𝑓(𝑥, 𝑦)在𝑋上是拟凹的;

3) ∀𝑥 ∈𝑋, 𝑓(𝑥, 𝑥) ⩽ 0.

假设 1 集合𝑋𝑖, 𝑖 ∈𝐼和𝑌 分别是R𝑛𝑖及R𝑚上的

非空紧凸集; (𝑥, 𝑦) → 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 ∈𝐼是𝑋 × 𝑌 上的连

续函数.

如不特别说明,以下讨论均建立在假设 1上.

定义 7 设𝑆 ⊆ 𝐼 ,函数𝜑𝑆 : 𝑍 × 𝑋̂ × 𝑍 → R定
义如下:

𝜑𝑆(𝑧, 𝑡, 𝑧) =
∑
𝑖∈𝐼

∑
𝑗∈−𝑖

(𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝑡−𝑖, 𝑦)− 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦))+∑
𝑖∈𝐼

(𝑓𝑖(𝑥́, 𝑦)− 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦))+∑
𝑖∈𝑆

((𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)− 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)). (3)

其中

𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑍 = 𝑋 × 𝑌,

𝑡 = (𝑡−1, 𝑡−2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡−𝑛) ∈ 𝑋̂ =
∏
𝑖∈𝐼

∏
𝑗∈−𝑖

𝑋𝑗
−𝑖 ,

𝑋𝑗
−𝑖 = 𝑋−𝑖, 𝑧 = (𝑥́, 𝑦) ∈ 𝑍.

注 5 ∀𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈𝑍, 若取 𝑧 = 𝑧, 且 𝑡 = (𝑥−1,

𝑥−2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥−𝑛),则𝜑𝑆(𝑧, 𝑡, 𝑧) = 0. 因此, ∀𝑧 ∈𝑍,有

sup
(𝑡,𝑧)∈(𝑋̂,𝑍)

𝜑𝑆(𝑧, 𝑡, 𝑧) ⩾ 0.

定义 8 设𝑆 ⊆ 𝐼 ,函数𝜙𝑆 : 𝑍 × 𝑍 → R定义如
下:

𝜙𝑆(𝑧, 𝑧) =
∑
𝑖∈𝐼

∑
𝑗∈−𝑖

(𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝑥́−𝑖, 𝑦)− 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦))+∑
𝑖∈𝐼

((𝑓𝑖(𝑥́, 𝑦)− 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦))+∑
𝑖∈𝑆

(𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)− 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)). (4)

其中

´̂𝑥 = (𝑥́−1, 𝑥́−2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥́−𝑛) ∈ 𝑥̂,

𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑍, 𝑧 = (𝑥́, 𝑦) ∈ 𝑍.

注 6 ∀𝑧 ∈𝑍, 𝜙𝑆(𝑧, 𝑧) = 0. 有 ∀𝑧 ∈ 𝑍, sup
𝑧∈𝑍

𝜙𝑆(𝑧,

𝑧) ⩾ 0.定义 8与定义 7的区别在于,当取定 𝑥́时, 𝑥́−𝑖

= 𝑥́ − {𝑥́𝑖}, 而定义 7中, 𝑡 = (𝑡−1, 𝑡−2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡−𝑛), 𝑡−𝑖

∈𝑋−𝑖.

引理 1 ∃𝑧 ∈𝑍,使 sup
𝑧∈𝑍

𝜙𝑆(𝑧, 𝑧) ⩽ 0,若非合作博

弈𝐺1满足:

1) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑍,∀𝑖 ∈ 𝐼, ∀𝑗 ∈ −𝑖, 𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝑡−𝑖, 𝑦)

是𝑋−𝑖上关于 𝑡−𝑖的凹函数;

2) ∀𝑦 ∈𝑌, ∀𝑖 ∈𝐼 , 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)是𝑋上关于𝑥的凹函

数;

3) ∀𝑥 ∈𝑋, ∀𝑖 ∈𝐼 , 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)是𝑌 上关于 𝑦的凸函

数.

证证证明明明 由假设 1可得, 𝑍 = 𝑋 × 𝑌 是非空紧凸

集, 且 𝑧 → 𝜙𝑆(𝑧, 𝑧)是𝑍上的连续函数. 只需证明 ∀𝑧
= (𝑥, 𝑦) ∈𝑍, 𝑧 → 𝜙𝑆(𝑧, 𝑧)是𝑍上的凹函数.

∀𝑧 ∈𝑍,设 𝑧1, 𝑧2 ∈𝑍, 𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2),

𝛽 ∈(0, 1). 由𝑋和𝑌 的凸性,有

𝛽𝑥1 + (1− 𝛽)𝑥2 ∈𝑋,𝛽𝑦1 + (1− 𝛽)𝑦2 ∈𝑌,
𝜙𝑆(𝑧, 𝛽𝑧

1 + (1− 𝛽)𝑧2) =∑
𝑖∈𝐼

∑
𝑗∈−𝑖

(𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝛽𝑥1
−𝑖 + (1− 𝛽)𝑥2

−𝑖, 𝑦)− 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦))+∑
𝑖∈𝐼

(𝑓𝑖(𝛽𝑥
1 + (1− 𝛽)𝑥2, 𝑦)− 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦))+∑

𝑖∈𝑆

(𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)− 𝑓𝑖(𝑥, 𝛽𝑦
1 + (1− 𝛽)𝑦2)).

由引理 1条件 1)得 ∀𝑖 ∈𝐼,∀𝑗 ∈−𝑖,有

𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝛽𝑥1
−𝑖 + (1− 𝛽)𝑥2

−𝑖, 𝑦) ⩾

𝛽𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝑥1
−𝑖, 𝑦) + (1− 𝛽)𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝑥2

−𝑖, 𝑦). (5)

由引理 1条件 2)得 ∀𝑖 ∈𝐼 ,有

𝑓𝑖(𝑥 ∥ 𝛽𝑥1 + (1− 𝛽)𝑥2, 𝑦) ⩾

𝛽𝑓𝑖(𝑥 ∥ 𝑥1, 𝑦) + (1− 𝛽)𝑓𝑖(𝑥 ∥ 𝑥2, 𝑦). (6)
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由引理 1条件 3)得∑
𝑖∈𝑆

𝑓𝑖(𝑥, 𝛽𝑦
1 + (1− 𝛽)𝑦2) ⩽

𝛽
∑
𝑖∈𝑆

𝑓𝑖(𝑥, 𝑦
1) + (1− 𝛽)

∑
𝑖∈𝑆

𝑓𝑖(𝑥, 𝑦
2). (7)

由式 (5)∼(7)可得

𝜙𝑆(𝑧, 𝛽𝑧
1 + (1− 𝛽)𝑧2) ⩾

𝛽𝜙𝑆(𝑧, 𝑧
1) + (1− 𝛽)𝜙𝑆(𝑧, 𝑧

2),

即 ∀𝑧 ∈𝑍, 𝑧 → 𝜙𝑆(𝑧, 𝑧)是凹的. 又因为 ∀𝑧 ∈𝑍, 𝜙𝑆(𝑧,

𝑧) = 0,故由Ky Fan不等式, ∃𝑧 ∈𝑍,使得 sup
𝑧∈𝑍

𝜙𝑆(𝑧, 𝑧)

⩽ 0. 2
定理 2 非合作博弈𝐺1存在强Nash均衡, 若非

合作博弈𝐺1满足:

1) ∀(𝑥, 𝑦) ∈𝑍, ∀𝑖 ∈ 𝐼, ∀𝑗 ∈−𝑖, 𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝑡−𝑖, 𝑦)

是𝑋−𝑖上关于 𝑡−𝑖的凹函数;

2) ∀𝑦 ∈𝑌, ∀𝑖 ∈𝐼 , 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)是𝑋上关于𝑥的凹函

数;

3) ∀𝑥 ∈𝑋, ∀𝑖 ∈𝐼 , 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)是𝑌 上关于 𝑦的凸函

数;

4) ∀𝑥 ∈𝑋, ∀𝑦 ∈𝑌, ∃𝑆 ⊆ 𝐼, ∃𝑢 ∈𝑋, ∃𝑣 ∈𝑌 使 ∀𝑖 ∈
𝐼, ∀𝑗 ∈−𝑖, ∀𝑡−𝑖 ∈𝑋−𝑖,有

𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝑡−𝑖, 𝑦) ⩽ 𝑓𝑗(𝑥 ∥ 𝑢−𝑖, 𝑦), 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑓𝑖(𝑢, 𝑦),∑
𝑖∈𝑆

𝑓𝑖(𝑥, 𝑦) ⩾
∑
𝑖∈𝑆

𝑓𝑖(𝑥, 𝑣), ∀𝑖 ∈ 𝐼.

证证证明明明 由定理 2条件 4)及定义 7和定义 8可知,

∃𝑆 ⊆ 𝐼,∃𝑧0 = (𝑢, 𝑣) ∈𝑍,使
∀(𝑡, 𝑧) ∈𝑋̂ × 𝑍, 𝜑𝑆(𝑧, 𝑡, 𝑧) ⩽ 𝜙𝑆(𝑧, 𝑧0).

又由引理 1可知, ∃𝑧 = (𝑥̄, 𝑦) ∈𝑍,使得

sup
(𝑡,𝑧)∈𝑋̂×𝑍

𝜑𝑆(𝑧, 𝑡, 𝑧) ⩽ sup
𝑧∈𝑍

𝜙𝑆(𝑧, 𝑧) ⩽ 0.

故由注 5, ∃𝑧 = (𝑥̄, 𝑦) ∈𝑍,使得

sup
(𝑡,𝑧)∈𝑋̂×𝑍

𝜑𝑆(𝑧, 𝑡, 𝑧) = 0.

因此, ∃𝑧 ∈𝑍,∀(𝑡, 𝑧) ∈𝑋̂ × 𝑍,有

𝜑𝑆(𝑧, 𝑡, 𝑧) ⩽ 0. (8)

下面证明 𝑧是非合作博弈𝐺1的 Pareto强Berge均

衡. ∀𝑖 ∈𝐼,取 𝑡−𝑖 = 𝑥̄−𝑖, 𝑧 = (𝑥̄, 𝑦),则式 (8)变为

∀𝑦 ∈𝑌,
∑
𝑖∈𝑆

(𝑓𝑖(𝑥̄, 𝑦)− 𝑓𝑖(𝑥̄, 𝑦)) ⩽ 0.

由引理 2可知, 𝑦满足定义 5的条件 3). ∀𝑖 ∈𝐼,取
𝑡−𝑖 = 𝑥̄−𝑖, 𝑧 = (𝑥́, 𝑦),则式 (8)变为∑

𝑖∈𝐼

(𝑓𝑖(𝑥́, 𝑦)− 𝑓𝑖(𝑥̄, 𝑦)) ⩽ 0,

所以 𝑥̄是非合作博弈 (𝐼,𝑋, 𝑓(𝑥, 𝑦))的 Pareto均衡.

下面证明 𝑥̄是非合作博弈的𝐺1的强Berge均衡.

取 𝑧 = (𝑥̄, 𝑦),则式 (8)变为

∑
𝑖∈𝐼

∑
𝑗∈−𝑖

(𝑓𝑗(𝑥̄ ∥ 𝑡−𝑖, 𝑦)− 𝑓𝑗(𝑥̄, 𝑦)) ⩽ 0. (9)

设 ∀𝑖0, 𝑗0 ∈𝐼, 𝑗0 ∕= 𝑖0. 若 𝑖 ∈−𝑖0, 𝑗 ∈−𝑖, 则令 𝑡𝑗−𝑖 =

𝑥̄−𝑖. 式 (9)变为

∀𝑡𝑗0−𝑖0 ∈ 𝑋−𝑖, 𝑓𝑗0(𝑥̄ ∥ 𝑡𝑗
0

−𝑖0 , 𝑦) ⩽ 𝑓𝑗0(𝑥̄, 𝑦).

由 𝑖0, 𝑗0的任意性,有

∀𝑡𝑗−𝑖 = 𝑡−𝑖 ∈ 𝑋−𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝐼, ∀𝑗 ∈ −𝑖,

𝑓𝑗(𝑥̄ ∥ 𝑡−𝑖, 𝑦) ⩽ 𝑓𝑗(𝑥̄, 𝑦).

即 𝑥̄是非合作博弈 (𝐼,𝑋, 𝑓(𝑥, 𝑦))的强Berge均衡. 因

此, 𝑧是非合作博弈𝐺1的Pareto强Berge均衡, 由命

题 2可知, 𝑧 是𝐺1的强Nash均衡. 2
5 算算算例例例分分分析析析

下面应用第 4节的结论, 求解非合作博弈的强

Nash均衡.

例 1 设非合作博弈𝐺1 = (𝐼,𝑋, 𝑌, 𝑓(𝑥, 𝑦)). 其

中

𝐼 = {1, 2}, 𝑋1 = 𝑋2 = [0, 1], 𝑌 = [0, 1]× [0, 1].

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑋1 ×𝑋2, 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑌.

𝑓1(𝑥, 𝑦) = −𝑥2
1 − 2𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑦1,

𝑓2(𝑥, 𝑦) = −𝑥1 − 2𝑥2
2 − 𝑥2 + 𝑦2.

显然, 𝑋𝑖(𝑖 = 1, 2)和𝑌 分别是R和R2上的非空紧

凸集, 且函数 (𝑥, 𝑦) → 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)(𝑖 = 1, 2)是𝑍 = 𝑋×
𝑌 上的连续函数. 同时,函数 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)(𝑖 = 1, 2)满足定

理 2的条件 1)∼3). 容易验证当取𝑆 = {1}时,点 ((0,0),

(0,0))满足定理 2的条件 4). 故由定理 2可知, 非合作

博弈𝐺1存在强Nash均衡,并有𝑧 = ((0, 0), (0, 0))使

∀(𝑡, 𝑧) ∈(𝑋̂, 𝑍), 𝜑1(𝑧, 𝑡, 𝑧) ⩽ 0.

因此, 𝑧 = ((0, 0), (0, 0))是𝐺1的强Nash均衡.

6 结结结 论论论

本文在经典非合作博弈强Berge均衡和 Pareto均

衡的研究基础上, 定义并研究了具有不确定参数的

强Nash 均衡的存在性问题.具有不确定参数的非合

作博弈是经典非合作博弈的推广,拓展了非合作博弈

的应用范围,具有更广泛的实用性及理论价值.然而,

本文仅研究了具有经典支付的强Nash均衡存在性问

题,不确定性下具有模糊支付和目标的非合作博弈均

衡解的存在性是下一步的研究目标.
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