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摘 要: 鉴于最小二乘支持向量机比标准支持向量机具有更高的计算效率和拟合精度, 但缺少标准支持向量机的鲁

棒性, 即当采样数据存在奇异点或者误差变量的高斯分布假设不成立时, 会导致不稳健的估计结果, 提出了一种鲁棒

最小二乘支持向量机方法. 该方法在最小二乘支持向量机基础上, 通过引入鲁棒学习方法来获得鲁棒估计. 仿真分析

及某湿法冶金厂的应用实例验证了该方法的可行性和有效性.
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Abstract: Least squares support vector machine(LS-SVM) is computationally more efficient than the standard SVM, but

unfortunately the robustness of standard SVM is lost. LS-SVM might lead to estimates which are less robust with respect

to outliers on the data or when the assumption of a Gaussian distribution for error variables is not realistic. Therefore,

an approach based on the robust least squares support vector machine(RLS-SVM) is proposed, in which robust learning

algorithm(RLA) is employed to enhance the robust capability of LS-SVM. Finally, simulation analysis and the modeling of

a typical plant for hydrometallurgy illustrate the effectiveness and feasibility of the presented method.
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1 引引引 言言言

支持向量机 (SVM)技术是在小样本统计学习理

论和结构风险最小化理论的基础上发展起来的一种

新型的机器学习方法[1]. 一方面, 通过核函数将输入

空间映射到高维空间, 确定该高维空间的最优超平面

能够使模型获得最大的泛化能力; 另一方面, 通过求

解凸二次规划, SVM能够得到唯一的全局最优解, 不

会陷入局部极小点.

为了避开 SVM中求解耗时费力的二次规划问

题, Suykens等[2]提出了一种标准 SVM的重要扩展:

最小二乘支持向量机 (LS-SVM). 它用等式约束代替

不等式约束, 极大地降低了运算时间, 且相对于常用

的线性不敏感函数, LS-SVM不再需要指定逼近精度.

但LS-SVM也存在一定的缺点, 它失去了标准支持向

量机的鲁棒性, 当考虑奇异点或者误差变量的高斯分

布假设不成立时, LS-SVM采用的误差平方和评价函

数会导致不稳健的估计结果.

通常情况下, 由于现场干扰以及过失差错等原

因, 训练样本均有一定的奇异点存在, 文献 [3-6]对奇

异点的影响进行了研究. 奇异点的影响使LS-SVM模

型在实际过程中的应用受到很大限制, 针对此问题,

[7]提出了加权LS-SVM(WLS-SVM), 通过对样本误

差进行加权来减小奇异点的影响. [8]通过引入模糊

聚类的思想, 对每一个样本点进行加权, 从而使LS-
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SVM具有一定的鲁棒性. 二者均通过加权减小奇异

点的影响来获得鲁棒性, 但权重是一个常数, 且容易

受到LS-SVM参数选择的影响. [9]通过引入鲁棒学

习提出了鲁棒RBF网络, 但是存在初始权值选择以及

结构确定困难等问题.

针对上述问题, 提出了一种鲁棒LS-SVM(RLS-

SVM), 该方法在LS-SVM的基础上, 通过引入鲁棒学

习方法来获得鲁棒估计. 仿真分析及某湿法冶金厂的

应用实例验证了该方法的可行性和有效性.

2 LS-SVM
SVM回归方法的主要思想是: 首先通过某种非

线性变换将输入向量映射到高维特征空间; 然后在高

维特征空间中构造线性最优决策函数, 使模型结构风

险最小[10].

训练样本为 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∈𝑅𝑚 × 𝑅, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

其中: 𝑁 为样本总数, 𝑚为样本空间的维数. 通过非

线性映射 𝑧𝑖 = 𝜑(𝑥𝑖) ∈𝑅𝑑, 将原𝑚维输入空间映射

到 𝑑(𝑑 ≫ 𝑚)维特征空间. 在这个高维特征空间中采

用线性函数 𝑓(𝑥) = 𝑤𝜑(𝑥) + 𝑏对其进行拟合, 并容许

出现拟合误差, 目标是使回归模型在模型推广能力和

经验风险之间找到最佳平衡点, 即结构风险最小.

在LS-SVM中确定最优超平面需要求解如下二

次规划问题:

min𝐽(𝑤, 𝑒) =
1

2
𝑤T𝑤 +

1

2
𝛾

𝑁∑
𝑖=1

𝑒2𝑖 ,

s.t. 𝑦𝑖 = 𝑤𝜑(𝑥𝑖) + 𝑏+ 𝑒𝑖. (1)

其中: 𝐽(𝑤, 𝑒)为结构风险; 𝛾为经验风险调整因子;

𝑒𝑖 为容许误差, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 由统计学习理论可知

𝑤T𝑤控制模型的推广能力.

利用Lagrange法求解式 (1)的优化问题, 根据

KKT优化条件整理得到如下线性方程组:⎡⎣ 0 1T
𝑁

1𝑁 Ω +
1

𝛾
𝐼𝑁

⎤⎦[
𝑏

𝛼

]
=

[
0

𝑌

]
. (2)

其中: 𝑌 = [𝑦1 𝑦2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑁 ]T, 1𝑁 = [1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1]T, 𝐼𝑁
为单位阵, Ω𝑖,𝑗 = 𝜑(𝑥𝑖)

T𝜑(𝑥𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 𝛼 =

[𝛼1 𝛼2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛼𝑁 ]T.

根据Mercer条件定义核函数为

𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝜑(𝑥𝑖)
T𝜑(𝑥𝑗). (3)

并可以得到LS-SVM回归模型为

𝑓(𝑥) =

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝐾(𝑥, 𝑥𝑖) + 𝑏. (4)

其中: 𝑁 为输入样本的个数, 𝑥𝑖 为第 𝑖个输入样本, 𝑥

为某一个输入变量. 选择不同的核函数能够建立不同

的LS-SVM模型, 模型的性能也不同[11]. 本文选用径

向基核函数, 即

𝐾(𝑥, 𝑥𝑖) = exp
(
− ∥𝑥− 𝑥𝑖∥2

2𝜎2

)
, (5)

其中𝜎为径向基宽度.

3 基基基于于于RLA的的的LS-SVM
LS-SVM因训练过程中惩罚项参数 𝛾是固定的,

导致模型对某些特殊情形 (如奇异点和噪声)过分敏

感, 出现过拟合现象[12]. 工业现场数据因受到各种形

式的干扰而存在奇异点, 如果算法不具备稳定性和鲁

棒性, 则会造成算法适用范围较小. WLS-SVM虽然

提高了LS-SVM的鲁棒性, 但其权值的设置是一个常

数, 不能随着奇异点以及模型预测误差分布变化进行

更新, 因此其应用范围也受到了很大限制. 针对上述

问题, 本文提出了一种基于鲁棒学习的LS-SVM.

3.1 鲁鲁鲁棒棒棒代代代价价价函函函数数数

传统学习方法采用最小二乘代价函数主要是为

了减少训练模型的预测误差, 而鲁棒学习方法采用鲁

棒代价函数的目的是尽量减小大误差点在建模过程

中的作用, 有效减少“过拟合”现象. 最小二乘代价函

数和鲁棒代价函数分别为

𝐸𝐿(𝑡) =
1

𝑁

𝑁∑
𝑗=1

1

2
𝑒2𝑗 (𝑡), (6)

𝐸𝑅(𝑡) =
1

𝑁

𝑁∑
𝑗=1

𝜎(𝑒𝑗(𝑡)). (7)

其中: 𝑡为迭代次数, 𝑁 为训练样本数目, 𝑒𝑗(𝑡) = 𝑦𝑗−
𝑦𝑗(𝑡)为第 𝑡次迭代模型预测误差, 𝜎(⋅)为鲁棒代价函

数. 本文采用双曲正切估计函数为鲁棒代价函数[13],

即

𝜎(𝑒𝑗(𝑡)) =

⎧⎨⎩

1

2
𝑒2𝑗 (𝑡), 0 ⩽ ∣𝑒𝑗(𝑡)∣ < 𝑎(𝑡);

1

2
𝑎2(𝑡) +

𝑐1
𝑐2

ln
[ cosh(𝑐2(𝑏(𝑡)− 𝑎(𝑡)))

cosh(𝑐2(𝑏(𝑡)− ∣𝑒𝑗(𝑡)∣))
]
,

𝑎(𝑡) ⩽ ∣𝑒𝑗(𝑡)∣ ⩽ 𝑏(𝑡);

1

2
𝑎2(𝑡) +

𝑐1
𝑐2

ln[cosh(𝑐2(𝑏(𝑡)− 𝑎(𝑡)))],

𝑏(𝑡) < ∣𝑒𝑗(𝑡)∣.
(8)

其中: 𝑎(𝑡)和 𝑏(𝑡)是区间端点; 𝑐1 和 𝑐2 是常数, 本文选

定 𝑐1 = 1.73, 𝑐2 = 0.93. 最小二乘代价函数和鲁棒代

价函数曲线如图 1所示. 鲁棒代价函数的导数为

𝜙(𝑒𝑗(𝑡)) =

⎧⎨⎩

𝑒𝑗(𝑡), 0 ⩽ ∣𝑒𝑗(𝑡)∣ < 𝑎(𝑡);

𝑐1 tanh[𝑐2(𝑏(𝑡)− ∣𝑒𝑗(𝑡)∣)]sign(𝑒𝑗(𝑡)),
𝑎(𝑡) ⩽ ∣𝑒𝑗(𝑡)∣ ⩽ 𝑏(𝑡);

0, 𝑏(𝑡) < ∣𝑒𝑗(𝑡)∣.
(9)
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其中: sign(𝑥)为符号函数, 当𝑥 < 0时, sign(𝑥) = −1;

当𝑥 > 0时, sign(𝑥) = 1.

-3 -2 -1 0 1 2 3
0

0.5

0

1.5

2

2.5

e

E
E

L
R

,

图 1 最小二乘代价函数与鲁棒代价函数

从图 1可以看出, 鲁棒代价函数是对大误差点的

影响有限幅作用的函数, 即在 0 ⩽ ∣𝑒𝑗(𝑡)∣ < 𝑎(𝑡)范围

内, 因为LS-SVM的权值已接近最优值, 所以其函数

形式与最小二乘代价函数一致; 而在 𝑎(𝑡) ⩽ ∣𝑒𝑗(𝑡)∣ ⩽
𝑏(𝑡)范围内, 因误差较大, 对具有较大误差的点的影响

进行一定程度的限幅; 在 𝑏(𝑡) < ∣𝑒𝑗(𝑡)∣ 范围内, 因误

差非常大, 不考虑其在建模过程的作用. 综上, 上述过

程是一个大误差点的影响逐渐消除的过程.

3.2 RLS-SVM算算算法法法步步步骤骤骤

RLS-SVM是鲁棒学习与LS-SVM的结合, 在

LS-SVM的基础上, 通过引入鲁棒学习算法来提升

LS-SVM建模鲁棒性. 假定训练样本的置信度为 1−𝑞,

算法具体步骤如下:

Step 1: 算法初始化. 确定LS-SVM的核函数类型

及参数, 并给定区间端点初始值 𝑎(0), 𝑏(0)和算法终止

条件 𝜀𝑅.

Step 2: 计算模型预测误差. 训练LS-SVM模型,

计算模型预测值 𝑓(𝑥𝑗 , 𝛼)及预测误差 𝑒𝑗(𝑡) = 𝑦𝑗(𝑡) −
𝑓(𝑥𝑗 , 𝛼), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

Step 3: 区间端点更新[14]. 对 𝑒𝑗(𝑡)进行升序排序,

取 𝑗∗ = (1− 𝑞)𝑁 , 得到 𝑎(𝑡) = 𝑒𝑗∗ 和 𝑏(𝑡) = 2𝑎(𝑡).

Step 4: 权值更新. 应用梯度下降法更新RLS-

SVM权值 (Lagrange乘子), 即

𝛼(𝑡+ 1) = 𝛼(𝑡) + Δ𝛼(𝑡), (10)

其中Δ𝛼(𝑡)为下降梯度, 且

Δ𝛼(𝑡) = 𝜂
∂𝐸𝑅(𝑡)

∂𝛼
=

𝜂

𝑁

𝑁∑
𝑗=1

𝜑(𝑒𝑗(𝑡))
∂𝑒𝑗(𝑡)

∂𝛼
, (11)

𝜂为学习因子, 𝜑(𝑒𝑗(𝑡)) = ∂𝜎(𝑒𝑗(𝑡))/∂𝑒𝑗(𝑡)为鲁棒代

价函数的导数, ∂𝑒𝑗(𝑡)/∂𝛼 = −𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗).

Step 5: 终止判断. 若𝐸𝑅 ⩽ 𝜀𝑅 不成立, 则转至

Step 2; 否则终止循环学习, 计算模型预测输出.

4 仿仿仿真真真分分分析析析

为了验证文中所提方法的有效性, 在Matlab环

境下进行了仿真分析. 本文采用的仿真函数为

𝑓(𝑥) = sin(2𝑥)/2𝑥, 𝑥 ∈ [−3, 3]. (12)

其中: 100个训练样本和 45个测试样本分别在区间

均匀产生, 且训练样本期望输出加上了高斯分布误差,

5个奇异点是人为将某些点偏离正常位置所产生的.

为了便于比较RLS-SVM与其他支持向量机的

性能, 本文针对不考虑奇异点和考虑奇异点两种情况

进行了仿真分析, 如图 2和图 3所示.
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图 2 不考虑奇异点时仿真结果
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图 3 考虑奇异点时仿真结果

由图 2和图 3可以看出, 在不考虑奇异点情况下,

3种模型均获得了较好的拟合效果, 而当训练数据受

到奇异点影响时, RLS-SVM的预测精度优于其他两

种方法, 这说明本文所提出的RLS-SVM方法鲁棒性

较强.

为了便于比较, 模型的最大绝对值误差 (MAE)

和均方根误差 (RMSE)如表 1所示.

表 1 预测误差比较

LS-SVM WLS-SVM RLS-SVM

with MAE 0. 129 8 0. 052 1 0. 046 0

outliers RMSE 0. 054 5 0. 031 5 0. 023 4

without MAE 0. 084 5 0. 065 1 0. 087 4

outliers RMSE 0. 036 4 0. 033 4 0. 044 1

5 RLS-SVM应应应用用用

5.1 合合合成成成过过过程程程分分分析析析及及及辅辅辅助助助变变变量量量选选选择择择

草酸钴作为制备钴粉的主要原料可用于硬质合

金, 随着硬质合金工业的发展, 对钴粉粒度提出了更

高要求, 但是合成过程的重要控制指标草酸钴粒度却

很难进行在线检测. 因此, 如何建立预报性能较好的

草酸钴粒度软测量模型是目前需要解决的问题. 草酸

钴合成工艺现场比较简陋, 由于人为因素或检测仪表

故障使采样数据受到污染, 从而影响模型的预测精度.
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针对上述问题, 将本文提出的RLS-SVM应用到草酸

钴粒度分布预测模型.

根据机理分析, 选取搅拌电机转速、草酸铵流速

和合成釜温度作为辅助变量. 草酸铵溶液浓度和氯化

钴溶液浓度虽然也是草酸钴粒度分布的重要影响因

素, 但鉴于现场实际情况, 二者在合成过程中基本是

一个常数, 此处不将二者作为模型的辅助变量.

5.2 数数数据据据选选选择择择与与与规规规范范范化化化

首先建立训练和测试数据集, 但由于人为记录和

生产故障, 数据库中存在被污染 (即某些数据值不在

期望的值域内或具有与期望不同的类型)数据, 如由

于人为原因导致数据记录不完整或数据异常等情况.

如果将这些奇异数据用于建模, 必将严重影响模型的

性能. 为此, 采用如下方法对数据库中的数据进行预

处理是十分必要的: 考虑到 𝑧-score规范化无需预先

知道属性的最大值和最小值, 且可以显著地减小噪声

点对规范化的影响, 本文选择 𝑧-score规范化作为数

据预处理方法. 对于任何有效数据, 采用 𝑧-score规范

化处理 �̂� = 𝑋 − �̄�/𝑆, 其作用是将属性𝑋的值基于

平均值 �̄�和标准差𝑆规范化.

5.3 模模模型型型比比比较较较与与与分分分析析析

经数据选择和规范化处理, 选择 122组数据作

为训练样本, 45组数据作为测试样本. 利用训练样本

分别训练基于LS-SVM, WLS-SVM和RLS-SVM的模

型, 然后应用训练好的模型进行草酸钴粒度分布预测.

预测结果如图 4所示, 预测误差比较如表 2所示.
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图 4 预测结果比较

表 2 预测误差比较

LS-SVM WLS-SVM RLS-SVM

MAE 0. 100 7 0. 138 2 0. 154 9

RMSE 0. 039 3 0. 038 8 0. 034 3

由图 4可以看出, 将本文提出的方法应用到草酸

钴合成过程中会取得满意的效果, 其预测精度较LS-

SVM和WLS-SVM都高. 特别是对于第 15个样本点,

表面上LS-SVM计算精度高, 实际上由于LS-SVM无

法辨别奇异点而造成过拟合, 导致整体预测精度较低.

虽然WLS-SVM整体预测精度有所提高, 但也明显低

于本文方法. 由表 2的预测误差比较也可以验证这一

结论.

6 结结结 论论论

本文提出了一种RLS-SVM方法, 通过采用鲁棒

学习算法来提高LS-SVM的鲁棒性, 避免了LS-SVM

模型训练中的过拟合现象, 使模型可以避免奇异点影

响. 通过仿真例子验证了本文方法拟合精度高、鲁棒

性强, 将其应用于草酸钴合成过程中进行草酸钴粒度

预测, 提高了模型的精度, 并取得了满意的效果.
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