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摘 要: 针对一类二阶不确定系统, 构造了以线性Lipschitz曲面作为边界的自稳定域, 并依此设计控制律, 利

用Filippov解与空间非光滑曲面的相依锥判据,证明在该控制律的作用下系统轨迹将在有限时间到达所设计的自稳

定域边界并进入其内部,从而系统轨迹将收敛到原点. 所得结果放宽了对自稳定域边界光滑性的要求,提高了设计的

灵活性.仿真结果验证了设计的正确性和有效性.
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Abstract: By utilizing the notion of self-stable region (SSR), a SSR with linear Lipschitz surface boundary is constructed

for a class of uncertain second-order systems. A control law is proposed based on the constructed SSR, Filippov solution

and contingent cone criteria, which is attached to nonsmooth analysis. It is proved that the trajectories of the closed-loop

system reach the boundary of the SSR and enter into its interior in finite time, then converge to the origin by the notion of

SSR. Through the results, the SSR can be constructed in a more general sense, which improves the flexibility of the control

design. Finally, the simulation results show the correction and effectiveness of the design.
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1 引引引 言言言

在滑模控制中, 有一类研究是基于扩展滑模面

设计的, 即将原来的单一滑模面扩展为扇形区域[1].

Xu[2]和Yang[3]分别从各自角度给出了控制设计, 其

结果在很大程度上削弱了滑模控制的抖振.然而,这

些方法并没摆脱滑模控制的框架, 所设计的扇形区

域形式单一,灵活性不足,没有通用性. Han等[4]从二

阶系统的特点出发，提出了自稳定域 (SSR)的概念,

在自稳定域中的系统轨迹将收敛至系统的平衡点.

Huang和Han[5, 6]又在此基础上给出了二阶和高阶系

统的自稳定域的构造, 并证明了其收敛性. 借助自

稳定域的概念, 控制设计的收敛域已不同于以往的

选择平衡点或超平面, 而是扩展为一个包含平衡点

的区域,这将为控制设计带来方便.由于 SSR放宽了

滑模运动对滑模超平面的依赖, 避免了抖振的发生.

但Huang所构造的自稳定域边界是光滑的,这在一定

程度上限制了设计的灵活性.

Filippov借助微分包含的概念定义了一种非连续

微分方程的解,并给出了解关于状态空间中光滑曲面

的关系判据[7]. Zheng[8, 9]基于 Filippov和Clarke等的

研究成果,利用非光滑分析中关于Lipschitz曲面几何

性质的切锥描述,将原 Filippov的梯度判据扩展为新

的相依锥判据.

Lipschitz曲面可以是分段光滑的,因此相对于光
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滑曲面而言, Lipschitz曲面是一类范围更为广泛的空

间曲面. 本文基于 SSR的定义构造具有线性Lipschitz

边界的自稳定域,放宽了对自稳定域边界的限制.在

此基础上,依据系统轨迹与自稳定域边界上相依锥的

关系设计控制律,使闭环系统满足相依锥判据中的穿

越条件,从而保证 SSR外的系统轨迹将在有限时间内

到达 SSR的边界并进入其内部.根据 SSR的定义,自

稳定域内部和边界上的点将收敛到其顶点, 即平衡

点.于是,在该控制律的作用下,闭环系统轨迹最终将

收敛到平衡点.

2 数数数学学学基基基础础础

首先给出文中用到的一些记号的定义. 设子集

Ω⊂R𝑛, co{Ω}表示集合Ω凸的闭包, 𝑓(Ω)表示集合

Ω上的函数值 𝑓(𝑥)的集合, 即 𝑓(Ω) = {𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈
Ω}; ∥⋅∥为欧式 2范数; 𝐵𝛿 = {𝑦 ∈ R𝑛 : ∥𝑦−𝑥∥ < 𝛿}表
示以𝑥为中心, 𝛿为半径的开球; 𝑑Ω = inf{∥𝑥−𝑦∥ : 𝑦 ∈
Ω}表示R𝑛中的点𝑥与子集Ω的距离.

2.1 自自自稳稳稳定定定域域域

对于二阶系统的滑模控制,所有稳定的滑模面都

在相平面的第 2和第 4象限. Han等学者从二阶系统

的固有特性出发,给出了𝑛阶系统自稳定域的概念.

定定定义义义 1 (自稳定域[4]) 设𝐺𝑛⊂R𝑛是状态空间中

包含原点的区域, 即 0∈𝐺𝑛. 对于𝑥(𝑡0)∈𝐺𝑛, 若 ∃𝑇 >

0,使得𝑥(𝑡0 + �̃�)∈𝐺𝑛对于 ∀�̃� > 𝑇 成立,且𝑥(𝑡)→ 0,则

称𝐺𝑛为系统的自稳定域.

自稳定域是构造性的,同一系统可以有不同的自

稳定域,因此可根据设计的需要构造不同的自稳定域.

2.2 Filippov解解解

考虑如下微分方程:

Σ𝑛 : �̇� = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (1)

其中:𝑥 ∈ R𝑛表示状态向量,可测实函数 𝑓 : R𝑛 × R →
R𝑛有界且几乎处处有定义.

定定定义义义 2 ( Filippov解[7]) 向量函数𝑥(𝑡)在时间

区间 [𝑡0, 𝑡1]上是式 (1)的 Filippov解,若𝑥(𝑡)绝对连续

且对于几乎所有的 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]满足

�̇�
a.e.∈ 𝐾[𝑓 ](𝑥). (2)

其中

𝐾[𝑓 ](𝑥) =
∩
𝛿>0

∩
𝜇𝑁=0

co𝑓(𝐵𝛿(𝑥) ∖𝑁) (3)

表示 Filippov 集值映射, 𝜇𝑁 = 0 表示集合 𝑁 的

Lebesgue测度为零.

2.3 相相相依依依锥锥锥判判判据据据

在给出系统解关于状态空间中非光滑曲面的

相依锥判据之前,首先给出𝑛维空间中线性Lipschitz

曲面的定义及其切锥描述.

定定定义义义 3 ( Lipschitz函数) 设 𝑓 : R𝑛 → R为一个
给定函数. 称 𝑓在𝑥附近是Lipschitz的, 当存在正数

𝐾和 𝛿使得

∥𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥′)∥ ⩽ 𝐾∥𝑥− 𝑥′∥ (4)

对于所有𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐵𝛿(𝑥)成立.

定定定义义义 4 设𝐷𝑖 ⊆ R𝑛, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟,满足
𝑟∪

𝑖=1

𝐷𝑖 =

R𝑛,且𝐷𝑖

∩
𝐷𝑗 = ∅,其中 𝑖 ∕= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑟,称𝑆为R𝑛中

的线性Lipschitz连续曲面, 若𝑆构成一个单连通集,

0 ∈ 𝑆且满足

𝑆 = {𝑥∣𝑆𝑖(𝑥) = 𝐶𝑖𝑥+ 𝑑𝑖 = 0,

𝐶𝑇
𝑖 ∈ R𝑛, 𝑑𝑖 ∈ R, 𝑥 ∈ 𝐷𝑖, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟}. (5)

R𝑛空间被𝑆分成两个单连通域,即

𝑆+ =

𝑟∪
𝑖=1

{𝑥∣𝑆𝑖(𝑥) > 0}, (6)

𝑆− =

𝑟∪
𝑖=1

{𝑥∣𝑆𝑖(𝑥) < 0}, (7)

其中𝑆+
∩

𝑆− = ∅.

为叙述方便, 将𝑆记作

𝑆 = {𝑥∣𝑓𝑥(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ R𝑛}, (8)

其中 𝑓𝑥(𝑥)是线性Lipschitz连续函数.

定定定义义义 5 (相依锥[10]) 紧集Ω ⊂ R𝑛, 𝑥 ∈ R𝑛, 则

在𝑥处Ω的相依锥定义为

𝑇𝐵
Ω (𝑥) =

{
𝑦 ∈ R𝑛 : lim inf

ℎ↓0
𝑑Ω (𝑥+ ℎ𝑦)

ℎ
= 0

}
. (9)

相依锥仅对紧集Ω边界上的点有意义, 可以认

为𝑇𝐵
Ω (𝑥)是集合Ω边界曲面的相依锥, 即从Ω边界

点𝑥指向Ω内部所有方向矢量的集合.

定定定理理理 1 (相依锥判据穿越条件[9]) 空间

Lipschitz曲面𝑆及区域𝑆+和𝑆−分别由式 (5), (6)和

(7)给出,若微分方程 (1)的 Filippov解存在,且∪
𝑥∈𝑆−+𝑆

𝐾[𝑓 ](𝑥) ⊆
∩
𝑥∈𝑆

Int{𝑇𝐵
𝑆++𝑆(𝑥)}, (10)

则当初始条件满足𝑥(𝑡0) ∈ 𝑆−时, 微分方程 (1)的所

有 Filippov解将在有限时间由𝑆−穿越𝑆到𝑆+.

同理可得所有 Filippov解在有限时间由𝑆+穿越

𝑆到𝑆−的相依锥判据.

定理 1给出了判定由 Filippov微分包含解所描述

的动态系统轨迹与状态空间中非光滑Lipschitz曲面

关系的条件,扩展了原有 Filippov判据的结论.相依锥

判据穿越条件如图 1所示.图中扇形阴影部分表示相

依锥的范围,三角形阴影部分表示 Filippov微分包含

右端向量场集合.从图中可以看出,相依锥判据实际

上是利用微分包含右端向量场与指向曲面一侧方向
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之间的关系建立穿越判断条件的.
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图 1 相依锥判据的穿越条件

3 主主主要要要结结结果果果

考虑二阶系统

Σ2 :

⎧⎨⎩ �̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = Δ(𝑥1, 𝑥2) + 𝑢.
(11)

其中: Δ(𝑥1, 𝑥2)为不确定项,可以是状态的非连续函

数,假设其满足 ∣Δ(𝑥1, 𝑥2)∣ ⩽ 𝜎且Δ(0, 0) = 0.

引引引理理理 1[5] 对于系统Σ2,设 𝑔(𝑥1)为任意连续正

定函数,且 𝑔(0) = 0,则

𝐺2 = {(𝑥1, 𝑥2) : ∣𝑥2 + 2𝑔(𝑥1)sgn(𝑥1)∣ ⩽ 𝑔(𝑥1)} (12)

为系统Σ2的一个自稳定域.

定定定理理理 2 若 𝑔(𝑥1)是线性Lipschitz连续正定函

数,且满足 𝑔(0) = 0,则

𝑆𝑢(𝑥) ={(𝑥1, 𝑥2) : 𝑥2+

𝑔(𝑥1)(2sgn(𝑥1)− 1) = 0}, (13)

𝑆𝑑(𝑥) ={(𝑥1, 𝑥2) : 𝑥2+

𝑔(𝑥1)(2sgn(𝑥1) + 1) = 0} (14)

分别为R2中的两个线性Lipschitz曲面.

证证证明明明 首先证明𝑆𝑢(𝑥)是线性Lipschitz曲面,即

当 (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2时, 𝑓𝑥 = 𝑥2 + 𝑔(𝑥1)(2sgn(𝑥1) − 1)是

线性Lipschitz函数.

1)当𝑥1 > 0时, 𝑓𝑥 = 𝑥2 + 𝑔(𝑥1),命题成立;

2)当𝑥1 < 0时, 𝑓𝑥 = 𝑥2 − 3𝑔(𝑥1),命题成立;

3)当𝑥1 = 0时,因为 𝑔(0) = 0,所以 𝑓𝑥 = 𝑥2,命

题成立.因此, 𝑆𝑢(𝑥)是R2中的线性Lipschitz曲面.

同理, 𝑆𝑑(𝑥)也是R2中的线性Lipschitz曲面. 所

以定理 2结论成立. 2
根据定义 4关于线性Lipschitz曲面的定义,

𝑆𝑢(𝑥)和𝑆𝑑(𝑥)可分别记为

𝑆𝑢(𝑥) = {𝑥∣𝑆𝑢𝑖(𝑥) = 𝑐𝑢𝑖𝑥1 + 𝑥2 + 𝑑𝑢𝑖 = 0,

𝑐𝑢𝑖, 𝑑𝑢𝑖 ∈ R}, (15)

𝑆𝑑(𝑥) = {𝑥∣𝑆𝑑𝑖(𝑥) = 𝑐𝑑𝑖𝑥1 + 𝑥2 + 𝑑𝑑𝑖 = 0,

𝑐𝑑𝑖, 𝑑𝑑𝑖 ∈ R}. (16)

定定定理理理 3 设𝐺2 = {(𝑥1, 𝑥2) : (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑆+
𝑢

∩
𝑆−
𝑑 }, 其中𝑆表示集合𝑆在R2中的补集, 则𝐺2是系

统Σ2的一个自稳定域.

证证证明明明 根据𝑆𝑢(𝑥)和𝑆𝑑(𝑥)的定义,有

𝑆+
𝑢 ={(𝑥1, 𝑥2) : 𝑥2 + 𝑔(𝑥1)(2sgn(𝑥1)− 1) > 0,

(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2},
即

𝑆+
𝑢 = {(𝑥1, 𝑥2) : 𝑥2 + 2𝑔(𝑥1)sgn(𝑥1) ⩽ 𝑔(𝑥1)},

同理

𝑆−
𝑑 = {(𝑥1, 𝑥2) : 𝑥2 + 2𝑔(𝑥1)sgn(𝑥1) ⩾ −𝑔(𝑥1)},

于是

𝑆+
𝑢

∩
𝑆−
𝑑 = {(𝑥1, 𝑥2) : ∣𝑥2+2𝑔(𝑥1)sgn(𝑥1)∣ ⩽ 𝑔(𝑥1)}.

根据引理 1,则定理 3结论成立. 2
定理 3构造了一类二阶不确定系统的自稳定

域,其边界为线性Lipschitz曲面,如图 2所示.

x
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图 2 R2中的自稳定域

下面对具有线性Lipschitz边界的区域设计控制

律,使得系统轨迹在自稳定域的两个边界之外分别满

足相依锥判据的穿越条件, 保证自稳定域外部的系

统轨迹在有限时间到达自稳定域的边界并进入其内

部.根据自稳定域的定义,其内部和边界上的系统轨

迹将收敛于平衡点.因此,闭环系统轨迹也将收敛于

平衡点.

定定定理理理 4 令𝑀 = max
𝑖⩽𝑟

(∣𝑐𝑢𝑖∣, ∣𝑐𝑑𝑖∣),则系统Σ2的

轨迹在有限时间到达𝐺2 的边界并进入其内部,如果

满足

𝑢 =− (𝑀 ∣𝑥2∣+ 𝜎 + 𝜀)×

sat
(𝑥2 + 2𝑔(𝑥1)sgn(𝑥1)

𝑔(𝑥1)

)
, (17)

其中 𝜀 > 0是一个任意小的正数.

证证证明明明 为叙述方便,记Γ =
𝑥2 + 2𝑔(𝑥1)sgn(𝑥1)

𝑔(𝑥1)
.
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由于Δ(𝑥1, 𝑥2)可能是状态的非连续函数, 且Δ(𝑥1,

𝑥2)有界, 满足 ∣Δ(𝑥1, 𝑥2)∣ ⩽ 𝜎. 根据Filippov关于右

端非连续微分方程的相关理论,闭环系统的微分包含

形式为

�̇� ∈ 𝐾[𝑓 ](𝑥),

其中

𝐾[𝑓 ](𝑥) =

[
𝑥2

𝐾[Δ](𝑥)− (𝑀 ∣𝑥2∣+ 𝜎 + 𝜀)sat(Γ )

]
.

(18)

若𝑥 ∈ 𝑆+
𝑢

∪
𝑆𝑢或𝑥 ∈ 𝑆−

𝑑

∪
𝑆𝑑,有

sat(Γ ) = sgn(Γ ),

则𝑥 ∈ 𝑆+
𝑢

∪
𝑆𝑢时,有

𝐾[𝑓 ]+(𝑥) =

[
𝑥2

𝐾[Δ]+(𝑥)−𝑀 ∣𝑥2∣ − 𝜎 − 𝜀

]
; (19)

同理, 𝑥 ∈ 𝑆−
𝑑

∪
𝑆𝑑时,有

𝐾[𝑓 ]−(𝑥) =

[
𝑥2

𝐾[Δ]−(𝑥) +𝑀 ∣𝑥2∣+ 𝜎 + 𝜀

]
. (20)

由𝑆𝑢(𝑥)的定义可知, 𝑆−
𝑢 + 𝑆𝑢的相依锥为∩

𝑥∈𝑆𝑢

𝑇𝐵
𝑆−
𝑢 +𝑆𝑢

(𝑥) = {𝜈 : [𝑐𝑢𝑖 1]𝜈 ⩽ 0,∀𝑖 ⩽ 𝑟}; (21)

同理,由𝑆𝑑(𝑥)的定义可知, 𝑆+
𝑑 + 𝑆𝑑的相依锥为∩

𝑥∈𝑆𝑑

𝑇𝐵
𝑆+
𝑑 +𝑆𝑑

(𝑥) = {𝜈 : [𝑐𝑑𝑖 1]𝜈 ⩾ 0,∀𝑖 ⩽ 𝑟}. (22)

令Δ+(𝑥)为𝐾[Δ]+(𝑥)中的元素,则

𝑓+(𝑥) =

[
𝑥2

Δ+(𝑥)−𝑀 ∣𝑥2∣ − 𝜎 − 𝜀

]
(23)

为𝐾[𝑓 ]+(𝑥)中的元素.

若𝑥 ∈ 𝑆+
𝑢

∪
𝑆𝑢,则有

[𝑐𝑢𝑖 1]𝑓+(𝑥) =

𝑐𝑢𝑖𝑥2 +Δ+(𝑥)−𝑀 ∣𝑥2∣ − 𝜎 − 𝜀 ⩽ −𝜀 < 0,

故 ∪
𝑥∈𝑆+

𝑢 +𝑆𝑢

𝐾[𝑓 ](𝑥) ⊆
∩

𝑥∈𝑆𝑢

Int{𝑇𝐵
𝑆−
𝑢 +𝑆𝑢

(𝑥)}.

同理,若𝑥 ∈ 𝑆−
𝑑

∪
𝑆𝑑,则有∪

𝑥∈𝑆−
𝑑 +𝑆𝑑

𝐾[𝑓 ](𝑥) ⊆
∩

𝑥∈𝑆𝑑

Int{𝑇𝐵
𝑆+
𝑑 +𝑆𝑑

(𝑥)}.

根据定理 1的相依锥判据穿越条件及其推论,所

有从𝑆+
𝑢 出发的点将在有限时间穿越𝑆𝑢进入𝐺2, 所

有从𝑆−
𝑑 出发的点将在有限时间穿越𝑆𝑑 进入𝐺2.而

根据定理 3,区域𝐺2为系统Σ2的一个自稳定域,所以

在控制律 (17)的作用下,闭环系统轨迹将收敛于平衡

点. 2
4 数数数值值值示示示例例例

下面通过一个数值例子验证定理 4的结论.设不

确定项Δ(𝑥1, 𝑥2) = 1.5𝑥1 sin 𝑥2sgn(𝑥1), 因为Δ(𝑥1,

𝑥2)有界且关于状态𝑥1不连续,即微分方程右端非连

续,所以其解定义在 Filippov意义下.

定义线性Lipschitz连续正定函数

𝑔(𝑥1) =

⎧⎨⎩

− 𝑥1 − 0.2, 𝑥1 ⩽ −1.5;

− 2𝑥1 − 1.7, − 1.5 ⩽ 𝑥1 ⩽ −1;

− 0.3𝑥1, − 1 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0;

2𝑥1, 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0.4;

− 𝑥1 + 1.2, 0.4 ⩽ 𝑥1 ⩽ 1;

𝑥1 − 0.8, 1 ⩽ 𝑥1.

显然 𝑔(0) = 0.根据定理 2,有

𝑆𝑢(𝑥) =

⎧⎨⎩

3𝑥1 + 𝑥2 + 0.6 = 0, 𝑥1 ⩽ −1.5;

6𝑥1 + 𝑥2 + 5.1 = 0, − 1.5 ⩽ 𝑥1 ⩽ −1;

0.9𝑥1 + 𝑥2 = 0, − 1 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0;

2𝑥1 + 𝑥2 = 0, 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0.4;

− 𝑥1 + 𝑥2 + 1.2 = 0, 0.4 ⩽ 𝑥1 ⩽ 1;

𝑥1 + 𝑥2 − 0.8 = 0, 1 ⩽ 𝑥1.

𝑆𝑑(𝑥) =

⎧⎨⎩

𝑥1 + 𝑥2 + 0.2 = 0, 𝑥1 ⩽ −1.5;

2𝑥1 + 𝑥2 + 1.7 = 0, − 1.5 ⩽ 𝑥1 ⩽ −1;

0.3𝑥1 + 𝑥2 = 0, − 1 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0;

6𝑥1 + 𝑥2 = 0, 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0.4;

− 3𝑥1 + 𝑥2 + 3.6 = 0, 0.4 ⩽ 𝑥1 ⩽ 1;

3𝑥1 + 𝑥2 − 2.4 = 0, 1 ⩽ 𝑥1.

𝑆𝑢(𝑥)和𝑆𝑑(𝑥)分别为R2中的线性Lipschitz曲面. 根

据定理 3, 系统Σ2的自稳定域𝐺2和𝑆𝑢及𝑆𝑑上的相

依锥的交集如图 3所示.
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图 3 系统Σ 2的自稳定域及边界上相依锥的交集

取𝜎 = 1.5∣𝑥1∣, 𝜀 = 1,则

𝑢 =− (6∣𝑥2∣+ 1.5∣𝑥1∣+ 1)×

sat
(𝑥2 + 2𝑔(𝑥1)sgn(𝑥1)

𝑔(𝑥1)

)
.

设系统初值分别为 [1,−6]T, [3,−6.6]T, [3, 12]T,

[−2,−5]T, [−3, 6.2]T, [0, 7]T和 [−2, 10]T, 仿真结果如
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图 4所示.可以看出,若初值在自稳定域外部,则系统

轨迹在有限时间内进入自稳定域,并且最终收敛于原

点.若初值在自稳定域内部或边界上, 则系统轨迹直

接收敛于原点.
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图 4 系统相轨迹

5 结结结 论论论

本文基于自稳定域的概念,对一类二阶不确定系

统的控制设计问题进行了深入讨论.首先基于自稳定

域的定义构造了具有线性Lipschitz边界的SSR.在此

基础上,利用 Filippov解与空间曲面关系的相依锥判

据中的穿越条件设计控制律,并证明在给定控制律作

用下, SSR外的系统轨迹将在有限时间内到达 SSR的

边界并进入其内部, 从而使得系统轨迹收敛于平衡

点. 由于不再强调系统轨迹沿着超平面运动,而是扩

展为一个稳定的构造性区域, 有效避免了抖振问题.

而SSR的边界设计为线性Lipschitz曲面,扩展了原有

基于 SSR方法中对区域边界可微的限制, 提高了设

计的灵活性和自由度.另外,本文的结论还可以扩展

到𝑛维系统的控制设计.
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