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摘　要：针对具有参数不确定性的柔性机械手，采用重新定义系统输出的方法，将系统分解为输入输出子系统和零

动态子系统．对于输入输出子系统提出了一种递阶快速终端滑模控制策略，使得输入输出子系统在有限时间内收敛．

将零动态子系统在平衡点近似线性化以选择控制器的设计参数，使零动态子系统在平衡点附近渐近稳定，从而保证

了整个柔性机械手系统的渐近稳定，对系统中的不确定性具有较强的鲁棒性．仿真结果验证了所提方法的正确性．
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１　引　　言
　　柔性机械手由于测量和建模的不精确、负载的

变化以及外部扰动的影响，很难得到精确、完整的运

动模型．而这些不确定性的存在
［１，２］可能会引起控制

系统品质恶化，甚至成为系统不稳定的原因．目前关

于柔性机械手的许多控制策略均是基于精确的数学

模型建立的，而在实际应用中系统的不确定性必然

存在，因此不确定柔性机械臂系统的控制显得更为

重要．由于滑动模态可按照需要设计，且系统的滑模

运动与控制对象的参数变化和系统的外界干扰无

关，滑模变结构控制在柔性机械手系统的控制中获

得了广泛的应用［３７］．

　　近期，有研究人员提出了一种重新定义输出的

解决方法［８］，使得在新的系统输出定义下，柔性机械

手系统在平衡点附近由非最小相位系统变为易于控

制的最小相位系统［９］．因此本文首先建立包含不确

定项的柔性机械手方程，将关节电机转角和柔性模

态变量的线性组合作为柔性机械手系统的输出，通

过输入输出线性化，将系统分解为输入输出子系统

和零动态子系统两部分；在此基础上提出了快速终

端滑模控制策略，使得输入输出子系统有限时间收

敛；将零动态子系统在平衡点近似线性化进行控制

器设计参数的选择，从而保证了整个柔性机械手系

统的渐近稳定．

２　柔性机械手模型的不确定分析

　　 考虑柔性机械手系统
［９］
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犕（θ，狇）
θ
·

¨

熿

燀

燄

燅狇
＋

犳狉＋犈１θ
·

犳犳＋犓狇＋犈２

熿

燀

燄

燅狇
＝
犐［］
０
狌（狋）．（１）

其中：θ∈犚
２ 为关节电机转角向量，狇∈犚

２狉 为柔性

模态向量；狌∈犚
２为控制转矩向量，犳狉∈犚

２和犳犳∈

犚２狉分别为受重力、哥氏力和离心力影响的项，犈１ ∈

犚２×２和犈２∈犚
２狉×２狉分别为正定阻尼矩阵，犓∈犚

２狉×２狉

为正定刚度矩阵，犕 ∈犚
２（狉＋１）×２（狉＋１）为正定惯量矩

阵，狉为柔性模态的个数．

　　 柔性机械手的端点位移为

狔犻（犔犻，狋）＝犔犻θ犻＋Φ
Ｔ
犻犲狇犻（狋），犻＝１，２．

　　 当系统存在不确定性时，假设参数 犕，犳狉，犳犳，

犈１，犈２，犓 的标称量分别为 犕狀，犳狉狀，犳犳狀，犈１狀，犈２狀，

犓狀．定义Δ犕 ＝犕－犕狀，Δ犳狉＝犳狉－犳狉狀，Δ犳犳 ＝犳犳

－犳犳狀，Δ犈１＝犈１－犈１狀，Δ犈２＝犈２－犈２狀，Δ犓＝犓－

犓狀 表示系统中存在的参数不确定性，则柔性机械手

系统（１）可重新改写为

犳狉狀＋Δ犳狉＋（犈１狀＋Δ犈１）θ

犳犳狀＋Δ犳犳＋（犓狀＋Δ犓）狇＋（犈２狀＋Δ犈２）
［ ］

狇
＋

（犕狀＋Δ犕）
θ̈［̈］
狇
＝
犐狀＋Δ犅［ ］
０

狌（狋）． （２）

令

犱１

犱
［ ］
２

＝－
Δ犳狉＋Δ犈１θ

Δ犳犳＋Δ犓狇＋Δ犈２
［ ］

狇
－

Δ犕
θ̈［̈］
狇
＋
Δ犅［ ］
０
狌（狋），

假设满足狘狘犱１狘狘＜犔１，狘狘犱２狘狘＜犔２，并令矩阵犖狀

＝犕
－１
狀 ＝［犖１１狀，犖１２狀；犖２１狀，犖２２狀］，因此可将不确定

的柔性机械手系统方程（２）改写为

θ̈＝－犖１１狀（犳狉狀＋犈１狀θ）－犖１２狀（犳犳狀＋犓狀狇＋

犈２狀狇）＋犖１１狀狌（狋）＋犖１１狀犱１＋犖１２狀犱２， （３）

狇̈＝－犖２１狀（犳狉狀＋犈１狀θ）－犖２２狀（犳犳狀＋犓狀狇＋

犈２狀狇）＋犖２１狀狌（狋）＋犖２１狀犱１＋犖２２狀犱２． （４）

　　 重新定义柔性机械手系统的输出为

狕（狋）＝λ０θ（狋）＋λ１狇（狋）＝犵
Ｔ
１狓（狋）． （５）

其中：犵
Ｔ
１ ＝［λ０，λ１，０，０］；设计参数λ０和λ１分别为２

×２维和２×２狉维对角阵，且λ０对角线上的各个元素

均为非零值．

　　 对式（２）两次求导得到输入输出子系统为

狕̈（狋）＝α狀＋β狀狌（狋）＋犱（λ０，λ１，狓，狌）． （６）

其中：狕＝ ［狕１，狕２］
Ｔ；犱（λ０，λ１，狓，狌）表示系统中的参

数不确定部分，即

犱＝λ０（犖１１狀犱１＋犖１２狀犱２）＋λ１（犖２１狀犱１＋犖２２狀犱２）；

α狀 ＝ ［－（λ０犖１１狀＋λ１犖２１狀）（犳狉狀＋犈１狀）－

　　（λ０犖１２狀＋λ１犖２２狀）（犳犳狀＋犓狀狇＋犈２狀狇）］；

β狀 ＝ ［λ０犖１１狀（θ，狇）＋λ１犖２１狀（θ，狇）］，

且β狀可逆；犱（λ０，λ１，狓，狌）＝［犱１；犱２］，假设犔为犱的

上界，即狘犱（λ０，λ１，狓，狌）狘≤犔．

　　当特定的控制输入狌使得输入输出子系统的输

出为零时，内部子系统即为零动态子系统．由

狕̈（狋）＝α狀＋β狀狌（狋）＋犱（λ０，λ１，狓，狌）＝０，

可得

狌（狋）＝－β
－１
狀 （α狀＋犱（λ０，λ１，狓，狌）），

代入内部子系统（４）得

狇̈＝

［－犖２２狀＋犖２１狀（λ０犖１１狀＋λ１犖２１狀）
－１（λ０犖１２狀＋

λ１犖２２狀）］（犳犳狀＋犓狀狇＋犈２狀狇－犱２）． （７）

　　 可见通过采用重新定义系统输出的方法，将柔

性机械手系统分解为输入输出子系统（６）和零动态

子系统（７）．

３　 柔性机械手的递阶快速终端滑模控制
３．１　 输入输出子系统的递阶快速终端滑模控制

　　 首先将输入输出子系统（１）改写为

狕１ ＝狕２，

狕２（狋）＝α狀＋β狀狌（狋）＋犱（λ０，λ１，狓，狌）． （８）

　　 对于输入输出子系统（８），首先将滑模设计为

一种具有递归结构的快速滑动模态［１０］，表示为

狊０ ＝狕１，

狊１ ＝狊０＋犆１狊０＋犆２狊
狇０
／狆０

０ ． （９）

其中：犮１，犮２ ∈犚
２×２ 为对角阵，犮１ ＝ｄｉａｇ（犮１１，犮１２），犮２

＝ｄｉａｇ（犮２１，犮２２），均为快速滑模的设计参数矩阵；狊０

＝ ［狊０１，狊０２］
Ｔ，狊１ ＝ ［狊１１，狊１２］

Ｔ；狆０ 和狇０ 均为正奇数，

满足狇０ ＜狆０ ＜２狇０；向量狊
狇０
／狆０

０ 定义为狊狇０
／狆０

０ ＝

［狊狇０
／狆０

０１ ，狊狇０
／狆０

０２ ］Ｔ．

　　定理１　对于输入输出子系统（８），如果快速滑

模选取为式（９）的形式，控制狌（狋）设计如下：

狌（狋）＝狌犲狇（狋）＋狌狀（狋）， （１０）

狌犲狇（狋）＝－β
－１
狀 （α狀＋犆１狊０＋犆２

ｄ

ｄ狋
狊狇０

／狆０
０ ），

狌狀（狋）＝－β
－１
狀 （φ狊１＋γ狊

狇１
／狆１

１ ）．

则系统（８）的状态在有限时间收敛到零．其中：φ＝

ｄｉａｇ（φ１，φ２），γ＝ｄｉａｇ（γ１，γ２），φ犻＞０，γ犻＞０，且有

γ犻 ＝

犔犻

狘狊
狇１
／狆１

１犻 狘
＋η犻，狊１犻≠０；

η犻，狊１犻 ＝０

烅

烄

烆 ．

（１１）

η犻＞０，犻＝１，２．

　　 证明 　 考虑Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞（狋）＝０．５狊２１犻，对

犞（狋）求导，得到

　　犞（狋）＝狊１犻狊１犻 ＝

　　狊１犻（̈狕１犻＋犆１犻狊０犻＋犆２犻
ｄ

ｄ狋
狊
狇０
／狆０

０犻
）＝

　　狊１犻（犱犻－φ犻狊１犻－γ犻狊
狇１
／狆１

１犻
）≤

４３４
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　　狊１犻
狘犱犻狘

狘狊狇１
／狆１

１犻 狘
狊狇１

／狆１
１犻 －（ 犔犻

狘狊
狇１
／狆１

１犻 狘
＋η犻）狊１犻狊狇１

／狆１
１犻 ．（１２）

因为狆１ 和狇１ 均为正奇数，即狆１ ＋狇１ 为偶数，

狊
（狇１＋狆１

）／狆１
１犻 ≥０，所以当狊１犻≠０时，得

犞（狋）≤（（狘犱犻狘－犔犻）狘狊
狇１
／狆１

１犻 狘
－１
－η犻）狊１犻狊

狇１
／狆１

１犻 ≤

－η犻狊１犻狊
狇１
／狆１

１犻 ＜０．

　　 可见，根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定定理，输入输出子系

统（７）可在有限时间到达滑模面．

　　 令γ′犻 ＝γ犻－犱犻／狊狇１
／狆１

１犻 （犻＝１，２），将控制输入

（１０）带入狊１犻，得

狊１犻 ＝－犻狊１犻－γ′犻狊
狇１
／狆１

１犻 ． （１３）

求解方程（１３）得到输入输出子系统有限收敛时间

为

狋狊犻 ＝
狆１

犻（狆１－狇１）
ｌｎ

犻［狕１犻（０）］
（狆１－狇１

）／狆１＋γ′犻

γ′犻
．

（１４）

　　又由γ犻＞犔犻狘狊
狇１
／狆１

１犻 狘
－１，得狘狊１犻狘＜（犔犻γ

－１
犻 ）狆１

／狇１．

因此在控制规律（１０）的作用下，系统状态沿式（１３）

在有限时间（１４）内到达滑模面狊１犻 ＝０的Ω０ ＝ ｛狕：

狘狊１犻狘＜ （犔犻γ
－１
犻 ）狆１

／狇１｝的邻域内．□

３．２　 零动态子系统特性分析

　　 在系统（７）的平衡点狓＝０处将零动态子系统

线性化．定义Ω１为狓＝０的邻域，在Ω１域上将式（１）

中的矩阵犖 和犳犳（θ，狇）在狓＝０处按泰勒级数展

开，可得

犖（θ，狇）狘狓∈Ω１ ＝犕
－１（θ，狇）狘狓∈Ω ＝

　　　　　　　犖０＋犳ｈｏｔ（狓）， （１５）

犳犳（θ，狇）狘狓∈Ω１ ＝犳ｈｏｔ（狓）． （１６）

其中：犖０ ＝ ［犖１１（０），犖１２（０）；犖２１（０），犖２２（０）］＝

［犖１１０，犖１２０；犖２１０，犖２２０］；犳ｈｏｔ为状态变量狓 的高阶

项．

　　 令

犘０ ＝犖２２０－犖２１０（λ０犖１１０＋

λ１犖２１０）
－１（λ０犖１２０＋λ１犖２２０），

则式（７）可改写为

狇̈＝－犘０犓狀狇－犘０犈２狀狇＋犌Δ． （１７）

其中

犌Δ ＝犳ｈｏｔ＋Δ犳，

‖Δ犳‖ ＝ ‖－犘０犱２‖ ≤犔２‖－犘０‖．

　　 假设在零点附近高次项犳ｈｏｔ 满足 ‖犳ｈｏｔ‖ ≤

犔３， 则 有 ‖犌Δ‖ ＝ ‖犳ｈｏｔ ＋ Δ犳‖ ≤ 犔３ ＋

犔２‖－犘０‖．记常量ε＝犔３＋犔２‖－犘０‖，则零动

态方程（１７）为

狇［̈］
狇
＝犃（λ０，λ１）

狇

［］狇 ＋
０

犌
［ ］

Δ

， （１８）

其中犃（λ０，λ１）＝［０，犐；－犘０犓，－犘０犈２］．令Δ＝［狇

狇］
Ｔ，犌＝ ［０犌Δ］

Ｔ，则有Δ＝犃Δ＋犌，犌满足 ‖犌‖

＝ ‖犌Δ‖ ≤ε．如果在系统平衡点处线性化后的系

统是严格稳定的，即犃（λ０，λ１）的特征值严格保证在

复平面的左半平面，则原非线性系统的平衡点是渐

近稳定的．因此根据文献［５］，λ０ 和λ１ 选取如下：

λ０ ＝ｄｉａｇ（９．５２７９，４．３０３３），

λ１ ＝ ［０．１２０８，２．８３６７，０，０；０，０，０．７５６５，０．４０４８］．

　　选取李亚普诺夫方程犃
Ｔ犘＋犘犃＝－犙，对于任

意给定的正定对称矩阵犙，有唯一正定对称矩阵解

犘．为此取能量函数犞 ＝Δ
Ｔ犘Δ，则有

犞＝Δ
Ｔ犘Δ＋Δ

Ｔ犘Δ ＝－Δ
Ｔ犙Δ＋２Δ

Ｔ犘犌．

记λΔ ＝λｍｉｎ（犙），有

犞≤－λΔ‖Δ‖
２
＋２ε‖犘‖‖Δ‖．

当 ‖Δ‖＞２ε‖犘‖／λΔ时，犞＜０．可见零动子系统

柔性模态收敛，即

‖狇‖ ≤ ‖Δ‖ ≤２ε‖犘‖／λΔ． （１９）

再由狕（狋）＝λ０θ＋λ１狇＝０，可得

‖θ‖ ＝
‖λ１‖‖狇‖

‖λ０‖
≤
２ε‖犘‖‖λ１‖

λΔ‖λ０‖
．（２０）

因此将式（１９）和（２０）带入（１），求得柔性机械手末

端位移（４）渐近收敛到零附近的邻域为

Ω２ ＝

｛狔犻：狘狔犻狘≤犔犻狘θ犻狘＋‖Φ犻犲‖狘狇犻狘，犻＝１，２｝．

４　 仿真分析
　　 为了验证本文所提出的控制策略的有效性，作

仿真如下：机械手的参数为 犔１ ＝ ０．８ｍ，犔２ ＝

０．８ｍ，ρ１＝１．１７１８ｋｇ／ｍ，ρ２＝０．５８５９ｋｇ／ｍ，犕狋１＝

０．５ｋｇ，犕狋２ ＝０ｋｇ，犈犐１ ＝５４４．３２Ｎ·ｍ
２，犈犐２ ＝

６８．０４Ｎ·ｍ２，犑１＝２．０ｋｇ·ｍ
２，犑２＝０．４ｋｇ·ｍ

２，犑犺

＝０ｋｇ·ｍ
２；系统状态初始值选取为θ１（０）＝１ｒａｄ，

θ２（０）＝０．５ｒａｄ，其余为０；假设柔性机器人系统的

负载范围为０～０．５ｋｇ，取犿狋２ ＝０ｋｇ为标称值，在

仿真时间６ｓ时添加端点负载犿狋２＝０．４５ｋｇ；系数选

取为犮１ ＝犮２ ＝ｄｉａｇ（２，２），＝ｄｉａｇ（５，５），η犻 ＝０．

０１，狆１／狇１ ＝狆０／狇０＝３／５．仿真结果如图１和图２所

示．

图１　 端点位移狔

５３４
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图２　 滑模控制输入狌

　　 由仿真结果可见，机械臂端点位移渐近收敛到

零，控制输入中没有频繁的切换现象，系统抖动被明

显地削弱．因此本文提出的不确定柔性机器人的递

阶快速终端滑模控制策略是有效的．

５　 结 　 　论
　　将关节电机转角和柔性模态变量的线性组合作

为柔性机械手系统的输出，通过输入输出线性化，将

系统分解为输入输出子系统和零动态子系统两部

分．针对输入输出子系统，提出了快速终端滑模控制

策略，使得输入输出子系统在有限时间内收敛，将零

动态子系统在平衡点近似线性化以选择控制器的设

计参数，使零动态子系统在平衡点附近渐近稳定，保

证了整个柔性机械手系统的渐近稳定，提高了控制

系统的实际工程应用价值，且所提出的控制策略对

系统中的不确定性均具有较强的鲁棒性．
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