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摘　要：提出２种用于求解非正定核ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ的序列最小最优化（ＳＭＯ）算法．第１种算法仅针对ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ

而设计；第２种算法将ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ作为所要解决问题的一种特殊情况，使算法更具通用性．所提出的算法在保证收

敛的前提下，使非正定ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ能够达到比较理想的回归精度，具有一定的理论意义和实用价值．
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１　引　　言
　　当采用支持向量机（ＳＶＭ）解决实际分类或回

归问题时，棘手之处在于如何提高计算效率．针对这

一问题，文献 ［１］提出了专用算法———选块算法．但

是，随着算法迭代次数的增多，计算速度变得十分缓

慢．针对选块算法存在的不足，文献［２］提出了适用

于ＳＶＣ（Ｓｕｐｐｏｒｔｖｅｃｔｏｒｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ）的 “分解”算

法，并由文献［３］将其扩展到支持向量回归机

（ＳＶＲ）．“分解”算法有效地克服了选块算法的不足．

序列最小最优化（ＳＭＯ）算法是分解算法中工

作集的元素个数为２的一种特殊情形．现有的ＳＭＯ

算法分为求解ＳＶＣ的ＳＭＯ算法和求解ＳＶＲ的

ＳＭＯ算法．求解ＳＶＣ的ＳＭＯ算法最早出现在文

献［４］中，同年由Ｓｍｏｌａ等
［５］将其扩展到求解ＳＶＲ．

以上这两类求解大型支持向量机的ＳＭＯ算法都假

定支持向量机的核函数是正定的且满足 Ｍｅｒｃｅｒ条

件．但是，在某些特定的应用领域，所使用的核函数

并不能保 证为正定 核函 数，如神经 网 络 中 的

Ｓｉｇｍｏｉｄ核在某些条件下就是非正定的，这样现有

的ＳＭＯ算法的应用便受到了限制．文献［６］提出的

用于解决非正定核的ＳＶＣ优化问题的方法，可以保

持ＳＶＣ的泛化性能．然而有关非正定核ＳＶＲ的求

解方法，目前尚未见重要的研究成果公开发表．本文

将文献［６］的思想引入ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ模型求解，以

解决非正定核ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ求解问题．

２　犔犪狆犾犪犮犲犛犞犚的犛犕犗算法的两种基本
形式

２１　犔犪狆犾犪犮犲犛犞犚模型

给定数据集｛（狓１，狔１），…，（狓犾，狔犾）｝及核矩阵

犓犻犼 ＝犓（狓犻，狓犼），若损失函数取Ｌａｐｌａｃｅ函数

犔（犳（狓）－狔）＝狘犳（狓）－狔狘， （１）

则构成ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ，其模型如下：

ｍｉｎΦ（狑，ξ）＝
１

２
狑Ｔ狑＋犆∑

犾

犻＝１

（ξ
－
犻 ＋ξ

＋
犻）． （２）
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ｓ．ｔ．犳（狓犻）－狔犻≤ξ
＋
犻；

　　狔犻－犳（狓犻）≤ξ
－
犻，犻＝１，…，犾；

　　ξ
－
犻，ξ

＋
犻 ≥０．

该模型的Ｌａｇｒａｎｇｅ对偶模型为

ｍｉｎ
α
（）

１

２∑
犾

犻，犼＝１

（α犻－α

犻 ）（α犼－α


犼 ）犓（狓犻，狓犼）－

　　∑
犾

犻＝１

（α犻－α

犻 ）狔犻． （３）

ｓ．ｔ．０≤α犻，α

犻 ≤犆，犻＝１，…，犾；

　　∑
犾

犻＝１

（α犻－α

犻 ）＝０．

下面对上述对偶问题采用两种方式进行处理：

第１种处理方式如下：采取等量代换，令珔α＝α犻

－α

犻 ，则式（３）可写成

ｍｉｎ
珔α

１

２∑
犾

犻，犼＝１

珔α犻珔α犼犓（狓犻，狓犼）－∑
犾

犻＝１

珔α犻狔犻． （４）

ｓ．ｔ．－犆≤珔α犻≤犆，犻＝１，…，犾；

　　∑
犾

犻＝１

珔α犻 ＝０．

再将上述模型写成如下矩阵的形式：

ｍｉｎ
珔α
犉（珔α）＝

１

２
珔α
Ｔ犓珔α－狔

Ｔ珔α． （５）

ｓ．ｔ．－犆≤珔α犻≤犆，犻＝１，…，犾；

　　∑
犾

犻＝１

珔α犻 ＝０．

第２种处理方式如下：将式（３）展开，则式（３）

可写成如下矩阵的形式：

ｍｉｎ
珘α
犉（珘α）＝

１

２
珘α
Ｔ
犙珘α＋珘狔珘α． （６）

ｓ．ｔ．０≤珘α狋≤犆，狋＝１，…，２犾；

　　狕珘α＝０．

其中

珘狔＝ ［－狔；狔］
Ｔ，珘α＝

α

α
［ ］ ，

犙＝
犓 －犓

－
［ ］
犓 犓

，狕＝ ［犲　－犲］． （７）

犲是１×犾的单位向量．

下面基于式 （５）和 （６），给出相应的两 种

ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ的ＳＭＯ模型．

２２　 第１种犔犪狆犾犪犮犲犛犞犚的犛犕犗模型（简称模

型１）

通过简单推导，易将式（５）写成如下模型：

ｍｉｎ
珔α犻
，珔α
犼

１

２
［珔犪犻　珔犪犼］

犓犻犻 犓犻犼

犓犼犻 犓
［ ］

犼犼

珔犪犻

珔犪
［ ］
犼

－

　　
狔犻

狔
［ ］
犼

＋犓犅犖珘α［ ］犖
Ｔ 珔犪犻

珔犪
［ ］
犼

． （８）

ｓ．ｔ．－犆≤珔犪犽 ≤犆，犽∈ ｛犻，犼｝；

　　珔α犻＋珔α犼 ＝－∑
犾

犽≠犻，犼

珔α犽 ＝ 常数．

２３　 第２种犔犪狆犾犪犮犲犛犞犚的犛犕犗模型（简称模

型２）

同理，可将式（６）写成如下模型：

ｍｉｎ
珘α犻
，珘α
犼

１

２
［珘α犻　珘α犼］

犙犻犻 犙犻犼

犙犼犻 犙
［ ］

犼犼

珘α犻

珘α
［ ］
犼

＋

　　
珘狔犻

珘狔
［ ］
犼

＋犙犅犖珘α［ ］犖
Ｔ 珘α犻

珘α
［ ］
犼

． （９）

ｓ．ｔ．０≤珘α犽 ≤犆，犽∈ ｛犻，犼｝；

　　珘α犻＋珘α犼 ＝－∑
犾

犽≠犻，犼

珘α犽 ＝ 常数．

３　 工作集的选取及停机准则的设定
　　 工作集的选取是ＳＭＯ算法中最为重要的环节

之一，工作集选取得好坏将直接影响算法的收敛速

度．对于模型１，可采取直接方式进行选取，具体过

程见３．１节．但是，对于模型２，则需要进行展开，若

不这样做，而直接采用文献［７］的方法，势必要同时

考虑４个变量，即α犻，α犼及α

犻 ，α


犼 ，从而不可避免地需

要进行大量繁琐的判断，以确定可行域在哪个象限．

本文对文献［７］中变量的判断方式进行改进，只需

选择２个变量即可．

停机准则从不同的角度一般可为分３种，具体

内容可参 见文献 ［８］，本 文则 通 过 观 察 ＫＫＴ

（ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ）条件的违背程度来判断是

否可以停机．下面分别给出模型１和模型２中工作

集的选取步骤以及停机准则的推导过程．

３１　 模型１工作集的选取及停机准则

令

狑（珔α）＝∑
犻

珔α犻犓犻． （１０）

其中：犓犻＝（狓犻），犓（狓犻，狓犼）＝（狓犻）
Ｔ

（狓犼）．引入

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

珚犔＝

１

２
狑（珔α）·狑（珔α）－∑

犾

犻＝１

狔犻珔α犻－∑
犾

犻＝１

δ犻（珔α犻＋犆）＋

∑
犾

犻＝１
μ犻（珔α犻－犆）＋β∑

犾

犻＝１

珔α犻， （１１）

则

珚犔

珔α犻
＝狑（珔α）犓犻－狔犻－δ犻＋μ犻＋β＝０，

犻＝１，…，犾． （１２）

对于式（１２），可分为以下３种互不相交的情形加以

考虑：

１）珔α犻 ＝－犆，则

狌犻＝０，δ犻≥０，狑（珔α）犓犻－狔犻＋β≥０，

８５６１
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β≥－狑（珔α）犓犻＋狔犻； （１３ａ）

２）－犆＜珔α犻＜犆，则

狌犻＝０，δ犻 ＝０，狑（珔α）犓犻－狔犻＋β＝０，

即

β＝－狑（珔α）犓犻＋狔犻； （１３ｂ）

３）珔α犻 ＝犆，则

狌犻≥０，δ犻 ＝０，狑（珔α）犓犻－狔犻＋β≤０，

即

β≤－狑（珔α）犓犻＋狔犻． （１３ｃ）

若定义

犐０ ＝ ｛犻狘－犆＜珔α犻＜犆｝，

犐１ ＝ ｛犻狘珔α犻 ＝－犆｝，

犐２ ＝ ｛犻狘珔α犻 ＝犆｝，

并令

珚犉犻＝－狑（珔α）犓犻＋狔犻，犻∈犐１ ∪犐０， （１４）

珟犉犻＝－狑（珔α）犓犻＋狔犻，犻∈犐２ ∪犐０． （１５）

则归纳上述３种情形，可得

β≤
珟犉犻，犻∈犐０ ∪犐２；

β≥
珚犉犻，犻∈犐０ ∪犐１． （１６）

若再令

犫ｕｐ＝ｍｉｎ｛珟犉犻∶犻∈犐０ ∪犐２｝，

犫ｌｏｗ ＝ｍａｘ｛珚犉犻∶犻∈犐０ ∪犐１｝， （１７）

则可以得到工作集的选取方法及停机准则．

令

犻＝ａｒｇｍａｘ
犻∈犐ｕｐ

（珔α，犆）

珚犉犻，犼＝ａｒｇｍｉｎ
犼∈犐ｌｏｗ

（珔α，犆）

珚犉犻． （１８）

其中

犐ｕｐ（珔α，犆）＝ ｛犻狘犻∈犐０ ∪犐１｝，

犐ｌｏｗ（珔α，犆）＝ ｛犼狘犼∈犐０ ∪犐２｝．

则工作集取为犅＝ ｛犻，犼｝，停机准则取为犫ｌｏｗ ≤犫ｕｐ．

因为在数值解中不可能完全达到最优，因此可用下

式代替：

犫ｌｏｗ ≤犫ｕｐ＋２ｔｏｌ，

其中ｔｏｌ表示误差所能容忍的范围．

３２　 模型２工作集的选取及停机准则

令

狑（珘α）＝∑
犻

珘α犻犙． （１９）

其中

犙犻＝（狓犻），犙（狓犻，狓犼）＝（狓犻）
Ｔ

（狓犼），

犙＝ ［犓　－犓；－犓　犓］．

引入Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

珚犔＝
１

２
狑（珘α）·狑（珘α）＋∑

２犾

犻＝１

珘狔犻珘α犻－∑
２犾

犻＝１

δ犻珘α犻＋

∑
２犾

犻＝１
μ犻（珘α犻－犆）＋β∑

２犾

犻＝１

珘α犻狕犻， （２０）

其中狕在式（７）中已有定义．则

珚犔

珘α犻
＝狑（珘α）犙犻＋珘狔犻－δ犻＋μ犻＋β狕犻＝０，

犻＝１，…，２犾． （２１）

对于上式，可分为以下６种互不相交的情形加

以考虑：

１）犻≤犾，珘α犻 ＝０，则

狌犻＝０，δ犻≥０，狑（珘α）犙犻＋珘狔犻＋β≥０，

即

β≥－（狑（珘α）犙犻＋珘狔犻）； （２２ａ）

２）犻≤犾，０＜珘α犻＜犆，则

狌犻＝０，δ犻 ＝０，狑（珘α）犙犻＋珘狔犻＋β＝０，

即

β＝－（狑（珘α）犙犻＋珘狔犻）； （２２ｂ）

３）犻≤犾，珘α犻 ＝犆，则

狌犻≥０，δ犻 ＝０，狑（珘α）犙犻＋珘狔犻＋β≤０，

即

β≤－（狑（珘α）犙犻＋珘狔犻）； （２２ｃ）

４）犾＜犻≤２犾，珘α犻 ＝０，则

狌犻＝０，δ犻≥０，狑（珘α）犙犻＋珘狔犻－β≥０，

即

β≤狑（珘α）犙犻＋珘狔犻； （２２ｄ）

５）犾＜犻≤２犾，０＜珘α犻＜犆，则

狌犻＝０，δ犻 ＝０，狑（珘α）犙犻＋珘狔犻－β＝０，

即

β＝狑（珘α）犙犻＋珘狔犻； （２２ｅ）

６）犾＜犻≤２犾，珘α犻 ＝犆，则

狌犻≥０，δ犻 ＝０，狑（珘α）犙犻＋珘狔犻－β≤０，

即

β≥狑（珘α）犙犻＋珘狔犻． （２２ｆ）

若定义

犐０犪 ＝ ｛犻狘犻≤犾，０＜珘α犻＜犆｝，

犐０犫 ＝ ｛犻狘犾＜犻≤２犾，０＜珘α犻＜犆｝，

犐１ ＝ ｛犻狘犻≤犾，珘α犻 ＝０｝，

犐２ ＝ ｛犻狘犻≤犾，珘α犻 ＝犆｝，

犐３ ＝ ｛犻狘犾＜犻≤２犾，珘α犻 ＝０｝，

犐４ ＝ ｛犻狘犾＜犻≤２犾，珘α犻 ＝犆｝，

并定义犐０ ＝犐０犪 ∪犐０犫．令

珚犉犻＝
－（狑（珘α）犙犻＋珘狔犻），犻∈犐１ ∪犐０犪；

狑（珘α）犙犻＋珘狔犻，犻∈犐４ ∪犐０犫
｛ ；

（２３）

珟犉犻＝
－（狑（珘α）犙犻＋珘狔犻），犻∈犐２ ∪犐０犪；

狑（珘α）犙犻＋珘狔犻，犻∈犐３ ∪犐０犫
｛ ．

（２４）

则归纳上述６种情形可得

β≤
珟犉犻，犻∈犐０ ∪犐２ ∪犐３；

β≥
珚犉犻，犻∈犐０ ∪犐１ ∪犐４． （２５）

若再令
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犫ｕｐ＝ｍｉｎ｛珟犉犻∶犻∈犐０ ∪犐２ ∪犐３｝，

犫ｌｏｗ ＝ｍａｘ｛珚犉犻∶犻∈犐０ ∪犐１ ∪犐４｝， （２６）

则同理可以得到工作集的选取方法及停机准则．令

犻＝ａｒｇｍａｘ
犻∈犐ｕｐ

（珘α，犆）

珚犉犻，犼＝ａｒｇｍａｘ
犼∈犐ｌｏｗ

（珘α，犆）

珟犉犻． （２７）

其中

犐ｕｐ（珔α，犆）＝ ｛犻狘犻∈犐０ ∪犐１ ∪犐４｝，

犐ｌｏｗ（珔α，犆）＝ ｛犼狘犼∈犐０ ∪犐２ ∪犐３｝．

则工作集取犅＝｛犻，犼｝，停机准则为犫ｌｏｗ≤犫ｕｐ＋２ｔｏｌ．

从上述分析可以看出，模型１与模型２的求解

过程是殊途同归．模型１通过等量代换对问题进行

了有效的简化，但这种简化只针对ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ这

一特殊情形，求解过程并不具有通用性，即可移植性

不强．模型２的求解思想更具有普遍意义，因为当损

失函数不像Ｌａｐｌａｃｅ函数那么简单时，同样可以采

用本文提出的求解思路．这里并不想将简单问题复

杂化，只是试图提出一种更具普遍意义的解决办法．

为此，下面主要针对模型２进行讨论，模型１可类似

加以处理．

４　 求解非正定核犔犪狆犾犪犮犲犛犞犚的犛犕犗算法
　　 当核函数为非正定时，式（６）中的核矩阵犙中

的分块矩阵犓 不能写成如下内积的形式：

犓（狓犻，狓犼）≡（狓犻）
Ｔ

（狓犼）， （２８）

所以得不到式（２）的那种形式．因此，从式（６）中解

出珘α后，不能确定它就是式（２）的解．换言之，式（２）

与（６）的对偶关系不再成立，从而无法得到有效的

回归函数．对此，考虑如下新的二次规划问题：

ｍｉｎΦ（狑，ξ）＝
１

２
α
Ｔ
犙α＋犆∑

犾

犻＝１

（ξ
－
犻 ＋ξ

＋
犻）．（２９）

ｓ．ｔ．（犙α）犻－狔犻≤ξ
＋
犻；

狔犻－（犙

α）犻≤ξ

－
犻，犻＝１，…，犾；

ξ
－
犻，ξ

＋
犻 ≥０．

其中：犙＝ ［犙；－犙］，犙 ＝ ［犓　－犓］．

上式是将式（１９）代入（２）得到的．注意到式

（２９）中的α可能是负的．这样做的目的是为了研究

用式（６）求出珘α后，用珘α来构建回归函数的误差是否

会很大．为此，有如下定理：

定理１　 如果珘α
＾
是式（６）的稳定点，则它是式

（２９）的可行点．

证明 　 假设珘α
＾
是式（６）的稳定点，则它满足

ＫＫＴ条件，即存在Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子向量δ，μ，β满足

犙珘α
＾
－珘狔－δ＋μ－β＝０，

δ≥０，μ≥０，δ珘α＝０，

μ（珘α－犆）＝０， （３０）

其中β＝β［犲　－犲］
Ｔ．

由μ≥０得犙珘α
＾
－珘狔≤δ＋β．当犻＜犾时，有

（犙珘α
＾
－珘狔）犻 ＝ （犙

珘α
＾
）犻－狔犻；

当犾≤犻≤２犾时，有

（犙珘α
＾
－珘狔）犻 ＝－（犙

珘α
＾
）犻－犾＋狔犻－犾．

因此，综合以上两种情况，可写成

（犙珘α
＾
－珘狔）＝ ［（犙珘α

＾
）－狔；－（犙珘α

＾
）＋狔］．

所以［α；ξ
＋
犻；ξ

－
犻］＝ ［珘α

＾
；δ＋β］即为式（２９）的可行

解．□

从定理１可以看出，如果式（６）的稳定点珘α
＾
不存

在太多的非零元素，即使犙是非正定的，训练误差也

不会太大．基于以上分析，本文提出用于求解非正定

核ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ的ＳＭＯ算法．为便于问题的求解及

收敛性的判定，作如下变换：

在式（９）中，令

珘α犻 ＝珘α
犽
犻＋犱犻，珘α犼 ＝珘α

犽
犼＋犱犼， （３１）

则含两变量的子最优化问题可化为

ｍｉｎ
珘α犻
，珘α
犼

１

２
［犱犻　犱犼］

犙犻犻 犙犻犼

犙犼犻 犙
［ ］

犼犼

犱犻

犱
［ ］
犼

＋

　　 犉（珘α
犽
犻）　犉（珘α

犽
犼［ ］）

犱犻

犱
［ ］
犼

． （３２）

ｓ．ｔ．０≤珘α
犽
犻＋犱犻；珘α

犽
犼＋犱犼≤犆；

犿犻犱犻＋犿犼犱犼 ＝０；

犿犽 ＝

１，０≤犽≤犾；

－１，犾≤犽≤２犾；

犽∈ ｛犻，犼｝

烅

烄

烆 ．

对于式（３２），可分为以下２种情形加以讨论：

第１种情形：犻≤犾，犼≤犾或犾＜犻≤２犾，犾＜犼≤

２犾．由（珘α
犽
犻＋犱犻）＋（珘α

犽
犼＋犱犼）＝珘α

犽
犻＋珘α

犽
犼 得犱犻＝－犱犼，

并令

犔＝ｍａｘ（－珘α
犽
犼，珘α

犽
犻－犆），

犎 ＝ｍｉｎ（珘α
犽
犻，犆－珘α

犽
犼）， （３３）

则式（３２）可化为

ｍｉｎ
犱
犼

１

２
［犙犻犻－２犙犻犼＋犙犼犼］犱

２
犼＋

　　（－犉（珘α
犽
犻）＋犉（珘α

犽
犼））犱犼， （３４）

ｓ．ｔ．犔≤犱犼≤犎．

第２种情形：犻≤犾，犾＜犼≤２犾或犾＜犻≤２犾，犼

≤犾．由（珘α
犽
犻＋犱犻）－（珘α

犽
犼＋犱犼）＝珘α

犽
犻－珘α

犽
犼 得犱犻＝犱犼．

同理，令

犔＝ｍａｘ（－珘α
犽
犻，－珘α

犽
犼），

犎 ＝ｍｉｎ（犆－珘α
犽
犻，犆－珘α

犽
犼）， （３５）

则式（３２）可化为

ｍｉｎ
犱
犼

１

２
（犙犻犻＋２犙犻犼＋犙犼犼）犱

２
犼＋
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（犉（珘α
犽
犻）＋犉（珘α

犽
犼））犱犼， （３６）

ｓ．ｔ．犔≤犱犼≤犎．

这样便将优化问题转化为在给定区间求抛物线

的极值点问题，从而可以解析求解式（２）．

下面给出ＬａｐｌａｃｅＳＶＲ的ＳＭＯ算法．

输入：样本集｛（狓１，狔１），…，（狓犾，狔犾）｝，惩罚系数

犆＞０，核函数犓，精度ｔｏｌ＞０及珘α；

输出：已优化的珘α
＾
．

Ｓｔｅｐ１：设定精度ｔｏｌ，珘α
０
＝０，令犽＝０，并初始

化犫ｌｏｗ 和犫ｕｐ．

Ｓｔｅｐ２：ｗｈｉｌｅ（犫ｌｏｗ ＞犫ｕｐ＋２ｔｏｌ）．

Ｓｔｅｐ２．１：按式（２７）中的准则选取工作集犅＝

｛犻，犼｝；

Ｓｔｅｐ２．２：如果是第１种情形，则求解式（３４）．若

犙犻犼－２犙犻犼＋犙犻犼 ＞０，则

犱^犼 ＝ｍａｘ（－
（－犉（珘α

犽
犻）＋犉（珘α

犽
犼）

犙犻犻－２犙犻犼＋犙犼犼
，犔）；

否则，如果犻≤犾，犼≤犾，则

犱^犼 ＝犔； （３７）

否则，即如果犾＜犻≤２犾，犾＜犼≤２犾，则

犱^犼 ＝犎； （３８）

计算

犱^犻 ＝－犱^犼；

否则，求解式（３６）．若犙犻犻＋２犙犻犼＋犙犼犼 ＞０，则

犱^犼 ＝ｍｉｎ｛ｍａｘ（－犉
（珘α
犽
犻）＋犉（珘α

犽
犼）

犙犻犻＋２犙犻犼＋犙犼犼
，犔），犎｝；

否则，若 犉（珘α
犽
犻）＋犉（珘α

犽
犼）＞０，则

犱^犼 ＝犔； （３９）

否则，若 犉（珘α
犽
犻）＋犉（珘α

犽
犼）＜０，则

犱^犼 ＝犎； （４０）

否则

犱^犼 ＝ａｒｇ ｍｉｎ
犼∈（犔，犎）

｛犳（犔），犳（犎）｝， （４１）

计算

犱^犻 ＝犱^犼．

Ｓｔｅｐ２．３：计算

珘α
犽＋１
犻 ＝珘α

犽
犻＋犱^犻，珘α

犽＋１
犼 ＝珘α

犽
犼＋犱^犼．

Ｓｔｅｐ２．４：令犽＝犽＋１，并计算犫ｌｏｗ 和犫ｕｐ．

ｅｎｄｗｈｉｌｅ．

Ｓｔｅｐ３：取近似最优解珘α
＾
＝珘α

犽＋１，算法结束．

从以上算法可以看出，当犙犻犻－２犙犻犼＋犙犼犼≥０或

犙犻犻＋２犙犻犼＋犙犼犼≥０时，式（３４）和（３６）的目标函数为

凸的抛物线或直线．有关正定核情况下的ＳＭＯ算法

的收敛性证明可以参见文献［９］，这里将着重讨论

犙犻犻－２犙犻犼＋犙犼犼 ＜０或犙犻犻＋２犙犻犼＋犙犼犼 ＜０时的情

形，并给出收敛性证明．

定理２　存在ξ＞０，使得对于任意的自然数犽，

有

犉（珘α
犽＋１）－犉（珘α

犽）≤－ξ
２
‖珘α

犽＋１
－珘α

犽
‖
２．（４２）

证明 　 分２种情形加以证明．
１）当犻≤犾，犼≤犾或犾＜犻≤２犾，犾＜犼≤２犾时，

结合式 （２３），（２４）和 （２７）易 得 （－ 犉（珘α
犽
犻）＋

犉（珘α
犽
犼））^犱犼≤０．并且从 犱^犻 ＝－犱^犼 可得 ‖珘α

犽＋１
－

珘α
犽
‖
２
＝２^犱

２
犼．因此，由式（３４）的目标函数可得

犉（珘α
犽＋１）－犉（珘α

犽）≤

１

２
（犙犻犻－２犙犻犼＋犙犼犼）^犱

２
犼 ＝

１

４
（犙犻犻－２犙犻犼＋犙犼犼）‖珘α

犽＋１
－珘α

犽
‖
２
≤

－ξ
２
‖珘α

犽＋１
－珘α

犽
‖
２， （４３）

其中

ξ＝－ｍａｘ
犻，犼

｛犙犻犻－２犙犻犼＋犙犼犼
２

狘犙犻犻－

２犙犻犼＋犙犼犼 ＜０狘｝．
２）当犻≤犾，犾＜犼≤２犾或犾＜犻≤２犾，犼≤犾时，

从工作集的选择策略无法判定 犉（珘α
犽
犻）＋犉（珘α

犽
犼）

的符号，但通过步长选取策略（见式（３９）和（４０））可

得（犉（珘α
犽
犻）＋犉（珘α

犽
犼））^犱犼≤０．并结合犱^犻＝犱^犼（此时

‖珘α
犽＋１
－珘α

犽
‖
２
＝２^犱

２
犼），类似于式（４３）可得

犉（珘α
犽＋１）－犉（珘α

犽）≤

１

２
（犙犻犻＋２犙犻犼＋犙犼犼）^犱

２
犼 ≤

－ξ
２
‖珘α

犽＋１
－珘α

犽
‖
２，

其中

ξ＝－ｍａｘ
犻，犼

｛犙犻犻＋２犙犻犼＋犙犼犼
２

狘犙犻犻＋

２犙犻犼＋犙犼犼 ＜０狘｝． □

从以上定理可以看出，可以考虑用式（３７）～

（４０）及（４１）作为步长取值策略的理由．这样做的目

的是要得到ｌｉｍ
犽→∞
‖珘α

犽＋１
－珘α

犽
‖ ＝０，因而也就保证了

算法的收敛性．

虽然这里提出的求解非正定核的ＳＭＯ算法是

收敛到稳定点而不是全局最优点，但当稳定点上的

支持向量并不多时，或者说稳定点的非零元素并不

多时，用非正定核训练时误差并不大．以下的实验说

明了这一点．

５　 实验及其结果
５１　 实验设计

取函数狔＝ｓｉｎ（ｅｘｐ（狓））（狓∈［－４，２］）为基准

信号，令间隔为０．１产生训练样本．其中：非正定核

取组合高斯核
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ｅｘｐ（－‖狊－狋‖
２

σ１
）＋ｅｘｐ（－‖狊－狋‖

２

σ２
）－

ｅｘｐ（－‖狊－狋‖
２

σ３
）
［１０］
；

标准差分别取为σ１＝０．８，σ２＝１．２，σ３＝４；正定核

取Ｇａｕｓｓ径向基核函数ｅｘｐ（－‖狊－狋‖
２／２σ

２），其中

σ＝１．

５２　 实验结果与分析

本实验中参数犆取为犆＝１０，有关参数的选择

方法可参见文献［１１，１２］；预设精度为ｔｏｌ＝０．０５．

回归的结果如图１和图２所示．图中：符号“”为样

本点，实线为回归线．同时，从以下３个方面对实验

的回归结果进行定量比较（结果见表１）：

图１　 用非正定核对狔＝狊犻狀（犲狓狆（狓））回归的结果

图２　 用正定核对狔＝狊犻狀（犲狓狆（狓））回归的结果

１）最大绝对误差

ＭＡＥ（Ｍａｘａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒ）＝

ｍａｘ狘狔犻－狔^狘，犻＝１，…，狀，

其中狀为样本容量；

２）平均绝对误差

ＡＡＥ（Ａｖｅｒａｇｅａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒ）＝

∑

狀
ｅｒｒｏｒ

犻＝１

狘狔犻－狔^狘／狀ｅｒｒｏｒ；

表１　 用正定核和非正定核回归的误差比较

误 差 用正定核回归 用非正定核回归

ＭＡＥ ０．６１７０ ０．１４７８

ＡＡＥ ０．０７８４ ０．０１５１

ＲＭＳＥ ０．１５８８ ０．０３３４

３）均方根误差

ＲＭＳＥ（Ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ）＝

∑

狀
ｅｒｒｏｒ

犻＝１

（狔犻－狔^）
２／狀槡 ｅｒｒｏｒ．

　　从图１，图２及表１的误差比较分析可以看出，

对于如ｓｉｎ（ｅｘｐ（狓））之类的比较难以回归的函数，

采用非正定核进行回归比采用正定核能够达到更理

想的回归精度．这说明在某些情况下采用非正定核

的必要性以及本文算法的有效性．

６　结　　论
　　本文提出了２种用于求解非正定核Ｌａｐｌａｃｅ

ＳＶＲ的思路．对于模型１并没有过多论述，因为模

型１可视为模型２的一种特殊情形．本文主要针对

更为普遍的情形加以阐述，并设计了相应的ＳＭＯ

算法，这样做的目的是使求解的思路更具通用性．对

于非正定核，如Ｓｉｇｍｏｉｄ核函数（包括本文所使用的

核函数），因为只能保证解是局部最优的，而不一定

是全局最优，因此如何克服它们的不足并发挥它们

的优势，仍然是一个有意义的研究课题．
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