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基于随机支付的合作博弈分析
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摘  要: 在确定性支付的合作博弈中, Shapley 值以其优良的特性在合作博弈分配解中占据着非常重要的作用, 但现

实生活中更多情形下的支付是不确定的,参与人要在这种情形下作出选择. 因此, 基于 Shapley 值的表述公式, 构建

基于随机支付的合作博弈模型,构造边际值和转换值两个合作解, 并举例说明随机支付情形下两个解不再相等. 最

后, 给出了两个解相等的一个博弈子类.
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Abstra ct: In certain payoff condition, shapley value plays a highly important role in cooperat ion game allocation

solution with its fine cha racteristic. In r eal life, t he pa rticipator should make a decision under the condit ion of

uncer tainty payoff. Based on t he equivalent formulation of Shapley value, the cooperation game model with random

payoff is const ruct ed, and both solution concept s are introduced which are the marginal value and the divided va lue.

An example illustr ates that both solut ion need not be equal, and a subclass of games is presented on which both

solution coincide.
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1  引   言

  博弈论作为描述现实世界中包含矛盾、冲突、对

抗、合作诸因素的理论和方法,在管理、经济、军事等

各个学科领域都得到了迅猛的发展和应用. 合作博

弈作为博弈论的一个重要分支, 主要考虑收益如何

分配的问题. Shapley
[ 1]

, Aumann
[ 2]
, Maschler

[ 3]
,

Schmeidler[ 4]等提出了一系列合作博弈的解, 如

Shapley值、核心、核、稳定解、谈判集等, 建立和完

善了合作博弈的值理论. Aumann 和 Schelling因为

在合作博弈领域的研究, 获得了 2005年诺贝尔经济

学奖.

在现实生活中, 很多情形下支付是不确定的, 参

与人需要在这种不确定性情形下作出选择.例如, 两

家公司合作一个研究项目, 一般要在这个项目完成

后才能知道它的确切支付. 对合作博弈研究的一个

重要方面是对其合作解进行各种延拓, 以解决其在

实际应用中的困难. 如 Nishizaki[ 5]基于线性规划讨

论了一类模糊对策解. Cornet[ 6]考虑联盟中的成员

以一定的隶属度属于联盟,即把联盟作为模糊集来

考虑,给出了多重线性延拓和 cornet 延拓的方法.

Shubik
[ 1]
在研究市场对策时基于完全均衡对策给出

了一类模糊延拓方法. Timmer
[ 7]
等对经典合作博弈

理论进行了延拓, 以一个随机变量对具有随机支付

的合作博弈给出了随机合作解, 但对于支付不确定

情形的研究还有待进一步深入.

在确定性支付的合作博弈中, Shapley 值以其

优良的特性在合作博弈分配解中具有非常重要的作

用.本文以经典合作博弈 Shapley值的两种不同表

述方式为基础,构建了基于随机支付的合作博弈模

型,给出了边际值和转换值两个解的概念,并讨论了

其相关特性.

2  基于随机支付的合作博弈模型
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  给定一合作博弈 (N , v) , N 是一有限且非空成

员集,这个博弈的特征函数为 2
N
上的实值函数 v B

2
N

y R. 对于任意S AN, v(S)表示S中成员合作所

能得到的最大收益, 即 S 中成员无需求助于 S 之外

的成员所能得到的收益总量v( S) ,其中v( 5) = 0, 5

表示空集.

成员的风险偏好由( :
~

i

) i I N 表述:若 X :
~

i

Y, 则

相对于 X 成员 i 更偏好于 Y;如果 X 与 Y相对于成

员 i无差别,则 X ~ iY, 即X :
~ i

Y且 Y :
~ i
X;对于成

员 i若X 严格优于Y(X : iY) , 则X :
~

i

Y且X y iY.

不失一般性,记 | S | 为 S 中成员个数, L+ 为具

有有限期望的非负随机变量集, U= {S < N | R( S)

= 0, S = <}为具有非零支付联盟组成的集. 具有随

机支付的合作博弈是指(N , (R(S) s I U) , ( :
~

i

) i I N ) ,

其中对任意S A N, R( S) 表示S中成员合作所能得

到的随机收益.

随机支付R( S) 给予S的一个分配记为pR(S) ,

其中p I RS ,成员 i的收益为p iR(S) .若 E
i I S

p i = 1,

则称该分配是有效的.记 $* ( S) = {p I RS
| E

i I S
p i

= 1}, A = {p iR( S) | S I U, p i I R}为所有可能分

配的集, A- 0 = {p iR( S) I A | p i X 0} 为所有可能

非负分配的集.

本文限定讨论的博弈类满足以下两个假设条件:

假设1  若对某个联盟T 有R(T ) = 0, 则对任

意 S A T 都有R(S) = 0.

假设 2  对任意 i I N 存在一个严格单调增的

连续函数 f
i
BR y R

S
,使得:

1) 对任意 S, T I U, t , tc I R, f i
S ( t) R(S) :

~
i

f i
T ( tc) R(T ) 当且仅当 t \ tc;

2) 对所有 S I U, 有 f i
S (0) = 0.

常见的期望偏好就是假设 2 中 f 的例子. 记

E(X) 表示随机变量 X 的数学期望,若 X :
~

i

Y当且

仅当E ( X) :
~

i

E (Y) ,则对任意 S A N,相应的 f i 定

义为 f i
S ( t ) = t/ E (R( S) ) 即可.

由 f i 的定义可知:若 S = T, 则 f i
S ( t)R(S) :

~
i

f i
S( tc)R( S) 当且仅当 t \ tc, 即从分配 R(S) 中得到

更多成员的满意. 对任意 t I R, 有 f i
S ( t )R( S)

~ if i
S ( t )R(T ) .

考虑任意两个分配之间的比较函数 Ai BA @A- 0

y R,即对任意 i I N, Ai 使得X ~ iAi (X , Y)Y,若 X

= p iR( S) , Y= qiR( T) , 则对任意 i I S H T, 有

Ai ( X, Y) = f i
T ( ( f i

S )- 1( P i ) ) / qi .

记 G
N
表示所有N 成员具有随机支付的合作博

弈(N , (R(S) s I U) ( :
~

i

) i I N ) 组成的类. GLN 是GN 上

f i 线性的所组成的子类, 即 GL N 在GN 上对任意成

员 i 满足 Ai ( p iR( S) , qiR(T ) ) = ( p i / qi ) Ai (R(S) ,

R( T) ) . 记GSI N 是GSN 上对于任意i , j I N偏好相

同的博弈组成的子类, 即对任意 i , j I N, Ai = Aj .

3  边际值解和转换值解的构造

  构造合作博弈解实际上是构造 GN 的一个函数

7 ,使得对任意的 G I GN , 7( G) 是一个收益分配

pR(N) .

记 0(N ) 是 N 上所有置换RB{1, 2, , , n} y N

的全体, S
R
i = {R(1) , R(2) , , , R( i ) }且 S

R
0 = <. 由文

献[1] 可知, R
N
上表征成员R( i) 贡献的边际向量为

m
R
( v) ,则Shapley值<( v) 为边际向量m

R
( v) 的平均

和.其中

m
R
R( i) ( v) = v( S

R
i ) - v( S

R
i- 1 ) =

v( S
R
i ) - E

i- 1

k= 1
m(S

R
k) .

Shapley值 <( v) 可表述为:对任意 i I N, 有

<i ( v) = ( n! )
- 1

E
RI 0( N)

m
R
i ( v) . (1)

Harsanyi[ 8] 对 Shapley值给出了另外一种表达

方式,记

dS ( v) =

v( S) , | S | = 1;

| S | - 1
(v( S) - E

T AS
| T | dT ( v) ) , | S | > 1.

(2)

则 Shapley值 <( v) 可表述为:对任意 i I N,有

<i ( v) = E
SBiI S

d S ( v) . (3)

下面首先构造具有随机支付的合作博弈的特征

函数 YR, 记 YR
R( 1) = R( {R(1) }) .

对任意 i I N, Y
R
R( i) 为成员R( i )对联盟S

R
i- 1带来

的增加的收益. 为表征联盟 S
R
i 的特征函数,考虑把

在 R(SR
i ) 中扣除了联盟SR

i- 1所有的无差别收益后的

剩余,作为R( i ) 参加联盟 SR
i- 1 组建联盟 SR

i 后带来的

收益,即

YR
R( i) = [ 1- E

i- 1

k= 1
AR( k) (YR

R( k) , R( SR
i ) ) ]R(S

R
i ) . (4)

由 Y
R
R( i) 的构造可知,对于任意的 i I N,具有随

机支 付 的 博 弈 G, 其 边 际 向 量 MR
i ( G) =

mR
i (G)R(N ) , 其中 mR

i (G) = Ai (YR
i , R(N ) ) . 按照

Shapley值的方式,构造博弈 G的边际值 5
m
,其中

5m
i ( G) = [ ( n! )

- 1

E
RI 0( N)

mR
i ( G) ]R( N) . (5)

对于具有随机支付的博弈 G, 可采用类似

Harsanyi[ 8] 的方法定义
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dS (G) =
R(S) , | S | = 1;

| S | - 1
[1 - E

T AS
| T | dT ( v) ] , | S | > 1.

构造博弈 G的转换值 5d ,其中

5di (G) = [ E
SBiI S

Ai ( dS (G) , R(N ) ) ]R(S) . ( 6)

4  关于两个解的讨论

  支付为确定性情形时, 边际值与转换值是一致

的,即都是 Shapley值 <( v) ( Shapley值的两种不同

表述形式) .但随机支付情形下边际值与转换值是否

还是一样的呢?下面以一个 3 成员具有随机支付的

博弈为例,说明在随机支付情形下边际值与转换值

不再保持一致.

算例 1  考虑具有随机支付的博弈

G(N , (R(S) ) S I U, ( :
~ i
) i ) ,

其中 N = {1, 2, 3}, R( {1}) = R( {2}) = 0, R( {3})

= 1, R( {1, 2}) = 2, R( {1, 3}) = 3, R( {2, 3}) = 1,

R(N ) ~ U( [3, 7] ) , U( [3, 7] ) 是[3, 7] 上的均匀分

布.显然

U= {{3}, {1, 2}, {1, 3}, {{2, 3}, N},

A = {pR(S) | S I U, p I R}.

记 B1 = B3 = 1/ 2, B2 = 1/ 4, 且

u
X
B = sup{t I R | P{X [ t} [ Bi},

成员 i的效用函数为

Ui ( X) =
uX
B
i
, X \ 0;

u
X
1- B

i
, 其他.

成员 i的偏好为X :
~

i
Y当且仅当 Ui ( X) \ Ui ( Y) ,

则相应的

Ai ( pR(S) , qR( T) ) = pu R( S)
B
i

/ quR( T)
B
i

.

经简单计算可得

5m (G) = (24/ 60, 13/ 60, 23/ 60) R(N ) , ( 7)

5d (G) = (23/ 60, 14/ 60, 23/ 60)R(N ) . ( 8)

很显然,尽管两个值相差不大, 但仍有区别. 对

于具有随机支付的合作博弈, 这两个值在什么情况

下是一致的?

定理 1  对任意 G I GSI N ,有

5m( G) = 5d (G) . ( 9)

证明  不失一般性, 假定 R( N) X 0, 否则

5m(G) = 5d (G) = 0, 不证自明.

首先,对于 G I GSI N 构造一个伴随合作博弈

(N , v) ,其中

v(S) =
0, R( S) = 0;

1/ f S(1) , R( S) X 0.
(10)

记 R I 0(N ) 是 N 的转置,下面用归纳法证明

m
R
(G) = m

R
( v) / v(N ) .

1) 若 R({R(1) }) X 0,则

mR
R( 1) ( G) = AR( 1) (R( {R(1) }) , R(N ) ) =

f N (1) / f {R( 1) } (1) = v( {R(1) }) / v( N ) =

m
R
R( 1) ( v) / v(N ) ;

若 R( {R( 1) }) = 0,则

AR( 1) (0, R(N ) ) = m
R
R( 1) ( v) / v( N ) = 0.

2) 注意到

YR
R( 2) = [1 - AR( 1) (R( {R( 1) }) , R(SR

2) ) ] R(SR
2 ) ,

则对 R(S
R
2) X 0,有

mR
R( 2) (G) = AR( 2) (YR

R( 2) , R(N ) ) =

[1 - f SR
2
(1) / f SR

1
( 1) ] f N (1) / f SR

2
(1) =

[1/ f SR
2
( 1) - 1/ f SR

1
(1) ] f N (1) =

( v( SR
2 ) - v( SR

1) ) / v(N ) = mR
R( 2) ( v) / v( n) ;

若 R(S
R
2 ) = 0, 由 于 m

R
R( 2) ( G) = 0 =

mR
R( 2 ) ( v) / v(N ) ,显然成立.

3) 假设对 i = 2, 3, , , k, k < n,有

YR
R( i) = [ 1- f SR

i
(1) / f SR

i- 1
(1) ] R(SR

k+ 1) ,

且 R( S
R
k+ 1 ) X 0,则

YR
R( k+ 1) =

[1- E
k

i= 1
AR( i) (YR

R( i) , R( SR
k+ 1) ) ]R(S

R
k+ 1) =

[1- AR( 1) ( Y
R
R( 1) , R( S

R
k+ 1) ) -

E
k

i= 2
AR( i) (YR

R( i) , R( SR
k+ 1) ) ]R(S

R
k+ 1 ) =

[1- f SR
k+ 1
(1) / f SR

1
(1) - E

k

i= 2
[1- f SR

i
(1) / f SR

i- 1
(1) ] ,

f SR
k+ 1
( 1) / f SR

i
(1) ]R(S

R
k+ 1) =

[1- f SR
k+ 1 (1) / f SR

1 (1) - E
k

i= 2
[ f SR

k+ 1 ( 1) / f SR
i (1) -

f SR
k+ 1
( 1) / f SR

i- 1
(1) ] ]R( S

R
k+ 1) =

[1- f SR
k+ 1 (1) / f SR

k (1) ]R( S
R
k+ 1) ,

故有

m
R
R( k+ 1) (G) = AR( k+ 1) (Y

R
R( k+ 1) , R( N) ) =

[1 - f SR
k+ 1
(1) / f SR

k
(1) ] f N ( 1) / f SR

k+ 1
(1) =

[1/ f SR
k+ 1
(1) - 1/ f SR

k
(1) ] f N (1) =

( v( S
R
k+ 1) - v( S

R
k) ) / v(N ) =

mR
R( k+ 1) ( v) / v(N ) .

由上述证明过程可知

mR(G) = mR( v) / v( N ) .

类似的,对任意 i I N,可以证明

Ai ( dS (G) , R(N ) ) = dS( v) / v(N ) .

4) 对任意 i I N, 有

5m
i ( G) = [ ( n! )

- 1

E
RI 0( N)

mR
i ( G) ]R( N) =

[ ( n! )
- 1

E
RI 0( N)

m
R
i ( v) / v(N ) ]R( N) =
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<i ( v) / v( N )R(N ) = [ E
SBi I S

d S ( v) / v( N) ]R(N) =

[ E
SBiI S

Ai ( dS (G) , R(N ) ) ]R(N) = 5d
i (G) ,

即 5
m
(G) = 5

d
(G) . t

定理 1说明,在随机支付情形下,若合作博弈的

各方对合作的收益分配具有线性效用函数和相同的

偏好关系,则这两种构造方式得到的解是一致的.

5  结   论

  本文以经典合作博弈 Shapley值的两种不同表

述方式为基础, 构建了基于随机支付的合作博弈模

型,对具有随机支付情形的合作博弈给出了边际值

和转换值,并用一个实例说明在具有随机支付情形

下边际值和转换值不再一致. 最后指出:在随机支付

情形下,若合作博弈的各方对合作的收益分配具有

线性效用函数和相同的偏好关系,则边际值和转换

值是一致的.
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