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摘　要：针对递归最小二乘支持向量机的递归性易导致建模中偏微分方程组求解困难的问题，提出用解析法求解偏

微分方程组，实现了完整的递归最小二乘支持向量机模型．首先分析了各参数的相关性，然后推导出偏微分方程的解

析表达式并求解．仿真实例表明，在动态系统建模中，该模型的性能比常用的串并联模型以及现有不完整递归最小二

乘支持向量机模型的精度更高、性能更好．
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１　引　　言

　　神经网络具有能精确逼近任意非线性函数的特

性，近年来已经成为各个领域系统建模的首选工

具［１４］．但是，由于神经网络存在过拟合以及局部最

优等缺陷［５］，其应用受到了一定的限制．支持向量

机［６］是基于结构误差最小原则建立的，避免了模型

对训练样本的过学习而失去鲁棒性，从根本上克服

了神经网络的弱点，现已成为非线性动态系统建模

的研究热点．

最小二乘支持向量机回归，巧妙地将传统支持

向量机的不等式约束转变成等式约束，使传统支持

向量机的二次规划优化问题变成了非线性方程组的

求解问题，使问题求解更加直观和易于实现［７］．当考

虑对动态系统建模时，动态系统的递归性使得该非

线性方程组的求解十分困难．为此，孙建成等在文献

［７］的基础上，提出了递归最小二乘支持向量机模型

（以下简称孙氏递归模型）［８１０］，但其非线性方程组

求解并没有充分考虑递归性的影响．此外，与递归模

型（亦可称为并联模型）相对的串并联模型，其运算

更加直接简单，在一些领域的动态系统建模中得到

了广泛应用［１１，１２］．因此，研究完全的递归模型，并将

其与串并联模型在动态系统建模中进行性能比较是

值得研究的课题．

本文在最小二乘支持向量机的基础上，采用解

析法成功地解决了递归最小二乘支持向量机建模中

存在的非线性方程组求解问题，提出了完整的递归
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模型（简称本文递归模型），并用仿真实例比较了串

并联模型、孙氏递归模型以及本文递归模型对同一

系统建模的模型精度．实验表明，本文递归模型的精

度最高，在系统存在噪声时优势更为明显．

２　最小二乘支持向量机
　　假定一个非线性系统具有外部激励狌犽 ∈犚，系

统检测输出狔犽∈犚，犽＝１，…，犖，犖为数据样本数．

拟建立如下一个非线性模型来拟合该非线性系统的

动态特性：^狔犽＝狑
Ｔ

φ（狕犽）＋犫，犽＝１，…，犖．其中：狑

和犫为待求解的模型参数，φ（·）为选定的非线性函

数，狕犽 为模型的输入向量，^狔犽 为模型预测输出．对于

串并联模型，模型输入由检测输出和外部激励构成，

即狕犽 ＝ （狔犽－１，…，狔犽－犘，狌犽－１，…，狌犽－犕）．其中：犘为系

统阶数，犕 为输入滞后阶数．对于递归模型，模型输

入由模型预测输出与外部激励构成，即

狕犽 ＝ ［^狔犽－１，…，^狔犽－犘，狌犽－１，…，狌犽－犕］．

模型输入的构成是递归模型与串并联模型最大的区

别，这便导致了模型训练时具有不同的复杂度，以及

模型精度上的差异．

非线性系统建模问题可理解成一个二次最优问

题，即在满足一定约束条件时，对性能指标犑（狑，犫，

犲）求最小，可描述为

ｍｉｎ
狑，犫，犲
犑（狑，犫，犲）＝

１

２
狑Ｔ狑＋

γ
２∑

犖

犽＝１

犲２犽， （１）

其中γ为调节参数．约束条件为

狔^犽 ＝狔犽－犲犽 ＝狑
Ｔ

φ（狕犽）＋犫，

犽＝１，２，…，犖． （２）

建立相应的拉格朗日函数，形式为

犔（狑，犫，犲；犪）＝

犑（狑，犫，犲）＋∑
犖

犻＝１

α犻［狔犻－犲犻－狑
Ｔ

φ（狕犻）－犫］＝

１

２
狑Ｔ狑＋

γ
２∑

犖

犽＝１

犲２犽＋∑
犖

犻＝１

α犻［狔犻－犲犻－狑
Ｔ

φ（狕犻）－犫］，

（３）

其中α犻为拉格朗日系数，犻＝１，…，犖．从而最优化问

题（１）的求解便转化为求解拉格朗日函数最小值问

题．对于串并联模型，根据 ＫＫＴ（ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎ

Ｔｕｃｋｅｒ）条件，可得以下最优化条件：

犔

狑
＝狑－∑

犖

犻＝１

α犻φ（狕犻）＝０，

犔

犫
＝∑

犖

犻＝１

α犻 ＝０，

犔

犲犽
＝γ犲犽－α犽 ＝０，

犔

α犽
＝狔犽－犲犽－狑

Ｔ

φ（狕犻）－犫＝０

烅

烄

烆
，

犽＝１，２，…，犖． （４）

方程组（４）是一个非线性方程组，用

狑＝∑
犖

犻＝１

α犻φ（狕犻）

消去狑，并引入核函数

犓（狕犻·狕犼）＝φ（狕犻）·φ（狕犼），

则原非线性模型狔^犽 ＝狑
Ｔ

φ（狕犽）＋犫便转化为最小二

乘支持向量机

狔^犽 ＝∑
犖

犻＝１

α犻·犓（狕犻，狕犽）＋犫，

其中参数（α，犫）为方程组（４）的解．

３　 递归最小二乘支持向量机
　　 与 串 并 联 模 型 相 对 应 的 是 递 归 模 型．

Ｓｕｙｋｅｎｓ
［７］首先提出了将递归最小二乘支持向量机

用于非线性时序系统建模．根据ＫＫＴ条件，得到优

化问题（１）的最优化条件为

犔

狑
＝狑－∑

犖

犻＝１

α犻φ（狕犻）＝０，

犔

犫
＝∑

犖

犻＝１

α犻 ＝０，

犔

犲犽
＝γ犲犽－α犽－∑

犖

犻＝１

α犻


犲犽
［狑Ｔφ（狕犻）－犫］＝０，

犔

α犽
＝狔犽－犲犽－狑

Ｔ

φ（狕犻）－犫＝０

烅

烄

烆
，

犽＝１，２，…，犖． （５）

对于非线性偏微分方程组（５），由于考虑了递归

的存在，即输入向量由前面犘时刻模型的输出及输

入组成，狕犻 ＝ ［狔犻－１ －犲犻－１，…，狔犻－犘 －犲犻－犘，狌犻－１，…，

狌犻－犕］，使得


犲犽
［狑Ｔφ（狕犻）＋犫］的求解需考虑各变量

狑，犫，狕犻（犻＝１，…，犖）与犲犽（犽＝１，…，犖）的相关性，

不再是０．因此犔／犲犽 ≠γ犲犽－α犽，方程组求解相对

串并联模型更加复杂．在文献［７］中，Ｓｕｙｋｅｎｓ提出

了一个简化情况（γ∞），使得犔／犲犽 的求解在该

条件下被简化，运算复杂度大大降低．但简化的结果

导致模型也具有过拟合的缺陷．孙建成等
［８１０］提出

的递归模型没有考虑递归受犔／犲犽 的影响，保留了

犔／犲犽 ＝γ犲犽－α犽 的结果．为了求解偏微分方程组

（５），本文提出用解析法求解犔／犲犽，有效地解决了

由递归造成的求解困难，使方程组表达清晰，求解方

便．用该方法求得的模型是完整的递归模型，是对现

有的最小二乘支持向量机模型的有利补充．

３１　 变量间的相关性

求解非线性偏微分方程组（５），最关键的是求解

犔／犲犽．根据犔／犲犽 的表达式，首先应判断狑，犫，

狕犻（犻＝１，…，犖）与犲犽（犽＝１，…，犖）的相关性．

４６６１
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因为狑和犫是系统模型的参数，模型结构及参

数在模型运行时是一定的，不会随模型输出的变化

而变化，因此狑和犫与犲犽（犽＝１，…，犖）是无关的，即

狑

犲犽
＝０，犽＝１，…，犖；

犫

犲犽
＝０，犽＝１，…，犖．

不失一般性，假设系统输入滞后阶数犕＝１，由

递归模型的输入向量狕犻（犻＝１，…，犖）的定义狕犻［狔犻－１

－犲犻－１，…，狔犻－犘 －犲犻－犘，狌犻－１］，可得：

１）当犽∈ ［犻－犘，犻－１］，即犻∈［犽＋１，犽＋犘］

时，狕犻（犻＝１，…，犖）与犲犽是相关的，即狕犻／犲犽＝［０，

…，０，－１，０，…，０］，第犻个元素为－１，其余为０；

２）当犻∈ ［１，犽］或犻∈ ［犽＋１＋犘，犖］时，狕犻（犻

＝１，…，犖）与犲犽 是无关的，即狕犻／犲犽 ＝ ［０，…，０，

０，…，０］．

３２　 非线性方程组求解

在了解了变量间的相关性基础上，下面分析偏

微分方程组最难的部分，即犔／犲犽 的求解．由式

（５），狑 可由狑 ＝ ∑
犖

犼＝１

α犼φ（狕犼）代替．引入核函数

犓（狓，狔）＝φ（狓）·φ（狔），则犔／犲犽 的求解如下：

犔

犲犽
＝γ犲犽－α犽－∑

犖

犻＝１

α犻


犲犽
［狑Ｔφ（狕犻）－犫］＝

γ犲犽－α犽－｛∑
犓

犻＝１

α犻


犲犽
［狑Ｔφ（狕犻）－犫］＋

∑
犓＋犘

犻＝犓＋１

α犻


犲犽
［狑Ｔφ（狕犻）－犫］＋

∑
犖

犻＝犓＋１＋犘

α犻


犲犽
［狑Ｔφ（狕犻）－犫］｝＝

γ犲犽－α犽－∑
犘

犻＝１

α犻＋犽


犲犽
［狑Ｔφ（狕犻＋犽）－犫］＝

γ犲犽－α犽－∑
犘

犻＝１

α犻＋犽∑
犖

犼＝１

α犼［φ（狕犼）］
Ｔ 

犲犽
φ（狕犻＋犽）＝

γ犲犽－α犽－∑
犘

犻＝１

α犻＋犽∑
犖

犼＝１

α犼［φ（狕犼）］
Ｔφ（狕犻＋犽）

狕犽＋犻

狕犻＋犽

犲犽
＝

γ犲犽－α犽－

∑
犘

犻＝１

α犻＋犽


狕犽＋犻∑
犖

犼＝１

α犼［φ（狕犼）·φ（狕犻＋犽）］
Ｔ狕犻＋犽

犲犽
＝

γ犲犽－α犽－∑
犘

犻＝１

α犻＋犽∑
犖

犼＝１

α犼


狕犽＋犻
犓（狕犻＋犽，狕犼）

狕犻＋犽

犲犽
．（６）

以ＧａｕｓｓＲＢＦ核函数为例，即

犓（狕犼，狕犻）＝ｅｘｐ（－σ
２
‖狕犼－狕犻‖

２）．

假设犫犽，犻，犼 ＝ｅｘｐ（－σ
２
‖狕犼－狕犻‖

２）·（－２σ
２），则式

（６）转化为

γ犲犽－α犽－

∑
犘

犻＝１

α犻＋犽∑
犖

犼＝１

α犼


狕犽＋犻
犲－

‖狕
犼
－狕犽＋犻

‖
２

σ
２

狕犽＋犻

犲犽
＝

γ犲犽－α犽－

∑
犘

犻＝１

α犻＋犽∑
犖

犼＝１

α犼犫犽，犻，犼（狕犼（犻）－狕犽＋犻（犻））＝

γ犲犽－α犽－

∑
犘

犻＝１

α犻＋犽∑
犖

犼＝１

α犼犫犽，犻，犼［狕犼（犻）－狔
犘
犽 ＋犲犽］． （７）

将式（７）代入偏微分方程组（５），则拉格朗日函

数最小值的最优化条件为

∑
犖

犻＝１

α犻 ＝０，

γ犲犽－α犽－

∑
犘

犻＝１

α犻＋犽∑
犖

犼＝１

α犼犫犽，犻，犼［狕犼（犻）－狔
犘
犽 ＋犲犽］＝０，

狔犽－犲犽－∑
犖

犻＝１

α犻犓（狕犻，狕犽）－犫＝０． （８）

方程组（８）是一个可解的解析式非线性方程

组，其解（α，犲，犫）是构成递归最小二乘支持向量机模

型的参数．最后的递归模型表达式为

狔^犽 ＝∑
犖

犻＝１

α犻·犓（狕犻，狕犽）＋犫，犽＝１，２，…，犖，

其中狕犻＝［狔犻－１－犲犻－１，…，狔犻－犘－犲犻－犘，狌犻－１］．可采用非

线性最小二乘算法求解方程组 （８），如 Ｇａｕｓｓ

Ｎｅｗｔｏｎ法，ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ法．算法的收敛性

在很大程度上取决于初始值（α０，犲０，犫０）的选取．只

有方程组对所有变量的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为非奇异，算

法才收敛［１３］．若Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为奇异，则需重新选

取初始值，然后求解．本文中初始值均为随机选取．

为保证结论的正确性，每一个结果都是在经过数次

初始化的基础上取最优值而得．

３３　 解析法求解递归最小二乘支持向量机的特点

经过解析法的一步步分解，原来复杂的偏微分

方程组便转化为可求解的非线性方程组的求解问

题．用解析法解决递归最小二乘支持向量机建模问

题的特点可归纳如下：

１）对于不同的核函数，其偏微分方程组中

犔／犲犽 的求解有所不同，最终得到的方程组（８）都

有２犖＋１个变量，２犖＋１个方程．

２）因为递归最小二乘支持向量机中的递归导

致了最优化问题（１）不再是一个凸二次寻优问题，

所以解不一定是唯一解．因此，本文递归模型和孙氏

模型都不可避免地存在局部最优．如何获得全局最

优解，目前尚未见成熟技术的报道．本文尝试尽量多

次初始化，并比较模型的性能，以获得最合适的模
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型．与递归模型对应的串并联模型，其解是全局最优

解．

３）最小二乘支持向量机的每一个数据样本都

是支持向量，模型不具备稀疏性，从而导致方程组的

求解非常费时．针对串并联模型，文献［１３］提出了

两种最小二乘支持向量机快速稀疏近似算法，以获

得解的稀疏性．对于递归模型，还鲜有研究成果报

道．由文献［１４］可知，目标函数的梯度求解在神经

网络训练中最耗时．因此，本文对所提出的递归模型

和孙氏模型的方程组，采用解析法代替数值法求解

其一阶导数（梯度），从而有效地缓解了程序运行压

力，运算速度得到了很大提高．

４　 仿真实例及分析
　　 采用一个一阶非线性系统来说明本文方法．该

系统的数学表达式源自文献 ［１５］．仿真实验分两部

分：第１部分验证方法的正确性，将本文递归模型与

串并联模型以及孙氏递归模型分别对该一阶非线性

系统建模，并比较其精确性；第２部分考虑该系统受

到噪声干扰的情况，分别用３个模型对其建模．本实

验中递归最小二乘支持向量机模型的核函数为多项

式核函数，即犓（狓，狔）＝（狓·狔＋１）
狀，参数狀＝２，调

节参数γ＝１，系统阶数犘＝１．模型待定参数α，犫，犲

的初始化值分配服从高斯分布，平均值为０，标准差

为０．０１．串并联模型、孙氏递归模型采用与本文递

归模型相同的参数．非线性方程组的求解通过调用

Ｍａｔｌａｂ软件中的函数‘ｆｓｏｌｖｅ’加以实现，算法采用

ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ法．硬件环境是ＩｎｔｅｌＰｅｎｔｉｕｍＤｕａｌ

Ｅ２１６０处理器，频率１．８ＧＨｚ，Ｍａｔｌａｂ７．０版本．

４１　 无噪声一阶非线性系统建模

一阶非线性系统的数学表达式如下：

狔（犽）＝（１－ 犜
犪＋犫狔（犽－１）

）狔（犽－１）＋

犜
犮＋犱狔（犽－１）

犪＋犫狔（犽－１）
狌（犽－１）． （９）

其中：犪＝－０．１３９，犫＝１．２，犮＝５．６３３，犱＝－０．３２６，

采样周期犜＝０．１ｓ．输入信号狌（犽）为伪随机信号．

以均方差（Ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｓｅｒｒｏｒ）为模型的性能

评价指标，ＴＭＳＥ表示模型对训练样本的均方差，

ＶＭＳＥ表示对检测样本的均方差．图１显示了递归

模型对系统输出的预测曲线以及系统实际输出．可

以看出，模型的预测曲线与实际输出曲线几乎完全

拟合，表明本文提出的建模方法是正确可行的．将学

习样本分别训练串并联模型和孙氏递归模型，模型

的核函数及其参数均与本文递归模型一致，训练结

果如表１所示．由表１可知：串并联模型的精度比递

归模型稍低一些，其主要原因是串并联模型的输入

由前－时刻的测量输出与外部激励组成，而系统输

入则由前－时刻的系统输出与外部激励组成．如果

测量存在误差或外部有噪声干扰，则测量输出不能

准确代表系统行为，因此串并联模型的预测精度较

低．孙氏递归模型的精度最差，其主要原因是在

犔／犲犽 的求解中没有考虑递归的影响，而模型本身

是递归模型，因此该递归模型的递归性是不完整的，

导致了模型不能完全拟合系统的特点．

图１　 递归模型输出信号与原始系统输出比较

表１　 模型性能比较

模型种类 ＴＭＳＥ ＶＭＳＥ

本文递归模型 ０．０１３２ ０．０１３２

孙氏递归模型 ０．０２６６ ０．０２８５

串并联模型 ０．０１５０ ０．０１３８

４２　 有噪声干扰一阶非线性系统

根据文献［１６］，按照噪声对系统干扰的不同形

式，可将噪声分为输出噪声和状态噪声．本文仅考虑

输出噪声的影响，状态噪声将成为后续研究工作的

主要内容．

输出噪声对系统信号的污染体现在系统输出的

测量中含有误差，但系统的输入信号并未受此测量

误差的影响．以一个二阶系统为例，表达如下：

狓（犽）＝φ［狓（犽－１），狓（犽－２），狌（犽－１）］，

狔（犽）＝狓（犽）＋狑（犽）， （１０）

其中狑（犽）为白噪声．从式（１０）可以看出，时刻犽的

输出噪声只对该时刻的系统输出信号有污染，对以

后的输出信号是没有影响的．状态变量狓（犽）代表未

受污染的系统输出．根据文献 ［１７］中对合理模型的

定义，对一个系统建模的目的就是找寻一个模型，使

其输出与系统测量到的输出之间的误差正好与施加

到系统上的噪声在统计意义上等价，这样的模型就

是一个理想的模型．假设施加到该一阶非线性系统

上的输出噪声分布为高斯分布，均值为０，标准差为

０．１，系统参数仍与前一个实验相同．

分别采用本文递归模型、孙氏递归模型和串并

联模型对训练样本进行学习，模型均采用与上一个

实验相同的参数，模型的训练及检验结果如表２所
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示．输出噪声在训练阶段以及检验阶段的标准差精

确值也列入表２．经过比较可以明显看出，串并联模

型和孙氏递归模型的均方差均比实际噪声标准差

大，这表明模型的误差不仅是由噪声引起的，还源于

对系统的不精确建模．本文递归模型在训练阶段和

检验阶段，模型输出与系统输出之间的误差均方差

与噪声标准差几乎一致，说明模型已经正确预测了

系统的输出，完全拟合了系统的动态行为，是理想的

模型．

表２　 模型性能比较

模 　 型
噪声标准差

（训练阶段）

噪声标准差

（检验阶段）
ＴＭＳＥ ＶＭＳＥ

串并联模型 ０．１００８３ ０．１０３３５ ０．１３７８ ０．１５１３

本文递归模型 ０．１００８３ ０．１０３３５ ０．０９８４ ０．１０９０

孙氏递归模型 ０．１００８３ ０．１０３３５ ０．１０９３ ０．１１５４

５　 结 　 　论
　　递归最小二乘支持向量机，最早由Ｓｕｙｋｅｎｓ

［７］

提出并应用于非线性系统建模，尤其是对时间序列

的预测．然而，其中递归性导致的求解偏微分方程组

的困难，使得目前大部分的研究都回避递归的影响，

递归模型并没有得到真正的应用．本文采用解析法

成功地求解出偏微分方程组的解，得到了递归最小

二乘支持向量机模型，并用两个仿真实例比较了本

文的递归模型、串并联模型以及孙氏递归模型在建

模中的性能．实验结果表明，在动态系统建模中，本

文递归模型比现有这些模型的精度高，在噪声环境

中其优势更为明显．在今后的工作中，递归最小二乘

支持向量机的全局最优问题和解的稀疏性问题，值

得进一步研究．
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