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遗传交叉和变异对种群多样性的影响

刘　胜，赵　红

（哈尔滨工程大学 自动化学院，哈尔滨１５０００１）

摘　要：首先，定义了群体的算术交叉扩展子空间、寻优空间和基因位直方图概念，并分析了交叉在解空间的扩展

性．然后，证明了在二进制编码中，交叉不能改变基因层次上的多样性；而在实数编码中，在一定条件下，算术交叉可

改变基因层次上的多样性，但以扩大寻优空间、产生无用解为代价．随后，证明了交叉可改变个体层次上的多样性，而

变异可改变以上两个层次上的多样性．最后，分析了所得结论对遗传算法的改进和应用具有的指导意义，并通过仿

真加以验证．
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１　引　　言
早熟收敛是遗传算法（ＧＡ）中最广受关注的问

题之一，其本质为种群多样性的迅速下降［１，２］．目

前，对基本ＧＡ的主要改进方向之一为提高群体多

样性．交叉和变异是 ＧＡ两个主要的遗传算子，在

ＧＡ进化过程中，势必会对其多样性产生影响．因

此，弄清交叉和变异的搜索性能，以及与种群多样性

的影响关系并加以利用，将对解决ＧＡ早熟收敛有

所裨益．对于常见的单点交叉、双点交叉和一致交叉

算子，已有研究者分别对其搜索性能进行了分析．

Ｓｙｓｗｅｒｄａ等
［３］利用函数优化实验，分析了均匀交叉

算子和单点、双点交叉算子的搜索性能；张军英等［４］

从算子可达性的角度，分析了一致交叉算子、单点交

叉算子的搜索范围；文献［５］分析了交叉和变异对

ＧＡ种群熵和方差的影响；［６］证明了交叉不会改变

种群的多样性测度和方差，而变异会对其有影响；

［７］证明了变异可改变基因位多样性；［８］阐述了交

叉将引起子代与父代的差异．以上研究或基于某一

种多样性定义，或基于某一层次的多样性展开．

本文从ＧＡ微观和宏观两个层次上的多样性出

发，从算数生成空间的角度，以二进制编码和实数编

码的常用交叉算子为例，分析了其在解空间的扩展

能力，并证明了交叉和变异对ＧＡ两个层次多样性

的影响．以算数空间的角度统一了ＧＡ二进制编码

和实数编码中交叉搜索能力的分析方法，从而为利

用改变交叉和变异率大小来改变种群多样性的方法

提供了理论基础．

２　交叉在解空间的扩展性
首先，给出种群多样性的度量方式．纵观现有文

献中关于多样性的定义方式，概括起来主要是从微
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观（基因层次）和宏观（个体层次）两个角度考虑．从

微观角度定义的多样性主要包括：基因内部多样

性［９］、信息熵［１０］等；而从宏观角度定义的多样性主

要有：群体平均海明距离［８］、欧式距离［１１］等．

如前所述，早熟收敛的本质为种群多样性的迅

速下降，而种群多样性是以基因和个体两个层次全

面描述的．以基因为基本单元定义的多样性，描述的

是狆（狆代表群体规模）个个体在狀位的每一位上的

值不同程度的总和，从遗传操作的角度衡量种群的

进化能力；以个体为基本单元定义的多样性，其目的

是度量种群中所有个体分散程度的总和，是衡量种

群中所有个体对整个搜索空间覆盖范围的重要标

志．二者不必然具有一致性，它们的大小可能正好相

反［５］，因此，不能用任何一方来代替另一方．它们是

从结构和空间两个角度全面衡量种群多样性．例如：

在ＧＡ进化初期，要使种群对整个搜索空间有较好

的覆盖程度，以尽快发现最优解存在的区域，在进化

过程中，除了考虑群体对搜索空间的覆盖程度外，还

要重点考虑种群中个体基因位的差异程度，以使群

体有较强的进化能力．因此，在ＧＡ进化的不同时期

全面合理地考虑以上两个层次多样性，对抑制 ＧＡ

早熟收敛有重要意义．

在运用ＧＡ进行寻优之前，通常是将问题的可

行域进行编码，设码长为狀，若采用二值编码形式，

则问题的可行空间（也称为解空间）为犅狀＝｛０，１｝
狀，

即为狀维超立方体的所有顶点，每个顶点狏∈犅
狀 都

是解空间中的一个个体［５］；若采用实值编码形式，则

问题的可行空间为犅狀１＝｛犚｝
狀，即为狀维超立方体内

的所有点，每一点狌∈犅
狀
１ 都是解空间中的一个个

体．

定义１　 设群体为犞＝｛狏犻，犻＝１，２，…，狆｝，称

　犅（犞）＝
（狓１狓２…狓狀）：狓犼 ＝狏１犼，

狆
犻＝１狏犻犼 ＝１；

狓犼∈犅，
狆
犻＝１狏犻犼 ＝１

烅
烄

烆 ；

犼＝１，２，…，狀 （１）

为由犞组成的子空间犅犱，其维数为：犱＝狘
狀
犻＝１狏犻狘，

犅（犞）记作犅（狏１，狏２，…，狏狆）．其中：， 分别表示

同或运算和异或运算．

定义２　 设群体为犝＝｛狌犻，犻＝１，２，…，狆｝，称

　犅１（犝）＝
（狓犻犼）：狓犻犼 ＝狌１犼，狌１犼 ＝

狆
犻＝２狌犻犼；

狓犻犼 ∈α狌狇犼＋（１－α）狌犻犼，狌１犼≠
狆
犻＝２狌犻犼

烅
烄

烆 ；

狇＝１，２，…，犻－１，犻＋１，…，狆，

犼＝１，２，…，狀 （２）

为犝 的交叉扩展子空间犅犚１，其维数犚＝狆－狊，狊＝

狘狌犻狘
狆－１
犻＝１ ＝狌狉狘

狆
狉＝犻＋１狘，α为交叉系数，为某一区间均

匀分布的随机数，犅１（犝）记作犅１（狌１，狌２，…，狌狆）．

定义３（以三维为例）　 设某一遗传寻优问题含

３个决策变量，分别为狓，狔，狕，其取值范围分别为［４，

８］，［５，７］，［５，１０］，称界定范围并除去空间犙的犚３

空间｛犽１［１００］＋犽２［０１０］＋犽３［００１］－犙｝．其中：

犽１ ∈ ［４，８］，犽２ ∈ ［５，７］，犽３ ∈ ［５，１０］为寻优空间，

记为
３；犙为由于寻优空间的不连续性而扣除的空

间．

定理１　设群体犝＝｛狌犻，犻＝１，２，…，狆｝，寻优

空间为
３，则有：１）当α∈［０，１］时，犅１（犝）为

３（设


３连续）的子空间；２）当α的取值分别向区间的左右

延伸时，犅１（犝）将可能不再是
３的子空间，即群体犝

经算术交叉运算后所得解将可能超出寻优空间．

证明 　１）以（狌１，狌２）配对交叉为例进行分析，
根据定义２，有

狓犻犼 ＝狌１犼，狌１犼 ＝狌２犼；

狓犻犼 ∈α狌１犼＋（１－α）狌２犼，狌１犼≠狌２犼
｛ ；

犻＝１，２，犼＝１，２，…，狀．

下面分析狓犻犼 的取值范围：

由以上可知，当狌１犼 ＝狌２犼时，狓犻犼 ＝狌１犼，而狌１犼≠

狌２犼时，令

犳（α）＝α狌１犼＋（１－α）狌２犼 ＝狌２犼＋α（狌１犼－狌２犼），

若狌１犼＞狌２犼，则当α＝１时，犳（α）取最大值为狌１犼，α＝

０时犳（α）取最小值为狌２犼；而狌１犼＜狌２犼时情况相反，

即有犳（α）∈ ［ｍｉｎ（狌１犼，狌２犼），ｍａｘ（狌１犼，狌２犼）］，由定义

３可知犅１（犝）
３．

２）当α的取值分别向区间的左右延伸时，如α

∈［－０．１，１．１］时，情况与１）类似，当狌１犼 ＝狌２犼时，

狓犻犼 ＝狌１犼；若狌１犼＞狌２犼，则当α＝１．１时，犳（α）取最大

值，有犳（α）＝（１．１狌１犼－０．１狌２犼）＞（１．１狌１犼－０．１狌１犼）

＝狌１犼，当α＝０．１时，犳（α）取最小值，犳（α）＝（１．１狌２犼

－０．１狌１犼）＜（１．１狌２犼－０．１狌２犼）＝狌２犼；而当狌１犼＜狌２犼

时情况相反，即犳（α）的范围将可能小于 ｍｉｎ（狌１犼，

狌２犼）或大于ｍａｘ（狌１犼，狌２犼），由定义３可知犅１（犝）将可

能超出
３．□

３　 交叉、变异对犌犃两个层次多样性的影响
对于交叉、变异对ＧＡ两个层次上的多样性如

何发挥作用，有如下定理．

定理２　 交叉通常不能改变基因层次上的多样

性，当以产生无用解、扩大不必要的搜索空间为代价

时，某种交叉可改变基因层次上的多样性．

证明 　１）以二进制编码的单点交叉、一致交叉
为例，设犞 ＝ ｛狏犻犼｝（犻＝１，２，…，狆，犼＝１，２，…，狀），

满足狏犻１＝１．令狆＝４，狀＝５，对犞进行随机配对交

叉，交叉后的个体统一用（狓１狓２狓３狓４狓５）表示．由定

义１可知：犞满足
４
犻＝１狏犻１＝１，则有狓１＝狏１１＝１，即

犅（犞）＝｛（１狓２狓３狓４狓５）｝．文献［９］指出，对犞进行单

点交叉是在犅（犞）的边缘上搜索，而一致交叉是在

６３５１
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犅（犞）的全空间搜索，尽管二者的扩展空间的大小

不同，但其分别为犅（犞）的真子集和子集，均不能超

出犅（犞）的范围．因此，以上５个个体无论如何配对

交叉，所获子代个体的第１个基因位上均为１，而经

交叉无论如何不会变成０．其他各基因位同样如此，

即交叉不会引进新的基因材料，对 犅狉（狏犻，狏犼）＝

犅狀（狏犻，狏犼）－犅
犱（狏犻，狏犼）空间无法搜索．

２）以实数编码的算术交叉为例．由定理１及其

证明过程可知，当α∈ ［０，１］时，有犅１（犝）
３，其

中犅１（犝）为
３ 的子空间．此时，犅１（犝）的范围为由

群体所构成的超立方体的边缘及其内部，不会超出，

如图１所示．本文将其理解为不能带来此超立方体

与
３ 之间的新基因信息．然而，当α的取值分别向

［０，１］区间的左右延伸时，犅１（犝）将可能超出其父

代群体所构成的超立方体的边缘向外延伸，将其理

解为为现有群体带来了新基因信息，但这往往也可

能产生超出寻优空间
３ 的无用解．□

图１　 寻优空间
３ 及交叉扩展子空间犕

定理３　 交叉均能改变个体层次上的多样性；

而变异既能改变基因层次上的多样性又能改变个体

层次上的多样性．

证明 　 个体层次上的多样性描述的是个体在
解空间分散程度的总和．由定理１和定理２的证明

过程可知，交叉将引起个体在一定范围内的转移，产

生不同与父代的个体，即改变了个体层次上的多样

性．然而，变异是以一定的概率使个体中某些基因位

发生突变．因此，对定理２证明１）中的二进制编码

将可能使某个狏犻１ ＝０，并将新的基因引入到个体中

来，从而也能使个体在解空间的位置发生转移．

对于实数编码而言，当α∈ ［０，１］时，也可能由

于某个体在某基因位的突变使其延伸到当前群体所

构成的超立方体边缘之外，达到与α取值超出［０，１］

区间时相同的结果．然而，这种个体在解空间位置的

转移和延伸同样改变了个体层次上的多样性．□

定理４　犅１（犝）带来新基因信息的概率与α向

［０，１］外延伸的大小成正比．

证明 　 当α向［０，１］外延伸越大时，因为其在

区间内是均匀分布的，则α＜０或α＞１概率越大，生

成的犚维空间内两子代个体位于其父代个体空间连

线延长线上的可能性越大，即犅１（犝）超出父代群体

构成的超立方体边缘的概率也越大，即带来新基因

信息的概率越大，但对寻优空间
３ 的扩展也会越

大，无用解越多．□

以上的证明分析过程以及所得结论对于今后

ＧＡ的改进与应用具有一定的指导作用．例如，文献

［９，１０，１２，１３］通过设计模糊控制器（ＦＬＣ）动态调

整交叉和变异率的大小，从而使ＧＡ达到全局收敛．

但它们或通过设计ＦＬＣ来动态改变交叉率大小，以

改变基因层次上多样性，或仅以适应度变化量来指

导交叉和变异率的变化，没有考虑到种群多样性才

是群体进化的动力，因此存在一定的问题．并且ＧＡ

种群多样性是以基因层次和个体层次上的多样性为

全面描述的．因此，在设计此类模糊ＧＡ时，应使用

以上两个层次多样性，在ＧＡ进化的不同阶段对其

有所侧重．例如，在ＧＡ进化初期，应加大交叉率来

增强种群个体层次上的多样性，使种群对整个搜索

空间有较好的覆盖程度，以尽快发现最优解存在的

区域；在进化中期，除了要考虑群体对搜索空间的覆

盖程度外，还要重点考虑加大种群的变异率，使种群

有足够的基因层次上的多样性，保证种群的进化能

力；在进化的后期，应使交叉和变异率都减小，以使

算法能够收敛．有关这方面的进一步设计验证将在

以后的工作中完成．

实数编码ＧＡ用于问题优化时，若算法收敛速

度很慢，则可能是由于通常变异率取的很小，不能有

效地带来收敛所需要的新基因信息．此时，可考虑适

当扩展α的值，使其尽快搜索新的空间来加速算法

收敛．在遗传进化初期也应如此，以带来更多的新基

因信息，使ＧＡ尽快获得包含算法全局收敛的基因，

从而保证算法快速全局收敛．本文将采用这种策略

的ＧＡ称为ＮＧＡ，下面将用实例加以验证．

４　 实验结果与分析
采用二维ＤｅＪｏｎｇ函数进行以下仿真验证：

犳（狓）＝∑
２

犻＝１

狓２犻，－５１２≤狓犻≤５１２，犻＝１，２．

下面定义基因位直方图的概念：设犞 ＝ ｛狏犻犼，犼

＝１，２，…，狀，犻＝１，２，…，狆｝为由狆个个体，每个个

体由狀个二进制数编码，令犿犼＝∑
狆

犻＝１

狏犻犼，则将（犼，犿犼）

绘成的直方图称为基因位直方图，它可用以衡量群

体每个基因位总和的变化．

由于交叉和变异可改变个体层次上的多样性，

比较直观，在此省略对其的验证．
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图２为初始群体与经过１０次交叉后群体的基

因位直方图对比情况；图３为初始群体与经过１０次

变异后群体的基因位直方图对比情况．从两图可以

看出，经交叉后的群体在各个基因位上基因值的总

和不变，而经变异后的群体在各个基因位上基因值

的总和发生了变化，从而说明了二进制编码中交叉

不能带来基因层次的变化，而变异可以．

图２　 初始群体与交叉后群体基因位直方图

图３　 初始群体与变异后群体基因位直方图

图４和图５分别给出了在实数编码的算数交叉

中，分别交叉１０次后，α∈ ［０，１］和α∈ ［－１．２５，

１．２５］时对初始解空间的扩展情况．从图中可以看

出，当α∈ ［０，１］时，算术交叉的结果均没有超出初

始群体所限定的空间，而当α∈ ［－１．２５，１．２５］时，

产生了初始群体限定空间之外的解，即带来新基因

的同时产生了无用解，从而进一步证明了前面的结

论．

表１给出基本ＧＡ（ＳＧＡ）与本文ＮＧＡ分别寻

优Ｓｃｈａｆｆｅｒ函数Ｆ６，重复运行５０次后得到的统计结

果．从中可看出，ＮＧＡ在找到全局最优解概率上优

于ＳＧＡ．

图４　α∈ ［０，１］时算数交叉扩展子空间

图５　α∈ ［－１．２５，１．２５］时算数交叉扩展子空间

表１　犖犌犃和犛犌犃的性能对比

算法 最大运行代数 最小目标均值 陷入极值次数

ＳＧＡ ２００ ０．１２０５ｅ００２ ３０

ＮＧＡ ８０ ７．５３４２ｅ００７ ９

５　 结 　 　论
本文首先从算数生成空间的角度，对常用的二

进制编码的单点交叉、一致交叉和实数编码的算数

交叉在解空间的扩展能力进行了研究，完善了ＧＡ

的数学模型，以算数空间的角度统一了ＧＡ二进制

编码和实数编码中交叉搜索能力的分析方法；然后

分析证明了交叉和变异对ＧＡ两个层次多样性的影

响，并总结了以上研究对今后ＧＡ改进和应用的指

导作用；最后，通过仿真实例进行了验证．
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