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一种基于区间数判断矩阵的加权 AIP群决策方法
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摘　要 : 针对决策过程中区间数更适合表达决策者对候选方案的偏好程度 ,基于区间数判断矩阵 ,综合考虑决策者

个体权重 ,扩展“和积法”,应用“相对熵”的概念 ,提出了一种加权个体方案权重集结的群体决策方法.该方法将中间

结果转化为实数型再进行集结 ,避免了决策者判断信息的丢失.最后 ,通过算例说明了该方法的可行性和有效性.
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Abstract : In decision2making process , interval number can express decision2maker’s individual priorities more

appropriately. Therefore , an aggregation of individual p riorities (AIP) group decision2making method with decision2
makers’weight based on interval judgement matrices is int roduced. In the algorithm , the middle result s are

t ransformed to real number and aggregated , which can avoiding the loss of decision2maker’s judgement . Finally , a

numerical example shows the feasibility and effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　在群决策问题的研究中 ,有时决策者无法直接

给出方案 (或属性)的评分值 (或效用值) ,需要根据

自己的偏好 ,通过进行两两方案 (或属性)的比较来

获得它们的权重 ,其结果可得到偏好信息判断矩阵 ;

然后集结群体成员的偏好以形成群的偏好 ;最后据

此进行方案排序.目前群偏好集结的方法主要有两

类 :一类是个体判断矩阵集结法 (A IJ ) ,先将各决策

者个体偏好信息判断矩阵集结为群体综合偏好信息

判断矩阵 ,再对该综合判断矩阵求对应的方案权重

向量 ;另一类是个体方案权重向量集结法 (A IP) ,先

对各决策者给出的判断矩阵计算对应的方案权重向

量 ,再将所有决策个体的方案权重向量集结为群体

的方案权重向量.

在实际的群决策过程中 ,客观事物的复杂性和

不确定性以及人们思维能力、知识结构和知识水平

的局限性 ,导致人们更喜好用区间数来表达自己对

问题认识和判断的模糊偏好信息. 20世纪 80年代 ,

Saaty等[ 1 ]在层次分析法中引进了不确定型区间判

断的概念 ,在此基础上 ,许多专家学者提出了一些基

于区间数判断矩阵的群决策方法 :文献[ 2 ]利用算子

完成决策者偏好信息的集结 ; [3 ,4 ]分别利用误差传

递理论、集值统计原理 ,将区间数偏好信息转换为确

定性的偏好信息再进行决策 ; [5 ]给出了基于群组满

意度最大的相对熵最优化偏好集结模型 ,以解决群

决策中区间数判断矩阵偏好信息的集结问题 ; [ 6 ,7 ]

也提出了几种群组区间数判断矩阵的集结方法及群

组判断的基本一致性协调方法.在这些基于区间数

判断矩阵的群决策问题研究中 ,应用 A IJ 方法进行

集结的多 ,而应用 A IP原理进行集结的较少.

参与群决策的决策者个人由于其经验、才智、权

力等因素的不同 ,在实际决策过程中将拥有不同的

决策权重 ,因此在集结各决策个体的方案权重向量

时 ,必须考虑决策者个体权重因素.本文基于区间数
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判断矩阵 ,在引入决策者个体权重因素的基础上 ,应

用相对熵集结模型[8 ] ,构造了一种加权 A IP群体决

策的方法.

2　预备知识
　　对于一个基于 A HP 法的群体决策问题 ,设备

选方案集为 X = { x1 , x2 , ⋯, x n} ,第 i方案对第 j 方

案的相对重要性的判断值记为 aij ;有 m个决策人组

成决策群体 D = { d1 , d2 , ⋯, dm } .

定义 1　设 aij = [ aL
ij , aU

ij ] = { aij | 0 < aL
ij ≤aij

≤aU
ij } , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,则称 aij 为一个正闭区间

数.

定义 2[9 ] 　设 a = [ aL , aU ]和 b = [ bL , bU ]为任

意两个正闭区间数 ,根据扩展原理 ,关于区间数的运

算法则如下 :

1) a + b = [ aL + bL , aU + bU ] ;

2) a - b = [ aL - bU , aU - bL ] ;

3) a·b = [ aL ·bL , aU ·bU ] ;

4) a ÷b = [ aL / bU , aU / bL ] ;

5) ka = [ kaL , kaU ] , k为任意实数且 k > 0 ;

6) 1/ a = [1/ aU ,1/ aL ].

定义 3　假设第 k ( k = 1 ,2 , ⋯, m) 个决策者 dk

对 n个备选方案 ( x1 , x2 , ⋯, x n) 进行两两比较 ,给出

判断矩阵 A ( k) = ( aij ( k) ) n×n ,如果对任意的 i , j =

1 ,2 , ⋯, n均有

aij ( k) = [ aL
ij ( k) , aU

ij ( k) ] ,

1/ 9 ≤aL
ij ( k) ≤aU

ij ( k) ≤9 ;

aji ( k) = [1/ aU
ij ( k) , 1/ aL

ij ( k) ] ,

aii ( k) = [1 ,1 ] ,

则 A ( k) 为区间数互反判断矩阵.

定义 4 (区间数大小比较) 　设 a = [ aL , aU ]和

b = [ bL , bU ]为任意两个正闭区间数 ,两个区间数之

间主要有不相交、相交以及包含 3种关系.

1) 两个区间不相交 :

a : b, if aL ≥bU .

2) 两个区间相交 :

a = b, if aU = bU 且 aL = bL ;

a Λ b, if aU ≥bU 且 aL ≥bL ;

a : b, if a : b且 a ≠b.

3) 两个区间包含[10 ] :

P( a ≥b) =

min{max {
aU - bL

( aU - aL ) + ( bU - bL )
,0} ,1} .

则有

a = b, if p ( a ≥b) = 0 . 5 ;

a : b, if 1 ≥ p ( a ≥b) > 0 . 5 ;

a ; b, if 0 . 5 > p ( a ≥b) ≥0 .

该判别标准可作为区间数比较的通式.

定义 5[8 ] 　设 x i ≥0 , y i ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, n且

1 = ∑
n

i = 1
x i ≥∑

n

i = 1
y i ,则称 E( X , Y) = ∑

n

i = 1
x i ln ( x i / y i )

≥0为 X对于 Y的相对熵 ,其主要性质为

∑
n

i = 1

x i ln ( x i / y i )
≥0 ;

= 0 , 当且仅当 x i = y i .

3　决策个体区间数判断矩阵方案权重向量

的计算方法
　　传统 A HP法通过求解判断矩阵的特征向量获

得各方案权重向量.由于高阶多项式不易求解 ,在实

际应用中往往利用判断矩阵的行向量或列向量标准

化方法求得对应判断矩阵的近似方案权重向量 ,但

这些方法往往仅用于确定值判断矩阵的求解.本文

针对区间数判断矩阵 ,考虑评价指标类型的不同 ,使

用“和积法”对标准化方法进行扩展 ,将决策矩阵

A ( k) = ( aij ( k) ) n×n规范化为B ( k) = ( bij ( k) ) n×n ,其

中 bij ( k) = [ bL
ij ( k) , bU

ij ( k) ].具体步骤如下 :

Step1 : 对判断矩阵的每一列元素进行规范化

处理 ,其元素一般项为

bij ( k) =

aij ( k) / ∑
n

i = 1

aij ( k) , 效益型指标 ;

1
aij ( k) / ∑

n

i = 1

1
aij ( k)

, 成本型指标.

(1)

根据定义 2 ,式 (1) 可细化为 :

1) 效益型指标

bL
ij ( k) = aL

ij ( k) / ∑
n

i = 1
aU

ij ( k) ,

bU
ij ( k) = aU

ij ( k) / ∑
n

i = 1
aL

ij ( k) ;

(2)

2) 成本型指标

bL
ij ( k) =

1
aU

ij ( k) / ∑
n

i = 1

1
aL

ij ( k)
,

bU
ij ( k) =

1
aL

ij ( k) / ∑
n

i = 1

1
aU

ij ( k)
.

(3)

Step2 : 将每一列经规范化后的判断矩阵按行

相加为

W ( k) = ∑
n

j = 1

bij ( k) , (4)

其中 k = 1 ,2 , ⋯, m代表各决策者.根据定义 2 , W k

各元素 w i ( k) = [ wL
i ( k) , wU

i ( k) ]的计算可细化为

wL
i ( k) = ∑

n

j = 1
bL

ij ( k) ,

wU
i ( k) = ∑

n

j = 1
bU

ij ( k) .

(5)

Step3 : 对各向量 W k 进行规范化处理 ,其元素
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一般项为

w i ( k) = w i ( k) / ∑
n

i = 1
w i ( k) , (6)

其中 i = 1 ,2 , ⋯, n代表各方案.根据定义 2 ,式 (6)

可细化为

wL
i ( k) = wL

i ( k) / ∑
n

i = 1

wU
i ( k) ,

wU
i ( k) = wU

i ( k) / ∑
n

i = 1
wL

i ( k) .

(7)

在获得各决策者个体的方案权重向量以后 ,可

根据定义 4得到各决策者的排序结果 ,并且容易判

别各决策者的偏好结果是否一致.当各决策者偏好

结果一致时 ,其集结方式很简单 ,可以采取加权算术

平均综合集结法来得到群体关于方案集的最终排序

结果.然而 ,在很多群决策问题中 ,较难得到所有决

策者偏好完全一致的结果 ,此时 ,可采用下面方法予

以处理.

4　决策群体不一致偏好的集结方法
　　文献 [11 ]对区间比较值的不同分布情况进行

研究 ,得出结论“大多数决策者认为区间中点值更满

意”,这与人们的一般认识相符合.依此研究结论 ,同

时为了简化群组偏好集结的计算 ,不妨将各决策者

的方案权重向量中各元素[ wL
i ( k) , wU

i ( k) ] (区间数)

均用中点值 ( wL
i ( k) + wU

i ( k) ) / 2 (实数) 表示.设备

选方案集为 X = { x1 , x2 , ⋯, x n} ,决策人组成决策

群体 D = { d1 , d2 , ⋯, dm } ,集合λ= {λk } , k = 1 ,2 ,

⋯, m是决策者的权重集合 ,λk 对应于第 k个决策人

的权重 ,并满足∑
m

k = 1

λk = 1 .设集结后的最终方案权

重向量为 W GM = ( w GM1 , w GM2 , ⋯, w GMn) T .

由于各决策者之间存在利益或意见冲突 ,要得

出决策结果 ,群体只能寻找妥协或一致.因此 ,寻找

妥协或一致是群体决策的主要目标 ,即极小化群组

决策结果与个人偏好不一致的可能性.依据此决策

目标 ,借助“相对熵”概念 ,群组区间数判断矩阵的

集结可转化为对以下非线性规划模型 P1的求解 :

P1

min z = ∑
m

k = 1

λk [∑
n

i = 1

(ln w GM i - ln w i ( k) ) 3 w GM i ] ;

s. t . ∑
n

i = 1
w 3

GM i
= 1 , w 3

GM i
> 0 . (8)

根据文献[8 ] , P1有全局最优解 W 3
GM = ( w 3

GM1 ,

w 3
GM2 , ⋯, w 3

GMn) T ,其中

w 3
GM i

= ∏
m

k = 1

( w i ( k) )λk / ∑
n

i = 1
∏
m

k = 1

( w i ( k) )λk . (9)

对结果向量 W 3
GM = ( w 3

GM1 , w 3
GM2 , ⋯, w 3

GM n) T 中

w 3
GM i
的大小进行排序 ,所得即为决策方案集 X的最

终排序结果.

5　算 　　例
　　某决策问题有 3个备选方案 X = { x1 , x2 , x3 } ,

有 3个决策者 D = { d1 , d2 , d3 } ,其决策权重分别为λ

= { 0 . 2 ,0 . 5 ,0 . 3} ,3个决策者分别给出的基于效益

型评价指标的区间数互反判断矩阵 A 1 , A 2 , A 3 如

下 :

A 1 =

[1 ,1 ] [2 . 5 ,3 . 5 ] [1 . 5 ,2 . 5 ]

[0 . 29 ,0 . 4 ] [1 ,1 ] [0 . 7 ,0 . 9 ]

[0 . 4 ,0 . 67 ] [1 . 11 ,1 . 43 ] [1 ,1 ]

,

A 2 =

[1 ,1 ] [3 ,4 ] [2 ,3 ]

[0 . 25 ,0 . 33 ] [1 ,1 ] [0 . 6 ,0 . 8 ]

[0 . 33 ,0 . 5 ] [1 . 25 ,1 . 67 ] [1 ,1 ]

,

A 3 =

[1 ,1 ] [3 . 5 ,4 . 5 ] [1 ,2 . 5 ]

[0 . 22 ,0 . 29 ] [1 ,1 ] [2 ,3 ]

[0 . 4 ,1 ] [0 . 33 ,0 . 5 ] [1 ,1 ]

.

　　群决策过程如下 :

Step1 : 通过第 3节所述方法计算 A 1 , A 2 , A 3 对

应的方案权重向量 ,得到

1) W 1 = ( [0 . 321 ,0 . 919 ] , [0 . 120 ,0 . 317 ] ,

[0 . 156 ,0 . 439 ]) T ,对应方案排序结果为 x1 : x3 :
x2 ;

2) W 2 = ( [0 . 376 ,0 . 928 ] , [0 . 110 ,0 . 259 ] ,

[0 . 153 ,0 . 380 ]) T ,对应方案排序结果为 x1 : x3 :
x2 ;

3) W 3 = ( [0 . 274 ,1 . 021 ] , [0 . 133 ,0 . 534 ] ,

[0 . 090 ,0 . 456 ]) T ,对应方案排序结果为 x1 : x2 :
x3 .

显然 ,决策者 d3 得到方案的排序结果与决策者

d1 和 d2 不一致.

Step2 : 取各决策者方案权重向量各元素区间

值的中点值 ,将 W 1 , W 2 , W 3 分别转化为 W′1 , W′2 ,

W′3 如下 :

W′1 = (0 . 620 , 0 . 219 , 0 . 298) T ,

W′2 = (0 . 652 , 0 . 185 , 0 . 267) T ,

W′3 = (0 . 648 , 0 . 334 , 0 . 273) T .

Step3 : 使用式 (9) 对 W′1 , W′2 , W′3 进行集结 ,得

到最终各方案权重向量及排序结果为

W GM = (0 . 637 , 0 . 098 , 0 . 265) T ,

x1 : x3 : x2 .

6　结　　论
　　本文混合“和积法”和区间数运算法则 ,对求解

判断矩阵方案权重向量的标准化方法进行扩展.应

用相对熵集结模型 ,并考虑决策者个体的不同权重
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因素 ,采用 A IP集结原理 ,构造了一种加权 A IP群

体决策的方法.该方法基于区间数判断矩阵 ,在得到

各决策者的个体方案权重向量结果后 ,将中间结果

转化为实数型再进行集结 ,避免了决策者判断信息

的丢失 ,解决了决策群体偏好不一致的问题.
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