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一种基于直觉模糊集相似度的多属性决策方法
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摘　要 : 直觉模糊集 ( IFS)是对模糊集理论的一种扩充 ,能更好地处理模糊概念.首先给出一种新的直觉模糊集相似

度 ;然后提出基于直觉模糊集相似度的多属性决策方法 ;最后通过线性目标规划模型和直觉模糊集相似度 ,得到属性

的最优权重和相应的方案排序.数值实例表明 ,该方法是有效而可行的.
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Abstract : The concept of intuitionistic fuzzy set s ( IFS) is the generalization of the concept of fuzzy set s , which can deal

with vagueness better. Firstly , a new similarity measure is proposed. Then multi2att ribute decision making method

based on the similarity measures of IFS is proposed. The linear goal programming model and the similarity measure of

IFS are const ructed to determine the weight vector of att ributes and then to rank the alternatives. A practical example

shows the feasibility and effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　Zadeh模糊集理论可描述外延不分明的亦此亦

彼的模糊概念. Atanassov 直觉模糊集 ( IFS) [1 ,2 ]增

加了一个新的属性参数———非隶属度函数 ,因而可

描述非此非彼的模糊概念 ,更加细腻地刻画客观世

界的模糊性本质 ,是对 Zadeh 模糊集理论的扩充和

发展.目前 ,关于直觉模糊集的理论研究主要集中在

纯数学领域 ,关于直觉模糊集的应用研究还处于起

始阶段.

　　Szmidt 等讨论了直觉模糊集之间的距离 ,并用

直觉模糊集建立了具有模糊信息的软决策模型 ,提

出直觉模糊核和少数服从多数的群决策方法[327 ] .

Biswas等使用直觉模糊关系的合成方法 ,研究了药

物诊断的决策问题[8 ] .如何应用直觉模糊集研究模

糊多属性或多准则决策是一个值得探讨的问题.关

于这方面的研究成果还比较少.

　　最近 ,Li提出一种应用直觉模糊集研究多属性

决策问题的方法 ,该方法通过直觉指数加权平均最

大化和距离测度 ,得到最优属性权重和方案的排序

结果[9 ] . Li 方法虽然简单 ,但确定的最优权重向量

具有片面性 ,反映的决策信息较少.为此 ,本文提出

一种基于直觉模糊集相似度的多属性决策方法 ,通

过建立线性目标规划模型和直觉模糊集相似度 ,得

到属性的最优权重和相应的方案排序.

2　直觉模糊集的定义和相似度
　　定义 1[1 ] 　设 X = { x1 , x2 , ⋯, x n} 是给定的论

域 ,则 X上的一个直觉模糊集 A 具有下列形式 :

A = {〈x i , tA ( x i ) , f A ( x i )〉| x i ∈ X} , (1)

其中 tA ( x i ) : X →[0 ,1 ]和 f A ( x i ) : X →[0 ,1 ]分别

表示 A的隶属函数 t A ( x i ) 和非隶属函数 f A ( x i ) ,且

对于 A 上的所有 x i ∈ X ,0 ≤ tA ( x i ) + f A ( x i ) ≤1

成立.

πA ( x i ) = 1 - tA ( x i ) - f A ( x i ) (2)

称为 A的直觉指数 ,它是 x i对 A 的犹豫程度的一种
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测度.显然 ,对于每个 x i ∈X ,0 ≤πA ( x i ) ≤1 .对于

X中的每个 Zadeh模糊子集 A ,πA ( x i ) = 1 - tA ( x i )

- [1 - tA ( x i ) ] = 0 .

　　定义 2[10 ] 　已知映射

S : IFS ( X) ×IFS ( X) →[0 ,1 ] , (3)

称 S ( A , B) 为直觉模糊集 A ∈ IFS ( X) 与 B ∈

IFS ( X) 的相似度 ,如果 S ( A , B) 满足下列性质 :

　　1) 0 ≤S ( A , B) ≤1 ;

　　2) 如果 A = B ,则 S ( A , B) = 1 ;

　　3) S ( A , B) = S ( B , A) ;

　　4) 如果 A Α B Α C, A , B , C ∈ IFS ( X) , 则

S ( A , C) ≤S ( A , B) , S ( A , C) ≤S ( B , C) .

　　对于论域 X = { x1 , x2 , ⋯, x n}上的任意两个直

觉模糊集 A = {〈x i , tA ( x i ) , f A ( x i )〉| x i ∈X} 和 B

= {〈x i , tB ( x i ) , f B ( x i )〉| x i ∈ X} ,设

mA ( i) =
1
2

( tA ( x i ) + 1 - f A ( x i ) ) , (4)

mB ( i) =
1
2

( tB ( x i ) + 1 - f B ( x i ) ) . (5)

令
φ1 ( i) = | tA ( x i ) - tB ( x i ) | , (6)

φ2 ( i) = | mA ( x i ) - mB ( x i ) | , (7)

φ3 ( i) = | (1 - f A ( x i ) ) - (1 - f B ( x i ) ) | . (8)

定义

S P
w ( A , B) =

1 -
1

p
n

p

∑
n

i = 1
w i ( 1

3
φ1 ( i) +

1
3
φ2 ( i) +

1
3
φ3 ( i) )

p

.

(9)

其中 : w i ≥0为 x i在论域 X 中的权重 ,且满足∑
n

i = 1
w i

= 1 ;1 ≤ p < + ∞.

　　定理1　式 (9) 所定义的 S P
w ( A , B) 是论域 X =

{ x1 , x2 , ⋯, x n} 上的两个直觉模糊集 A与 B 的相似

度.

　　证明 　S P
w ( A , B) 显然满足定义 2的性质 1) ～

3) .下面证明 S P
w ( A , B) 也满足定义 2的性质 4) .

　　如果 A Α B Α C, 则有 tA ( x i ) ≤ tB ( x i ) ≤

tC ( x i ) , f A ( x i ) ≤ f B ( x i ) ≤ f C ( x i ) .设
φtA C ( i) = | tC ( i) - tA ( i) | ,

φtA B ( i) = | tB ( i) - tA ( i) | ,

φmA C ( i) = | mC ( i) - mA ( i) | ,

φmA B ( i) = | mB ( i) - mA ( i) | ,

φf A C ( i) = | (1 - f C ( i) ) - (1 - f A ( i) ) | ,

φf A B ( i) = | (1 - f B ( i) ) - (1 - f A ( i) ) | .

则有

1
3
φtA B ( i) ≤ 1

3
φtA C ( i) ,

1
3
φmA B ( i) ≤ 1

3
φmA C ( i) ,

1
3
φf A B ( i) ≤ 1

3
φf A C ( i) .

即

1
3
φtA B ( i) +

1
3
φmA B ( i) +

1
3
φf A B ( i) ≤

1
3
φtA C ( i) +

1
3
φmA C ( i) +

1
3
φf A C ( i) . (10)

所以 S P
w ( A , C) ≤S P

w ( A , B) .同理可证 S P
w ( A , C) ≤

S P
w ( B , C) . □

3　基于直觉模糊集相似度的多属性决策

方法
3 . 1　直觉模糊集环境下的多属性决策问题描述

　　考虑具有 n个方案 X = { x1 , x2 , ⋯, x n}和 m个

属性 R = { r1 , r2 , ⋯, rm }的多属性决策问题 ,设 tij和

f ij 分别为方案 x i ∈X相对于属性 r j ∈R关于模糊

概念“极好”的隶属度和非隶属度.直觉指数πij = 1

- tij - f ij越大 ,决策者对于极好的犹豫边际越高.在

决策过程中 ,决策者可通过增加或减少直觉指数来

增加或减少估计值.事实上 ,决策者的估计值可以是

一个闭区间

[ tl
ij , tu

ij ] = [ tij , t ij +πij ] = [ tij ,1 - f ij ].

显然 ,对于所有的方案 x i ∈X和属性 r j ∈R ,有 0 ≤

tl
ij ≤ tu

ij ≤1 .

　　类似地 ,设ρi和τi分别为属性 r j ∈R关于模糊

概念“重要”的隶属度和非隶属度.直觉指数ηi = 1

-ρi -τi越大 ,决策者关于属性 rj ∈R相对重要的犹

豫边际越高.直觉指数可在决策中计算最大或最小

权重.事实上 ,决策者的权重值也可以是一个闭区间

[ w l
i , w u

i ] = [ρi ,ρi +ηi ].

显然 ,对于所有的属性 rj ∈R ,有 0 ≤w l
i ≤w u

i ≤1 .

　　为了找到权重 ,假设∑
m

i = 1
w l

i ≤1 ,∑
m

i = 1
w u

i ≥1 ,使

得 w l
i ≤w i ≤w u

i ,满足∑
m

i = 1
w i = 1 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

3 . 2　直觉模糊环境下最优权重的确定

　　对于每个方案 x i ∈X ,其最优值可由下列规划

模型得到 :

max di = ∑
m

j = 1
z ij w j .

s. t .

t l
ij ≤ z ij ≤ tu

ij , i = 1 ,2 , ⋯, n;

w l
j ≤w j ≤w u

j , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

eT W = 1 .

(11)

　　为了求解模型 (6) ,可通过求解下列两个线性

规划模型 :

　　min dl
i = ∑

m

j = 1
tl

ij w j .

9931
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　　s. t .
w l

j ≤w j ≤w u
j , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

eT W = 1 .
(12)

　　max du
i = ∑

m

j = 1
tu

ij w j .

　　s. t .
w l

j ≤w j ≤w u
j , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

eT W = 1 .
(13)

　　通过求解 L P模型 (12) 和 (13) ,分别得到它们

的最优解 �W j = ( �w j
1 , ⋯, �w j

m ) T 和 Ŵ j = ( ŵ j
1 , ⋯,

ŵ j
m ) T , j = 1 ,2 , ⋯, n.

　　对于 n个方案的决策问题 ,需要求解 2 n个线性

规划模型 ,由模型 (12) 和 (13) 得到的最优权重通常

是不同的 ,即 �W j ≠Ŵ j ,因此所有 n个方案 x j ∈X的

最优值之间不能直接比较.为使模型 (12) 和 (13) 得

到的属性最优权重向量一致 ,从而使所有方案的排

序具有可比性 ,可建立下列多目标规划模型 :

min dl
i = ∑

m

j = 1
tl

ij w j , max du
i = ∑

m

j = 1
tu

ij w j .

s. t .
w l

j ≤w j ≤w u
j , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

eT W = 1 .
(14)

　　为了求解多目标规划问题 (14) ,可将其转化为

下列线性目标规划问题 :

min J = P1 ∑
n

i = 1

(α1 ie
-
i +β1 iê

-
i ) +

　 　　　P2 ∑
n

i = 1

(α2 ie
+
i +β2 iê

-
i ) } .

s. t .

∑
m

j = 1
tl

ij w j + e-
i - e+

i = ∑
m

j = 1
tl

ij w l
j ;

∑
m

j = 1

tu
ij w j + ê-

i - ê+
i = ∑

m

j = 1

tu
ij w u

j ;

e-
i , e+

i , ê-
i , ê+

i ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, n;

w l
j ≤w j ≤w u

j , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

eT W = 1 .

(15)

其中 :e-
i 和 e+

i 分别为目标函数 d l
i低于和高于期望值

∑
m

j = 1
tl

ij w l
j 的下偏差变量和上偏差变量 ,�e-

i 和 �e +
i 分别

为目标函数 d u
i 低于和高于期望值∑

m

j = 1
tu

ij w u
j 的下偏差

变量和上偏差变量 ,α1 i和β1 i分别为 P1 级目标中 e-
i

和�e +
i 的权重系数 ,α2 i和β2 i分别为 P2 级目标中 e+

i 和

�e-
i 的权重系数.

　　可认为所有的目标函数之间是公平竞争的 ,没

有任何偏好关系 ,因此可取α1 i =β1 i =α2 i =β2 i = 1 ,

i = 1 ,2 , ⋯, n.通过分阶段目标规划方法 ,可得到线

性目标规划模型 (15) 的属性最优权重向量 W 0 =

( w0
1 , w0

2 , ⋯, w0
m ) T .

3 . 3　基于直觉模糊集相似度的多属性决策

　　将上述线性目标规划模型 (10) 得到的最优属

性权重向量 W 0 代入式 (9) ,便得到任意两个方案间

的 IFS相似度.为得到最优方案和对方案进行排序 ,

可对所有方案 x i ∈X利用 TOPSIS方法 ,得到每个

方案 x i = ( x i1 , x i2 , ⋯, x im ) 的排序值

ξi =
S P

w ( x ij , G)

S P
w ( x ij , G) + S P

w ( x ij , B)
,

i = 1 ,2 , ⋯, n. (16)

其中

S P
w ( x i , G) =

1 -
1

p
m

p (∑
m

j = 1
w0

j ( 1
3

| t ( x ij ) - 1 | +
1
3

| m ( x ij ) -

1 | +
1
3

| 1 - f ( x ij ) - (1 - 0) | )
p

)
1
2

, (17)

S P
w ( x i , B) =

1 -
1

p
m

p (∑
m

j = 1

w0
j ( 1

3
| t ( x ij ) - 0 | +

1
3

| m ( x ij ) -

0 | +
1
3

| 1 - f ( x ij ) - (1 - 1) | )
p

)
1
2

, (18)

G = {〈g ,1 ,0〉} 是相对于正理想方案的直觉模糊

集 , B = {〈b,0 ,1〉} 是相对于负理想方案的直觉模

糊集 , S P
w ( x ij , G) 和 S P

w ( x ij , B) 分别是方案直觉模糊

集 x i ∈ X与正负理想方案 G和 B 之间的相似度.

　　因此 ,最佳方案值ξk = max{ξi | x i ∈X} .根据
ξi 的大小便可对所有方案进行排序.

4　数值例子
　　为了说明本文方法的有效性 ,下面进一步研究

文献[10 ]中讨论的实例.

　　某顾客想要购买空调 ,有 3个方案 ( x1 , x2 , x3 )

可供选择.考虑的属性 (因素) 集包括价格 ( r1 ) ,功能
( r2 ) 和可靠性 ( r3 ) .使用统计方法 ,可得到方案 x i ∈

X相对于属性 r j ∈R的关于模糊概念极好的隶属度

tij 和非隶属度 f ij .决策者的估计区间值和属性权重

估计区间值如下 :

( [μl
ij ,μu

ij ]) 3×3 =

　　　　r1 　　　　　 r2 　　　　　r3

x1

x2

x3

[0 . 75 ,0 . 90 ] [0 . 60 ,0 . 75 ] [0 . 80 ,0 . 80 ]

[0 . 80 ,0 . 85 ] [0 . 68 ,0 . 80 ] [0 . 45 ,0 . 50 ]

[0 . 40 ,0 . 55 ] [0 . 75 ,0 . 95 ] [0 . 60 ,0 . 70 ]

,

( [ w l
j , w u

j ]) 1×3 =

( [0 . 25 ,0 . 75 ] , [0 . 35 ,0 . 60 ] , [0 . 30 ,0 . 35 ]) .

　　根据线性目标规划模型 (15) ,通过分阶段目标

规划方法求解上述线性目标规划模型 ,可得属性的

最优权重向量 W 0 = (0 . 30 ,0 . 35 ,0 . 35) T .将最优权

重代入式 (16) ,可得相应方案的评估值为 :当 p = 1

时 ,ξ= (ξi ) i = 1 ,2 ,3 = (0 . 553 ,0 . 535 ,0 . 534) ;当 p = 2

0041
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时 ,ξ′= (ξ′i ) i = 1 ,2 ,3 = (0 . 606 ,0 . 568 ,0 . 566) .因此 ,

最优方案为方案 1 ,且方案的排序结果为 x1 : x2 :
x3 .由文献[10 ] 的直觉指数加权平均最大化模型 ,

得到的最优权重向量 W = (0 . 25 ,0 . 40 ,0 . 35) T ,相

应的方案排序结果为 x1 : x3 : x2 .

　　这两种方法所得最优方案排序结果略有差异.

这是因为文献 [10 ] 方法没有充分利用所给的决策

信息 ,如最优化权重模型的可行域比实际模型的可

行域小 ,因此最优解是一个局部最优解 ,而不是全局

最优解.本文的相似度公式也比文献 [10 ]定义的距

离公式更合理.

5　结 　　论
　　本文研究基于直觉模糊集的多属性决策问题 ,

提出一种基于直觉模糊集相似度的多属性决策方

法.在决策过程中 ,每个方案相对于属性关于模糊概

念极好的值都是通过直觉模糊集表示的 ,属性权重

也用直觉模糊集表示 ,这使本文方法比传统模糊集

方法能更好地模拟实际的决策环境 ,从而建立更加

符合现实的决策模型.本文方法也可推广到多人多

属性的群决策问题.
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