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非线性阻尼扭摆振动模型及在转动惯量测量中应用
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　　摘　要：为减小传统扭摆振动数学模型在大尺寸板状物体转动惯量测量中的误差，建立扭摆振动一般形式的非线
性数学模型，利用弱非线性条件下平均值方法将其线性化获得扭摆振动线性化方程。导出转动惯量新的数学表达式并计

算转动惯量，其结果的重复性误差减小、精度提高，实现转动惯量的精确测量。
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　　转动惯量可表征转动物体惯性大小，亦为研究、设
计、控制转动物体运动规律的重要技术参数，广泛应用

于工业生产各领域，因此测定物体的转动惯量具有重

要实际意义。转动惯量大小不仅与刚体质量有关，亦

与转轴位置、质量分布有关。对形状规则、材料密度均

匀的标准件，其转动惯量可据 Ｊ＝∫ｒ２ｄｍ计算，但对形
状不规则、质量分布不均匀物体，计算其转动惯量非常

困难，通常用实验方法测定。测量质量分布不均匀、外

形尺寸较大物体的转动惯量，常用扭摆法。测量过程

为将被测物体置于精密气浮轴承或金属轴承支撑的扭

摆工作台上，施加激励迫使扭摆工作台做自由扭摆振

动，通过数据采集与计算机系统，精确记录扭摆台振动

在各采样时刻的角位移，通过数据分析、处理，计算被

测物体转动惯量。

１　扭摆振动传统模型及转动惯量计算方法

扭摆自由振动数学模型据刚体转动定律建立，其

转动过程中扭摆系统力矩为：① 扭杆在扭转过程中产

生的恢复力矩，在一定形变范围内与系统振动角位移

成正比，即Ｍ１＝－Ｋθ，方向始终指向平衡位置，其中 Ｋ
为扭杆刚度系数，在弹性限度内近似为常数；② 扭摆

系统振动过程中空气阻尼力矩在低速振动中与角速度

成正比，即Ｍ２＝－Ｃ
ｄθ
ｄｔ，其中Ｃ为阻尼系数，为常数，方

向始终与速度方向相反。故扭摆系统振动方程［１－２］为

Ｊｄ
２θ
ｄｔ２
＋Ｃｄθｄｔ＋Ｋθ＝０ （１）

式中：θｔ＝０＝θ０，θ
·

ｔ＝０＝０为初始条件。式（１）为二阶

常系数线性微分方程。将ω２０＝
Ｋ
Ｊ→ω０＝

Ｋ
槡Ｊ

定义为无

阻尼振动固有频率，ζ＝ Ｃ
２槡ＫＪ

定义为系统阻尼比，则原

方程变为

ｄ２θ
ｄｔ２
＋２ζω０

ｄθ
ｄｔ＋ω

２
０θ＝０ （２）



二阶微分方程的特征方程为

ｒ２＋２ζω０ｒ＋ω
２
０ ＝０ （３）

特征根为

ｒ，２ ＝
－２ζω０± ４ζ２ω２０－４ω槡

２
０

２

－ζω０±ω０ ζ２－槡 １ （４）

　　若ζ＜１，即弱阻尼时，ｒ，２ ＝－ζω０±ｉω０ １－ζ槡
２，

微分方程的解为

θ（ｔ）＝Ａｅｘｐ（－ζω０ｔ）ｃｏｓ（ω０ｔ １－ζ槡
２＋φ０）（５）

由扭摆振动初始条件可确定 Ａ，φ０。由式（５）看
出，扭摆振动为一幅度按指数衰减的振荡曲线。通过

实验数据采集、分析可确定其衰减因子，振动周期等参

数可计算扭摆振动系统的转动惯量。设 ωｄ为有阻尼

状态下系统振动频率，则 ωｄ＝ω０ １－ζ槡
２。定义 Ｔｄ，Ｔｎ

分别为有、无阻尼振动周期，则有 Ｔｎ＝Ｔｄ １－ζ槡
２。由

此可推导出转动惯量的计算公式为

Ｊ＝Ｋ
ω２０
＝ Ｋ
（２π）２

Ｔ２０ ＝
Ｋ

（２π）２
Ｔ２ｄ（１－ζ

２） （６）

式中：Ｋ为扭摆系统刚度系数。
利用形状规则、质量分布均匀的标准砝码可计算

对质心轴的转动惯量，标准砝码在扭摆振动平台振动，

对所采数据分析处理可确定标准值并通过测量系统标

定实验获得Ｋ值。因此，对待测物体作扭摆振动的数
据采集分析，用式（６）可算出待测物体某一转轴的转动
惯量。在测量一般回转体时可忽略空气阻尼，认为ζ＝
０，只测量扭摆周期即可求得转动惯量值。在对大尺寸
异形物体进行测量时，阻尼不可忽略情况下可测出扭

摆转动角度随时间变化曲线，据扭摆振幅的衰减规律

可求得阻尼比与周期，进而据公式计算转动惯量。

对大尺寸板状物体转动惯量测量实验结果发现，

改变物体的迎风面积大小，振动阻尼系数改变振动周

期亦改变。按式（６）计算物体转动惯量获得不同结果，
最大相对误差达２％以上，对精密测量无法接受。且与
物体在转轴一定时转动惯量不变的规律相矛盾。本文

由扭摆振动非线性模型一般形式入手，利用弱非线性

条件下平均值方法导出线性化方程，获得新转动惯量

计算式。

２　板状物体扭摆振动非线性模型及线性化
分析

２１　弱非线性自治系统平均法
由精密气浮平台上大尺寸板状物体扭摆振动试验

中采集的数据拟合获得振动曲线看出，大尺寸板状物

体扭摆振动为衰减振荡曲线，属弱非线性振动。因此，

设扭摆振动弱非线性表达式为

Ｊｄ
２θ
ｄｔ２
＋Ｋθ＝εｆ（θ，θ·） （７）

式中：Ｊ为振动系统转动惯量；Ｋ为扭摆钢杆刚度系数，
扭摆角度很小时为常数。

式（７）右端为非线性项，其中ε为反映弱非线性的
无限小量。利用弱非线性微分方程的平均值法求一次

近似解方法［３］的基本思想为将派生系统周期解的振

幅、相位视为随时间缓慢变化的函数，并将振幅、相位

对时间导数在一个周期内取平均值，求出方程的解。

动力学方程描述的弱非线性系统自由振动一般形式为

ｘ··＋ω２０ｘ＝εｆ（ｘ，ｘ
·
） （８）

　　ε＝０时式（８）的解为
ｘ＝ａｃｏｓ（ω０ｔ＋φ０）＝ａｃｏｓφ （９）

式中：φ＝ω０ｔ＋φ０，ａ，φ０为由初始条件确定的常数。
速度表达式为

ｘ· ＝－ａω０ｓｉｎφ （１０）
ε≠０时非线性因素影响使系统响应出现高次谐

波，振动瞬时频率与振幅有关。考虑此影响，通解可

设为

ｘ＝ａｃｏｓφ＋εｘ１（ａ，φ）＋ε
２ｘ２（ａ，φ）＋… （１１）

式中：ｘ１（ａ，φ），ｘ２（ａ，φ），…为φ以２π为周期的函数，
ａ，φ为时间ｔ的函数，其决定方程为

ｄａ
ｄｔ＝εＡ１（ａ）＋ε

２Ａ２（ａ）＋…

ｄφ
ｄｔ＝ω０＋εω１（ａ）＋ε

２ω２（ａ）＋ }… （１２）

　　由于考虑弱非线性系统，且关心周期解，因此非线
性微分方程的解仍具有与式（９）相同形式，仅 ａ，φ０不
再为常数，而为时间的函数。ε充分小时，ａ，φ０为在某
一常数附近缓慢变化的函数，而弱非线性系统解亦可

视为在基本解附近缓慢变化的函数。因此，只要找到

ａ（ｔ），φ０（ｔ）的表达式，即可获得非线性微分方程的解。
为获得描述ａ（ｔ），φ０（ｔ）的方程，将式（９）两边对时

间求导，得：

ｘ· ＝ａ·ｃｏｓφ－ａ（ω０＋φ
·

０）ｓｉｎφ （１３）
　　比较式（１０）、（１３）得：

ａ·ｃｏｓφ－ａφ·０ｓｉｎφ＝０ （１４）

　　将 ｘ·＝－ａω０ｓｉｎφ对时间求导得：

ｘ·· ＝－ａ·ω０ｓｉｎφ－ａω０（ω０＋φ
·

０）ｃｏｓφ （１５）

　　将ｘ·，ｘ··代入微分方程，并化简得：

ａ·ｓｉｎφ＋ａφ·０ｃｏｓφ＝－
ε
ω０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ） （１６）

　　联立式（１４）、（１６）解得：

ａ· ＝－ε
ω０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｓｉｎφ

φ·０ ＝－
ε
ａω０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｃｏｓ

}φ （１７）
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以上推导中未作任何近似处理，因此，式（９）、（１７）
完全等价于式（８）的解。但仍难于求解。故需利用弱
非线性求其近似解。

若ε充分小，则 ａ·（或振幅变化率）及 φ·０或频率修
正项）亦很小，与φ＝ω０ｔ＋φ０或ｘ（ｔ）相比，ａ，φ０随时间
变化较缓慢。可认为在 ｓｉｎφ，ｃｏｓφ变化的一个周期内
ａ，φ０几乎不变。据此，将式（１７）在一个周期内２π／ω０
作平均处理，并认为ａ，φ０为常量。得 ａ

·
，φ·０计算式为

ａ· ＝－ ε
２πω０∫

２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｓｉｎφｄφ

φ·０ ＝－
ε

２πａω０∫
２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｃｏｓφｄ

}φ （１８）

　　若仅求一次近似解，即求ｘ＝ａｃｏｓφ，则

ａ· ＝εＡ１（ａ），
ｄφ
ｄｔ＝ω０＋εω１（ａ） （１９）

　　将式（１８）代入式（１９）得：

ａ· ＝－ ε
２πω０∫

２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｓｉｎφｄφ

ｄφ
ｄｔ＝ω０－

ε
２πａω０∫

２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｃｏｓφｄ

}φ
（２０）

２２　非线性系统等效线性化方法
据第一次近似平均法，可对非线性系统进行等效

线性化处理［４］。考虑扭摆振动非线性微分方程：

θ··＋ω２０θ＝ε
１
Ｔｆ（θ，θ

·
） （２１）

式中：

ω２０ ＝
Ｋ
Ｊ，　ｘθ，　ｘ

·θ·，　ｘ··θ··，

ｆ（ｘ，ｘ·） １Ｊｆ（θ，θ
·
）。

引用非线性微分方程一次近似平均法结论［６］：

ａ· ＝－ ε
２πＪω０∫

２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｓｉｎφｄφ

ｄφ
ｄｔ＝ωｅ ＝ω０－

ε
２πＪａω０∫

２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｃｏｓφｄ











φ

（２２）

　　引入等效阻尼系数λｅ、角频率ωｅ、刚度系数ｋｅ得：

λｅ（ａ）＝
ε
πω０∫

２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａｐ０ｓｉｎφ）ｓｉｎφｄφ

ωｅ（ａ）＝ω０－
ε

２πＪａω０∫
２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａω０ｓｉｎφ）ｃｏｓφｄφ

ｋｅ（ａ）＝ｋ－
ε
πａ∫

２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ，－ａｐ０ｓｉｎφ）ｃｏｓφｄ











φ

（２３）

　　忽略 ω２ｅ（ａ）＝ω
２
０－

ε
πＪａ∫

２π
０ｆ（ａｃｏｓφ，－ａｐ０ｓｉｎφ）

ｃｏｓφｄφ＋０（ε２）二阶小量得：

ω２ｅ ＝
ｋｅ（ａ）
Ｊ ，　ａ· ＝－

λｅ（ａ）ａ
２Ｊ （２４）

　　经线性化获得振动方程为

Ｊｄ
２θ
ｄｔ２
＋λｅ（ａ）

ｄθ
ｄｔ＋ｋｅ（ａ）θ＝０ （２５）

上式表明，第一次近似解中，弱非线性自治系统振

动等价于线性系统。因此，λｅ（ａ），ｋｅ（ａ）分别为等效阻
尼及刚度系数。导出非线性阻尼项［５］为

εｆ（θ，θ·） －｛［ｋｅ（ａ）－ｋ］θ＋λｅ（ａ）θ
·
｝

＝－［τ（ａ）θ＋λｅ（ａ）θ
·
］ （２６）

　　重写扭摆振动方程：

Ｊｄ
２θ
ｄｔ２
＋λｅ（ａ）

ｄθ
ｄｔ＋［ｋ＋τ（ａ）］θ＝０ （２７）

式中：τ（ａ）＝ｋｅ（ａ）－ｋ＝（ω
２
ｅ－ω

２
０）Ｊ，ωｅ＜ω０即等效

阻尼振动周期增大角频率减小时，τ（ａ）为负；反之 τ
（ａ）为正。τ（ａ）为刚度系数的修正量，在平均意义下
与时间无关而随振动状态变化参数，在给定振动状态

下为常数。

弱非线性自治系统线性化后式（２７）的解与传统模
型线性有阻尼自由振动方程的解形式相同。转动惯量

计算公式变为

Ｊ＝
ｋｅ
ω２ｅ
＝ｋ＋τ（ａ）

ω２ｅ
＝Ｊ１＋Ｊ２ （２８）

式中：Ｊ１＝
ｋ
ω２ｅ
在弱非线性自由振动转动惯量计算中与

传统模型转动惯量意义相同；Ｊ２＝
τ（ａ）
ω２ｅ
为在弱非线性

下对转动惯量的修正项。

３　板状物体扭摆振动转动惯量实验数据分析

３１　实验方案及仪器
被测物体为两块相同材料尺寸的均质聚酯矩形纤

维板（８００ｍｍ×６００ｍｍ）。测试仪器为哈尔滨工业大
学精密仪器研究所的ＨＩＴ－１１５型转动惯量测试台。
３２　实验测试条件

（１）气浮平台空气压力６～８ＭＰａ；激光位移传感
器采样频率３１２．５Ｈｚ。

（２）两块阻尼板对称置于测量臂上，阻尼板中心
轴线与转动平台中心轴线距离分别为Ｌ＝１２００ｍｍ，改
变两块阻尼板平面与支撑臂轴线之间角度，从 ０°～
１８０°，每隔１０°测量一组，每组采集５次数据，每次采集
数据点２５０００个。

（３）通过每次采集数据，拟合得出扭摆转动曲线，
求出其周期、衰减因子、阻尼系数，求出转动惯量Ｊ１。

（４）计算板状物体扭摆振动在弱非线性转动惯量
的修正量Ｊ２。

分析实验采集数据发现，板状物体作扭摆振动时，
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若阻尼系数增大，周期变长，角速度减小，故有 Ｊ２＝
［τ（ａ）／ω２ｅ］＜０。

Ｊ２ ＝－（Ｊ１－Ｊ） （２９）
　　由实验数据分析转动惯量 Ｊ１与振动周期、阻尼系
数、阻尼比之关系知，Ｊ１与振动周期线性关系较好，可
由实验数据获得拟合的直线方程 Ｊ１拟合 ＝Ｊ０＋λ（Ｔ－
Ｔ０）。从而得Ｊ２＝－（Ｊ１－Ｊ）＝（Ｊ－Ｊ０）－λ（Ｔ－Ｔ０），
考虑阻尼系数减小趋于０时，周期为 Ｔ０，转动惯量 Ｊ≈
Ｊ０，由此可得弱非线性下转动惯量的修正量Ｊ２。

图１　传统模型与线性化模型扭摆转动
惯量结果对比（第一种方法）

Ｆｉｇ．１Ｃｏｍｐａｒａｓｉｏｎｏｆｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｕｓｉｎｇ
ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｔｏｒｓｉｏｎａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌａｎｄｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ

ｍｏｄｅｌｏｆｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ（Ｆｉｒｓｔｍｅｔｈｏｄ）

图２　传统模型与线性化模型扭摆
转动惯量结果对比（第二种方法）

Ｆｉｇ．２Ｃｏｍｐａｒａｓｉｏｎｏｆｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｕｓｉｎｇ
ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｔｏｒｓｉｏｎａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌａｎｄｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ
ｍｏｄｅｌｏｆｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ（Ｓｅｃｏｎｄｍｅｔｈｏｄ）

分析实验数据知，两阻尼板轴线距气浮平台转动

中心Ｌ＝１２００ｍｍ时，第一种方法为将阻尼板在每一
角度下５组数据计算转动惯量 Ｊ１、振动周期、阻尼系
数、阻尼比，不作平均，即９５组数据分析处理。所得转
动惯量最大绝对误差为０．１４２３３ｋｇ·ｍ２，最大相对误
差为０．０９８％；第二种方法为将阻尼板在同一角度下５
组数据计算转动惯量Ｊ１、振动周期、阻尼系数、阻尼比，
求其平均值即１９组数据分析处理结果，转动惯量最大
绝对误差为０．０５４９９ｋｇ·ｍ２，最大相对误差为０．０３８％。
传统模型与线性化模型转动惯量计算结果对比见图１、

图２。由两图看出，扭摆振动非线性模型线性化后计算
转动惯量结果，可避免传统模型转动惯量随振动状态

变化的矛盾。转动惯量的重复性得到较大提高，转动

惯量测量最大相对误差均小于０．１％；消除系统误差后
非线性模型线性化方法计算转动惯量测量结果，误差

减小较大，精度提高较大，可实现转动惯量精确测量。

４　结　论

（１）大尺寸板状物体扭摆振动时，传统数学模型
的转动惯量计算结果随振动状态变化，与转动惯量规

律矛盾，表明该模型失效。

（２）利用扭摆振动非线性模型一般形式结合弱阻
尼条件运用范德波平均值法，将其线性化后所得新转

动惯量计算公式，不仅可消除传统模型矛盾，且转动惯

量测量结果的重复性得以提高，大大减小相对误差。

消除系统误差后可实现大尺寸板状物体转动惯量的精

确测量。
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