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基于量子叠加态参数估计的机械振动信号降噪方法

陈彦龙，张培林，王怀光
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　　摘　要：提出基于量子叠加态参数估计的机械振动信号降噪方法。考虑双树复小波系数虚、实部关系，建立带自
适应参数的二维概率密度函数模型；研究父－子代小波系数相关性，提出量子叠加态信号与噪声出现概率，并结合贝叶斯
估计理论推导出基于量子叠加态参数估计的自适应收缩函数；分析仿真信号与滚动轴承故障振动信号。结果表明该方法

较传统软硬阈值算法适应性更好，降噪效果显著。
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　　机械状态监测有效方法为振动信号分析，而现场
采集的振动信号会受噪声干扰，直接影响机械设备状

态监测。小波分析在振动信号降噪中得以广泛应用，

通常假设小波分解系数满足高斯分布，但小波压缩特

性使小波系数概率密度分布较高斯分布在零值位置更

尖，并在分布两端呈明显拖尾趋势，故设小波分解系数

满足高斯分布所得结论并不准确。陶新民等［１］用广义

高斯分布分析轴承振动信号多尺度小波分解系数的统

计特征，实现轴承故障诊断。张志刚等［２］据机械振动

信号有效小波系数统计分布进行拉普拉斯建模，对主

减速器中齿轮故障信号进行有效降噪。

小波变换中，双数复小波（ＤＴＣＷＴ）具有近似平移

不变性等性质［３］，信号分析效果更好。本文将用 ＤＴＣ
ＷＴ实现一维机械振动信号的小波变换。而多数研究
均假设信号双树复小波系数的实、虚部独立分布，未考

虑信号虚、实部间关系，若采用二维广义高斯分布及二

维拉普拉斯分布［４］对实、虚部小波系数建模，则参数估

计复杂，需大量数值计算，较难实现。为此，本文基于

二维正态分布提出含可变参数的联合概率密度分布。

并受文献［５］ＱＳＰ基本理论启发，借鉴量子叠加态概
念，对信号进行分析、处理：① 对信号 ＤＴＣＷＴ小波系
数建模，建立含可变参数的联合概率密度分布；② 据

贝叶斯极大后验估计（ＭＡＰ）准则，结合父 －子代小波
系数尺度间相关性，导出基于叠加态参数估计的自适

应收缩函数，实现一维机械振动信号降噪。结果表明，

该方法对机械振动信号降噪性能良好。



１　ＤＴＣＷＴ小波系数联合概率密度

１１　二维概率密度函数
研究信号ＤＴＣＷＴ小波系数分布规律，建立数学模

型，有助于实现信号降噪，由含噪信号中估计出原信

号。对含加性高斯白噪声信号 ｙ（ｔ）进行小波变换，由
小波变换线性性质，有：

Ｙ＝Ｘ＋Ｎ （１）
式中：Ｙ＝Ｙｒ＋ｉＹｉ为含噪信号复小波系数；Ｘ＝Ｘｒ＋ｉＸｉ为
无噪信号复小波系数；Ｎ＝Ｎｒ＋ｉＮｉ为噪声复小波系数。

高斯白噪声经小波变换后仍为同方差的高斯白噪

声。用拉普拉斯函数与广义高斯函数建立小波系数模

型，但直接利用二维拉普拉斯分布及广义高斯函数计

算形式复杂，模型参数估计难以实现，通用性不强。为

提高双树复小波系数分布模型通用性，本文基于二维

正态分布提出带可调参数ｋ的概率密度函数（ＰＤＦ），设
无噪信号小波系数真实概率密度分布为 ｆ０（ｘｒ，ｘｉ），数
学模型为

ｆ（ｘｒ，ｘｉ）＝
１

２πσｒσｉ １－ρ槡
２
ｅｘｐ －１

２（１－ρ２）
（ｘｒ－ｕｒ）

２

σ２[{
ｒ

－

２ρ
（ｘｒ－ｕｒ）（ｘｉ－ｕｉ）

σｒσｉ
＋
（ｘｉ－ｕｉ）

２

σ２ ]
ｉ

ｅ}ｋ （２）

式中：－∞＜ｘｒ＜∞，－∞ ＜ｘｉ＜∞，ｕｒ，ｕｉ分别为 ｘｒ，ｘｉ
均值；σｒ，σｉ分别为 ｘｒ，ｘｉ标准差；ρ为 Ｘｒ，Ｘｉ的相关系
数；Ｋ为可调参数，ｋ＝０时，式（２）为二维正态分布。
１２　边缘概率密度函数

分析联合概率密度函数可获得边缘密度概率密度

函数，即双树复小波系数实、虚部分布规律，为参数估

计提供依据。Ｘｒ边缘概率密度函数为

ｆｘｒ（ｘｒ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘｒ，ｘｉ）ｄｘｉ （３）

由于

－２ρ
（ｘｒ－ｕｒ）（ｘｉ－ｕｉ）

σｒσｉ
＋
（ｘｉ－ｕｉ）

２

σ２ｉ
＝

ｘｉ－ｕｉ
σｉ

－ρ
ｘｒ－ｕｒ
σ( )
ｒ

２

－ρ２
（ｘｒ－ｕｒ）

２

σ２ｒ
（４）

　　于是

ｆｘｒ（ｘｒ）＝
１

２πσｒσｉ １－ρ槡
２
ｅｘｐ（ｘｒ－ｕｒ）

２

σ２ｒ
ｅ[ ]ｋ ×

∫
∞

－∞
ｅｘｐ －１

２（１－ρ２）
ｘｉ－ｕｉ
σｉ

－ρ
ｘｒ－ｕｒ
σ( )
ｒ

[ ]
２

ｄｘｉ （５）

　　令

ｔ＝ １
１－ρ槡

２

ｘｉ－ｕｉ
σｉ

－ρ
ｘｒ－ｕｒ
σ( )
ｒ

（６）

　　则有

ｆｘｒ（ｘｒ）＝
１
２πσｒ

ｅｘｐ－
（ｘｒ－ｕｒ）

２

２σ２ｒ
ｅ[ ]ｋ ×

∫
∞

－∞
ｅｘｐ－ｔ

２( )２ ｄｔ （７）

　　即

ｆｘｒ（ｘｒ）＝
１
２槡πσｒ

ｅｘｐ（ｘｒ－ｕｒ）
２

２σ２ｒ
ｅ[ ]ｋ （８）

　　同理，Ｘｉ的边缘概率密度函数为

ｆｘｉ（ｘｉ）＝
１
２槡πσｉ

ｅｘｐ（ｘｉ－ｕｉ）
２

２σ２ｉ
ｅ[ ]ｋ （９）

１．３　可调参数ｋ确定
由以上推导发现，ｋ为小波系数概率密度函数的关

键参数，其取值关系概率密度函数形状及拟合精度。

据各尺度中双树复小波系数二维概率密度函数与边缘

概率密度函数最小均方差共同确定ｋ值：
　　　　ｋ１ ＝Ｅ［ｆ０（ｘｒ，ｘｉ）－ｆ（ｘｒ，ｘｉ）］

２ （１０）
　　　　ｋ２ ＝Ｅ［ｆ０Ｘｒ（ｘｒ）－ｆＸｒ（ｘｒ）］

２ （１１）

　　　　ｋ３ ＝Ｅ［ｆ０Ｘｉ（ｘｉ）－ｆＸｉ（ｘｉ）］
２ （１２）

　　　　ｋ＝ａｒｇｍｉｎ
ｋ
（ｋ１＋ｋ２＋ｋ３） （１３）

式中：ｆ０（ｘｒ，ｘｉ），ｆ０Ｘｒ（ｘｒ），ｆ０Ｘｉ（ｘｉ）为实际分布；ｆ（ｘｒ，ｘｉ），
ｆＸｒ（ｘｒ），ｆＸｉ（ｘｉ）为曲线拟合分布。

拟合过程中，据双树复小波边缘概率密度函数

ｆＸｒ（ｘｒ），ｆＸｉ（ｘｉ）的ＰＤＦ最大值为Ｐｒ，Ｐｉ求出σｒ，σｉ：

σｒ＝（ ２槡πＰｒ）
－１ （１４）

σｉ＝（ ２槡πＰｉ）
－１ （１５）

　　ｋ的误差精度为０．１时，双树复小波系数分布拟合
精度不够；ｋ的误差精度为０．００１时，分布拟合精度与ｋ
的误差精度０．０１时接近。综合考虑分布拟合精度与
计算速度，设ｋ值的误差精度为０．０１。

２　量子叠加态参数估计模型

２１　量子叠加态
小波系数含有用信号与噪声信号，二者叠加，在不

同系数中，二者相对大小不同，与量子力学中量子叠加

态相似。量子计算中，量子比特有可能状态 ０?，１?，
与经典比特区别在于量子比特状态可落在 ０?，１?之
外，可为状态线性组合，称叠加态［６］，数学形式为

?＝α０?＋β１? （１６）

式中：α，β为一对复数，称量子态概率幅，且满足

α２＋ β２ ＝１ （１７）

２２　贝叶斯ＭＡＰ估计器
贝叶斯理论在小波降噪中得到较好应用。通过贝

叶斯理论，可实现对小波系数收缩，降低噪声。在贝叶

斯统计理论中，最大后验估计（ＭＡＰ）为常用方法。本
文据含噪信号双树复小波系数Ｙ，获得使后验概率密度
函数ＰＸ｜Ｙ取最大值的无噪小波系数 Ｘ。此处以实部边
缘概率密度函数为例：
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Ｘ^ｒＭＡＰ ＝ａｒｇＸｒ
ｍａｘ［ｐＸｒ Ｙｒ（Ｘｒ Ｙｒ）］ （１８）

　　据贝叶斯原理：
ｐＸｒ Ｙｒ（Ｘｒ Ｙｒ）＝ｐＹｒ Ｘｒ（Ｙｒ Ｘｒ）ｐＸ（Ｘｒ）／ｐＹｒ（Ｙｒ） （１９）

设噪声小波系数服从均值为０、标准差为 σｎ、相关
系数ρｎ＝０的高斯分布。据式（５）及噪声模型，式（１９）
可写为

Ｘ^ｒＭＡＰ ＝ａｒｇＸｒ
ｍａｘ［ｐＹｒ Ｘｒ（Ｙｒ Ｘｒ）ｐＸｒ（Ｘｒ）］＝

ａｒｇ
Ｘｒ
ｍａｘ［ｐＮｒ（Ｙｒ－Ｘｒ）ｐＸｒ（Ｘｒ）］＝

ａｒｇ
Ｘｒ
ｍａｘ［ｌｎｐＮｒ（Ｙｒ－Ｘｒ）＋ｌｎｐＸｒ（Ｘｒ）］＝

ａｒｇ
Ｘｒ
ｍａｘ（Ｙｒ－Ｘｒ）

２

２σ２Ｎｒ
＋ｆ（Ｘｒ[ ]） （２０）

式中：ｆ（Ｘｒ）＝ｌｎｐＸｒ（Ｘｒ）。
对式（２０）求Ｘｒ的导数，并令其为０，得：

（Ｙｒ－Ｘｒ）
σ２ｎｒ

＋ｆ′（Ｘｒ）＝０ （２１）

据Ｙｒ与Ｘｒ的边缘概率密度函数，经推导，Ｘｒ的估计
式为

Ｘ^ｒ＝
σ２ｘｒ

σ２ｘｒ＋σ
２
ｎｒｅ
ｋＹｒ＋

σ２ｎｕｘｒｅ
ｋ

σ２ｘｒ＋σ
２
ｎｒｅ
ｋ （２２）

式中：
σ２ｘｒ

σ２ｘｒ＋σ
２
ｎｒｅ
ｋＹｒ＋

σ２ｎｕｘｒｅ
ｋ

σ２ｘｒ＋σ
２
ｎｒｅ
ｋ为收缩因子，其包含使

平均平方估计误差最小的理想滤波器，信号模型可调

参数ｋ＝０、均值为０时：

Ｘ^ｒ＝
σ２ｘｒ

σ２ｘｒ＋σ
２
ｎｒ

Ｙｒ （２３）

２．３　量子叠加态参数估计
基于量子叠加态原理展开分析，给出基于量子叠

加态的参数估计算法，并对式（２２）中关键参数进行估
计。信号、噪声在小波域奇异特性不同，信号突变点处

小波系数幅值明显增大，而噪声小波系数幅值将随尺

度的增加迅速减小［７］。因此可据相邻尺度的小波系数

乘积减少噪声。

对双树复小波系数而言，若父系数模较大，则对应

位置的子系数同样具有较大模值。父 －子代小波系数
模的乘积表达式为

Ｇ２ｊ－１ｓ ＝ Ｙ（ｓ＋１，ｊ） Ｙ（ｓ，２ｊ－１） （２４）

Ｇ２ｊｓ ＝ Ｙ（ｓ＋１，ｊ） Ｙ（ｓ，２ｊ） （２５）

式中：ｓ为父代；ｓ＋１为子代；Ｇ２ｊ－１ｓ ，Ｇ
２ｊ
ｓ为在尺度 ｓ中对

应位置的父代系数模 Ｙ（ｓ，２ｊ－１），Ｙ（ｓ，２ｊ）与当前
子代系数模 Ｙ（ｓ＋１，ｊ）的乘积。

小波系数实质为噪声小波系数与有用信号小波系

数的叠加，与量子力学中量子叠加态相似。受 ＱＳＰ基
本理论启发［８］，据量子叠加态原理，父 －子代小波系数
模的乘积Ｇ２ｊ－１ｓ ，Ｇ

２ｊ
ｓ可表示为噪声小波系数与信号小波

系数的量子态叠加：

Ｃｊｓ?＝ａ０?＋ｂ１? （２６）

式中：ａ，ｂ分别为噪声信号小波系数 ０?与有用信号小
波系数 １?的概率幅，且满足条件 ａ２＋ ｂ２＝１。

将Ｃｊｓ归一化得 ＮＣ
ｊ
ｓ∈［０，１］。物理意义上 ＮＣ

ｊ
ｓ反

映有用信号及噪声信号的出现概率。ＮＣｊｓ值越小表明
对应位置的父子代小波系数相关性较小或能量较小，

该位置出现噪声概率较大；反之，ＮＣｊｓ值越大表明对应
位置的父子代小波系数能量及相关性较大，该位置出

现有用信号的概率较大。本文算法中：

　 Ｃｊｓ?＝ｃｏｓ（ＮＣ
ｊ
ｓπ／２）０?＋ｓｉｎ（ＮＣ

ｊ
ｓπ／２）１?（２７）

式中：ｓｉｎ２（ＮＣｊｓπ／２），ｃｏｓ
２（ＮＣｊｓπ／２）为尺度 ｓ中位置 ｊ

噪声出现概率，ｓｉｎ２（ＮＣｊｓ×π／２）为尺度 ｓ中位置 ｊ信号

出现概率。ＮＣｊｓ＝０，为完全噪声；ＮＣ
ｊ
ｓ＝１为完全有用

信号。

结合有用信号与噪声出现概率，本文提出的当前

位置ｊ量子叠加态噪声方差σ２ｎ表达式为

σ^２ｎ ＝ｍｅｄ（Ｙ／０．６７４５）
２ｃｏｓ２（ＮＣｊｓπ／２） （２８）

当前位置ｊ量子叠加态信号方差σ估计式为

σ^２（ｊ）＝ｍａｘ１
Ｍｊ∑（ｍ∈Ｗｊ） Ｙ（ｓ，ｍ）

２－σ^２ｎ（ｊ），[ ]０×
ｓｉｎ２（ＮＣｊｓπ／２） （２９）

式中：Ｗｊ为以当前系数 Ｙ（ｓ，ｊ）为中心的子窗口；Ｍｊ为
窗口中系数个数。取第 ｓ尺度上邻域窗 Ｗ（ｊ）宽度为
Ｍｓ＝２

ｓ＋１－１。
当前位置ｊ量子叠加态信号期望ｕ估计式为
ｕ（Ｙｊ）＝ｕ（Ｘｊ＋Ｎｊ）＝ｕ（Ｘｊ）＋ｕ（Ｎｊ） （３０）

由于

ｕ（Ｎｊ）＝０ （３１）
故

ｕ（Ｘｊ）＝ｕ（Ｙｊ） （３２）
本文所提基于量子叠加态的小波系数估计方法，

能较好利用小波系数尺度间相关性。将式（２８）、（２９）
代入式（２２）知，对小波系数 Ｙ（ｓ，ｊ），若其量子叠加态
表明有用信号出现概率大，收缩因子自适应变大；反

之，收缩因子自适应变小，该自适应收缩函数有利于噪

声抑制。

３　降噪算法步骤

本文的信号降噪算法步骤为：

（１）利用 ＤＴＣＷＴ实现含噪信号 ｙ（ｔ）的小波
分解；

（２）据各尺度高频小波系数二维概率密度函数及
边缘概率密度函数，拟合确定ｋ值；

（３）据量子叠加态参数估计方法，对 σ２ｎ，σ
２进行
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估计，修正小波系数：利用式（２８）、（２９）分别计算 σ^２ｎ，

σ^２；据式（２２）确定新小波系数；
（４）ＤＴＣＷＴ逆变换获得降噪信号。

４　仿真与实际信号验证

４１　仿真信号
分别采用 ＨｅａｖｉＳｉｎｅ、Ｂｌｏｃｋｓ、Ｂｕｍｐｓ信号［９］验证本

文模型降噪的可行性及有效性。信号长度 ２０４８点。
对３种信号分别加入高斯白噪声，使含噪信号的信噪
比分别为１３ｄＢ，１４ｄＢ，１５ｄＢ，用本文方法降噪，并用５
层分解及重构。对去噪效果，采用信噪比（ＳＮＲ）进行
评价。若在原始信号ｙ（ｔ）中加入不同噪声 ｎ（ｔ），降噪
后所得信号为ｄ（ｔ），单位为ｄＢ，则信噪比定义为

ＳＮＲ＝１０ｌｇ（Ｐｄ／Ｐｎ） （３３）
式中：Ｐｄ为原始信号功率；Ｐｎ为噪声功率。信号噪声由
原始信号ｙ（ｔ）减去降噪信号ｄ（ｔ）获得：

ｐｄ ＝∑ｘ２ｄ
ｐｎ ＝∑［ｙ（ｔ）－ｄ（ｔ）］}２ （３４）

用传统软、硬阈值降噪法进行效果对比，阈值λ为

λ＝ ２ｌｎ（Ｎ槡 ）
ｍｅｄ（Ｗ ）
０．６７４５ （３５）

式中：Ｎ为信号小波系数总数，Ｗ 为最低尺度上小波
系数。

表１为不同算法降噪结果。由表１看出，基于量
子叠加态参数估计的信号降噪模型降噪效果最好，极

大提高了信号的信噪比。表２为不同双树复小波基下
本文降噪方法降噪效果。随小波基变化，仍能取得良

好降噪效果，表明本文方法适用性良好。

表１　不同算法降噪结果
Ｔａｂ．１Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｄｅｎｏｉｓｉｎｇ

算法 ＳＮＲ ＨｅａｖｉＳｉｎｅ Ｂｌｏｃｋｓ Ｂｕｍｐｓ

１３ ２６．９ ２１．５ ２０．７

量子降噪 １４ ２７．７ ２２．２ ２２．６

１５ ２８．５ ２３．０ ２３．７

１３ ２５．５ １９．２ １９．９

硬阈值 １４ ２６．１ １９．７ ２１．１

１５ ２６．５ ２０．８ ２１．８

１３ ２５．３ １５．７ １３．１

软阈值 １４ ２５．８ １６．２ １４．０

１５ ２６．４ １６．８ １４．８

表２　不同双树复小波基降噪结果
Ｔａｂ．２ＲｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＤＴＣＷＴｂａｓｅｆｏｒｄｅｎｏｉｓｉｎｇ

小波基 ＳＮＲ ＨｅａｖｉＳｉｎｅ Ｂｌｏｃｋｓ Ｂｕｍｐｓ

１３ ２６．９ ２１．５ ２０．７

ｎｅａｒ＿ｓｙｍ １４ ２７．７ ２２．２ ２２．６

１５ ２８．５ ２３．０ ２３．７

１３ ２６．７ ２１．３ ２０．７

ａｎｔｏｎｉｎｉ １４ ２７．５ ２１．９ ２１．５

１５ ２８．３ ２２．６ ２２．５

１３ ２５．９ ２１．０ ２０．４

ｌｅｇａｌｌ １４ ２６．６ ２１．７ ２１．１

１５ ２７．３ ２２．５ ２１．９

４２　实际信号
采用某新型机械设备的综合传动装置进行研究，

在轴承内圈加工１×０．２ｍｍ划痕。采集加速度振动信
号，实测转动速度１８３０ｒ／ｍｉｎ，在３档档位上测量，传
感器安装在对应轴承位置箱盖上方。内圈故障理论频

率为１５８Ｈｚ。轴承故障见图１。采样频率１２ｋＨｚ，采样
时间１ｓ。为便于比较，取２０４８点进行分析。故障信
号波形见图２，由频谱中看出，故障频率淹没在噪声频
率中。

图１　机械综合传动装置
Ｆｉｇ．１Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｄｒｉｖｅ

不同降噪方法结果比较见图３～图５，运算时间见
表３。

（１）波形分析。由图形看出，软、硬阈值降噪方法
去除大量噪声的同时也去除有用信号，使降噪后脉冲

周期不准确；而基于量子叠加态的参数估计降噪方法

所得脉冲周期准确，且故障脉冲较软、硬阈值降噪保留

更多，有益故障判断。通过测量，降噪后信号明显存在

间隔６．３ｍｓ冲击，对应于内圈故障频率１５８Ｈｚ，可确
定为滚动轴承内圈出现故障。因此，量子降噪方法使

噪声大部分被消除的同时，较好保留了轴承故障冲击

特征，脉冲波形完整。
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图２　含强噪声故障信号
Ｆｉｇ．２Ｆａｕｌｔｓｉｇｎａｌｗｉｔｈｓｔｒｏｎｇｎｏｉｓｅ

图３　量子降噪消噪结果
Ｆｉｇ．３Ｑｕａｎｔｕｍｄｅｎｏｉｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔ

图４　硬阈值降噪消噪结果
Ｆｉｇ．４Ｈａｒｄｔｈｒｅｓｈｏｌｄｒｅｓｕｌｔ

　　（２）频谱分析。比较降噪后信号频谱，小波阈值降
噪后，１５８Ｈｚ频率突出，但调制频率不准确，不符合轴
承内圈故障频率特点，小波阈值降噪方法未能达到较

好降噪效果；采用基于量子叠加态的参数估计降噪方

法处理后，频谱中１５８Ｈｚ频率突出，且存在明显边带，
转频（３０．５Ｈｚ）及二倍频（６１Ｈｚ）、三倍频（９１．５Ｈｚ）明
显，符合轴承内圈故障频谱特点。

图５　软阈值降噪消噪结果
Ｆｉｇ．５Ｓｏｆｔｔｈｒｅｓｈｏｌｄｒｅｓｕｌｔ

表３　不同算法运算时间

Ｔａｂ．３Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 量子降噪 硬阈值 软阈值

时间 ０．７２６ ０．２５１ ０．２５２

（３）运算效率。据表３，量子降噪时间多于软硬阈
值降噪法，但运算时间仍较短，为快速降噪方法。

５　结　论

（１）基于二维正态分布带可调参数ｋ的概率密度
函数考虑双树复小波系数实、部关系，ｋ值计算过程兼
顾二维概率密度函数与边缘概率密度函数，使该分布

模型自适应更强。

（２）基于量子叠加态的机械振动信号降噪方法，
充分利用ＤＴＣＷＴ的平移不变性及量子降噪模型可捕
获小波系数尺度间相关性特点，可获得较常规小波降

噪方法更高的信噪比，能有效抑制高斯白噪声。

（３）本文所提降噪方法可有效保留轴承冲击信号
特征，据其周期性冲击对应的特征频率，可对轴承故障

进行故障识别，为强背景噪声下机械故障信息提取提

供新途径。
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基于有限元法的管线系统振动特性灵敏度分析能使结

构动力修改更具针对性，且计算精度、效率较高。此可

为有效改善管线系统动力特性提供指导。
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