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　　摘　要：针对含裂纹板的动力学问题，提出了一种耦合裂纹效应的弹性板动力学建模方法。该方法依据变形等效
原则用虚拟外部载荷代替裂纹作用，并通过力学平衡原理建立了耦合裂纹项的弹性板运动方程，且基于 Ｒｉｃｅ和 Ｌｅｖｙ应
力关系式推导出裂纹项表达式；在此基础上，结合Ｇａｌｅｒｋｉｎ法和Ｂｅｒｇｅｒ经验，把含裂纹弹性板振动系统简化成一单自由度
非线性振动模型进行动力学特性分析。通过算例探讨了裂纹尺度、阻尼以及激励力位置对弹性板振动特性的影响。结论

表明，裂纹尺度和板尺寸对振动非线性作用明显，动应力幅值受阻尼与激励力位置的控制。
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　　在航空航天领域，板的应用十分广泛，例如飞机进
气道壁板、机翼下壁板、尾翼根部、发动机罩蒙皮以及

发动机叶片等在一定条件下均可简化为板模型来研

究。因为振动载荷一直贯穿于飞行器的发射、飞行直

至完成使命的全过程，尤其是激励频率与飞行器结构

某共振频率重合或相交时，结构可能萌生疲劳裂纹并

不断扩展，甚至完全断裂，严重影响飞行器的安全可靠

性。据不完全统计，在航空发动机的各类故障中，约有

２０％的故障是由于叶片含裂纹导致的［１］。由于裂纹的

演变，使得含裂纹弹性板的动力学响应出现明显的非

线性，给飞行器结构动力学设计带来很大困难。为此，

研究探讨含裂纹弹性板的动力学行为与裂纹扩展的耦

合效应对保障飞行器的安全可靠性具有重要的意义。

近年来，不少研究人员提出了各种计算弹性板固

有频率的方法，如 Ｌｙｎｎ等［２］、Ｓｔａｈｌ等［３］等把含裂纹板

的频率计算转化成 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ方程特征值的求解，而
Ｍａｒｕｙａｍａ等［４］通过试验研究不同裂纹尺度时板的固

有频率，Ｈｉｒａｎｏ等［５］利用傅里叶变换方法预测弹性板

的固有频率，Ｙｕａｎ等［６］运用 ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ方法计算弹
性板的固有频率，等等。为了探讨含裂纹弹性板的动

力学特性，Ｋｈａｄｅｍ等［７］基于结构裂纹局部柔度理论提

出一种含裂纹板的振动分析方法，Ｉｓｒａｒ等［８］研究了含

裂纹板的建模方法，并探讨了不同边界条件和加载条

件下的振动特性，Ｗｕ等［９］研究了受面内周期载荷激励

下含裂纹板的振动不稳定及其非线性响应特性，Ｋｒａｗｃ
ｚｕｋ等［１０］分析了含裂纹板的波传播及损伤识别问题。

尽管国内外学界和工程界在飞行器结构动力学设



计时考虑了裂纹效应的影响，然而现行的设计方法鲜

有人考虑结构动力学与疲劳裂纹变化之间的耦合效

应，这很可能成为导致飞行器事故屡屡发生的重要原

因。为了对飞行器结构进行精确的动力学设计，其根

本任务在于能否准确地预测含裂纹板的振动行为与裂

纹扩展规律，而解决问题的关键是建立含裂纹弹性板

的动力学分析模型。为此，本文基于增加外部载荷和

增加结构柔度在引起结构弹性变形方面具有等效性，

提出一种耦合裂纹项的弹性板动力学建模方法，并以

此为基础探讨含裂纹弹性板的若干动力学特性。

１　弹性板的动力学方程

一直以来，很多力学家都对弹性板的振动方程进

行了严格的推导，但是这些推导并未考虑裂纹损伤对

板振动特性的影响，导致经典的板振动方程难以应用

于含裂纹板的振动与疲劳分析。于是不少研究者分析

平板振动及其裂纹扩展特性时，常把裂纹作为自由边

界来求解［９］。然而，振动环境下的结构裂纹可能伴随

着振动激励发生扩展，尤其是共振状态时裂纹扩展非

常迅速。如此条件下，若依然采用以上求解方法就非

常困难。针对该问题，笔者认为考虑裂纹影响的最优

策略则是把裂纹对弹性板振动的作用耦合到运动方

程中。

１１　建模策略
弹性板在振动载荷的循环激励下，其内部可能萌

生裂纹并逐步扩展，而由此引起的结构柔度增加使得

板在外部载荷不变的情况下，其弹性变形也会逐渐变

大；同理，如果在受力平衡的弹性板的两侧逐渐增大外

部载荷，即使不考虑裂纹所引起的结构柔度变化，弹性

板的几何变形也会相应地增大。基于弹性变形等效原

则，推导弹性板振动分析模型时可近似采用一个虚拟

外部载荷来代替裂纹效应对变形的作用。

在理论推导之前，假定板的材料完全弹性、均质、

各向同性；板的厚度均匀，远小于其长度和宽度；板的

应变分量足够小，满足胡克定律；板的横向正应力分量

相对其它方向应力分量很小，在应力应变关系中忽略

不计；忽略剪切变形，且截面满足平面假设；忽略转动

惯量、剪切力的影响。

考虑一具任意方向表面裂纹的弹性平板，依据变

形等效原则，引进裂纹项ｎｘ、ｎｙ、Ｍｘ和Ｍｙ。其中ｎｘ和ｎｙ
分别是因裂纹引起局部柔度增大而形成的沿 ｘ和 ｙ方
向单位长度附加面力，而Ｍｘ和 Ｍｙ是因裂纹引起的沿 ｘ
和ｙ方向单位长度附加弯矩［１１］。在力学平衡原理和变

形等效的基础上，可推出含裂纹板的运动方程：

ρｈ
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２ｗ
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Ｄ＝Ｅｈ３／（１２（１－ν２））
式中：ｗ为横向位移，ｔ为时间，ρ为材料密度，Ｅ为杨氏
弹性模量，ν为泊松比，ｈ为板厚，Ｄ为弯曲刚度，Ｐｚ为
单位面积加载，ｎｘ、ｎｙ、ｎｘｙ分别为单位长度的面力或薄
膜力。

１２　裂纹项表达式
文献［１２］得到了含表面裂纹板裂纹处的名义拉应

力、弯曲应力与远离裂纹处的名义拉应力、弯曲应力间

的关系式。通过内部应力与外部载荷的联系，并考虑

裂纹疲劳扩展对结构刚度的逐渐弱化作用，可近似建

立裂纹项表达式。假设表面裂纹与 ｘ轴平行，且只加
载面力 ｎｘ，振动方程简化后仅剩裂纹条件 ｎｙ和 Ｍｙ两
项，其表达式为：

ｎｙ ＝
－（１＋γαｂｂ）Ｎ∞ ＋６ηαｔｂＭ∞／ｈ
（１＋ηαｔｔ）（１＋γαｂｂ）－ηγ（αｔｂ）

２ （２）

Ｍｙ ＝
γαｔｂｈＮ∞／６－（１＋ηαｔｔ）Ｍ∞

（１＋ηαｔｔ）（１＋γαｂｂ）－ηγ（αｔｂ）
２ （３）

γ＝３（３＋ν）（１－ν）ｈ２ａ

η＝（１－ν
２）ｈ

２ａ
式中：Ｎ∞、Ｍ∞分别是ｙ＝０处沿ｙ方向单位长度的拉力
和弯矩，αｂｂ、αｔｔ、αｔｂ分别是无量纲弯曲柔度、拉伸柔度和
拉弯耦合柔度，ａ为裂纹半宽。

将裂纹项代入运动方程，以 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ薄板内力条
件［１３］近似代替Ｍ∞，整理得：

ρｈ
２ｗ
ｔ２
＋Ｄ４ｗ－ｎｘ

２ｗ
ｘ２
－φＤ 

４ｗ
ｙ４
＋ν 

４ｗ
ｘ２ｙ( )２ ＋

Ｎ∞
２ｗ
ｙ２
＋λＤ ２ｗ

ｙ( )２ ２

＋ν
２ｗ
ｘ２
２ｗ
ｙ( )２ ＝Ｐｚ （４）

＝
１＋γαｂｂ

（１＋ηαｔｔ）（１＋γαｂｂ）－ηγ（αｔｂ）
２

λ＝
６ηαｔｂ

ｈ（（１＋ηαｔｔ）（１＋γαｂｂ）－ηγ（αｔｂ）
２）

φ＝＝
１＋ηαｔｔ

（１＋ηαｔｔ）（１＋γαｂｂ）－ηγ（αｔｂ）
２

２　弹性板动力学分析

对多数机械结构而言，线性振动模型已经足够满

足需求，但结构内部存在裂纹或受到面内外部载荷时，

继续使用线性模型可能不恰当。因为疲劳裂纹的引
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入，容易导致振动非线性，使结构振动响应变得无法预

测。考虑到弹性板振动时，转动惯量和剪切变形对高

阶模态的影响比对低阶模态的影响更为明显，所以下

面分析只考虑第一阶模态对振动的贡献。假设板振动

响应采用级数形式解［１３］，通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法可把含裂纹
弹性板动力学系统简化成如下单自由度模型：

Ａｍｎρｈψ
··

ｍｎＸｍＹｎ－Ａｍｎψｍｎ（ｎｘＸ″ｍＹｎ－Ｎ∞ＸｍＹ″ｎ）＋
ＤλＡ２ｍｎ（ψ

２
ｍｎＸ

２
ｍ（Ｙ″ｎ）

２＋νψ２ｍｎＸｍＹｎＸ″ｍＹ″ｎ）＋
ＤＡｍｎψｍｎ（ＹｎＸ

（４）
ｍ ＋２Ｘ″ｍＹ″ｎ＋ＸｍＹ

（４）
ｎ ）－

ＤφＡｍｎψｍｎ（ＸｍＹ
（４）
ｎ ＋νＸ″ｍＹ″ｎ）＝

Ｐ０（ｔ）δ（ｘ－ｘ０）δ（ｙ－ｙ０） （５）
式中：Ａｍｎ为任意幅值；Ｘｍ和 Ｙｎ为弹性板的振型函数；
ψｍｎ是与时间有关的模态坐标；Ｐ０为作用在板上的集中
力；坐标（ｘ０，ｙ０）为集中力的作用位置；δ表示 Ｄｉｒａｃ
函数。

利用Ｂｅｒｇｅｒ的研究，以板中面应变表达式第二项
不变量引起的应变能推导出 ｘ和 ｙ方向单位长度上的
面力ｎｘ和Ｎ∞的表达式

［１４］。把 ｎｘ、Ｎ∞代入式（５）并通
过Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法沿整个板面积分可得含平方和立方非
线性项的动力学模型。进一步假设板受到外部力

Ｐ０（ｔ）＝ｐｃｏｓΩｍｎｔ和线性阻尼作用，得到含平方和立方
非线性项的振动模型：

ψ··ｍｎ＋μψ
·

ｍｎ＋ω
２
ｍｎψｍｎ＋αｍｎψ

２
ｍｎ＋βｍｎψ

３
ｍｎ ＝

χｍｎｐ
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式中：μ是阻尼系数，ωｍｎ是弹性板固有频率，αｍｎ和 βｍｎ
是平方和立方非线性项系数，ｐ是外部激励力幅值，Ωｍｎ
是外部激励力频率。

通过多尺度法［１５］求解方程（６）得到含裂纹弹性板
的频响特性，其特性方程如下：

σｍｎ ＝
９βｍｎω

２
ｍｎ－１０α

２
ｍｎ

２４ω３ｍｎ
α２±

χ２ｍｎ
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２Ｄ２
ｐ２－μ

槡
２ （７）

式中：σｍｎ是调谐参数，它是激励频率和共振频率接近
程度的描述，α是响应幅值。

假设裂纹只沿 ｘ方向径直扩展，忽略其它方向动
应力对裂纹疲劳扩展的影响，可得到裂纹顶端表面位

置ｙ方向动应力σｙ的近似计算式

σｙ ＝
Ｅｈ

２（１－ν２）
２ｗ
ｙ２
＋ν

２ｗ
ｘ( )２ （８）

３　算　例

考虑图１所示含裂纹铝板，通过上述理论分析可
探讨裂纹效应对结构振动特性的影响。假定板的四边

简支，尺寸为长ｌ１、宽ｌ２、厚ｈ，ｌ１、ｌ２ｈ，在弹性板中央有
一宽为２ａ的裂纹，裂纹方向与 ｘ轴平行。分析时，用
无损弹性板的振型函数近似代替含裂纹板的振型

函数［１６］

Ｘｍ ＝∑
∞

ｍ＝１
ｓｉｎｍπｘ

ｌ( )
１
，　Ｙｎ ＝∑

∞

ｎ＝１
ｓｉｎｍπｙ

ｌ( )
２

图１　含裂纹弹性板模型
Ｆｉｇ．１Ｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｃｒａｃｋｅｄｐｌａｔｅ

１．ｌ１＝１ｍ、ｌ２＝１，２．ｌ１＝０．５、ｌ２＝１ｍ，３．ｌ１＝１ｍ、

ｌ２＝０．５ｍ，４．ｌ１＝０．５ｍ、ｌ２＝０．５ｍ

— 本文计算结果，○、△、□、文献［８］的结果
图２　本文结果与文献结果的比较

Ｆｉｇ．２Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｖｓ．ｒｅｓｕｌｔｓｉｎｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ

计算时，相对裂纹深度 ξ取０．６，对应局部柔度系
数αｔｔ＝３．５５３、αｂｂ＝１．０７９、αｔｂ＝１．９３２

［１７］。铝合金弹性

模量Ｅ＝７０．３ＧＰａ、密度 ρ＝２６６０ｋｇ／ｍ３、泊松比 ｖ＝
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０．３３［１１］。通过本文模型得到了裂纹板的第一阶固有频
率，并与文献［８］比较，见图２。分析发现两者基本吻
合，表明模型具有一定的可行性。

在板坐标（０．３７５，０．３７５）处施加１０牛顿的交变载
荷，并考虑线性阻尼 μ＝γωｍｎ的作用，γ是弹性板模态
阻尼因子。计算表明，弹性板的振动呈明显的非线

性，板尺寸和裂纹尺度对振动非线性有较强的影响，如

图３、４所示。在同裂纹情况下，长宽相等时，随着板尺
寸的增大振动非线性减弱；板长大于板宽时，非线性特

征呈弹簧渐硬特性；反之非线性特征呈弹簧渐软特性。

长宽比确定时，随着裂纹尺度的不断增大，振动非线

性逐渐增强。当裂纹尺度非常小（如 ０．００００１ｍ），
裂纹所引起的非线性特征不是很明显，近似于线性

问题。

裂纹顶端表面的动应力幅值是驱动裂纹疲劳扩展

的主要因素，它受到激励力位置以及阻尼大小的控制，

如图５、６所示。激励力位置距离边界位置越远，动应
力幅值越大。随着板受到阻尼值的不断增大，裂纹顶

端的动应力幅值急剧下降，阻尼对响应幅值具有明显

的抑制。

１．ｌ１＝１ｍ、ｌ２＝０．５ｍ，２．ｌ１＝２ｍ、ｌ２＝１ｍ，
３．ｌ１＝２ｍ、ｌ２＝２ｍ，４．ｌ１＝１ｍ、ｌ２＝１ｍ
５．ｌ１＝０．５ｍ、ｌ２＝０．５ｍ，６．ｌ１＝１ｍ、
ｌ２＝２ｍ，７．ｌ１＝０．５ｍ、ｌ２＝１ｍ
图３　弹性板尺寸对非线性振动
的影响（ａ＝０．０１ｍ、γ＝０．０００１）
Ｆｉｇ．３ＡｓｐｅｃｔＲａｔｉｏｖｓ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ（ａ＝０．０１ｍ、γ＝０．０００１）

１．ａ＝０．０１ｍ，２．ａ＝０．００１ｍ，
３．ａ＝０．０００１ｍ，４．ａ＝０．００００１ｍ
图４　裂纹尺度对非线性振动

的影响（ｌ１＝１ｍ、ｌ２＝０．５ｍ、γ＝０．０００１）

Ｆｉｇ．４ＣｒａｃｋＳｉｚｅｖｓ．
ＮｏｎｌｉｎｅａｒＶｉｂｒａｔｉｏｎ

（ｌ１＝１ｍ、ｌ２＝０．５ｍ、γ＝０．０００１）

１．（ｘ０＝０．５ｍ，ｙ０＝０．５ｍ），
２．（ｘ０＝０．３７５ｍ，ｙ０＝０．５ｍ），
３．（ｘ０＝０．３７５ｍ，ｙ０＝０．３７５ｍ），
４．（ｘ０＝０．７５ｍ，ｙ０＝０．７５ｍ）
图５　激励点位置对动应力幅值

的影响（ｌ１＝１ｍ、ｌ２＝１ｍ、γ＝０．０００１）
Ｆｉｇ．５ＬｏａｄｉｎｇＰｏｉｎｔｖｓ．Ｄｙｎａｍｉｃ

Ｓｔｒｅｓｓ（ｌ１＝１ｍ、ｌ２＝１ｍ、γ＝０．０００１）

１．γ＝０．００１，２．γ＝０．００３，３．γ＝０．００５，４．γ＝０．００７
图６　阻尼对动应力幅值的影响（ｌ１＝１ｍ、

ｌ２＝１ｍ、（ｘ０＝０．３７５ｍ，ｙ０＝０．３７５ｍ））

Ｆｉｇ．６Ｄａｍｐｉｎｇｖｓ．ＤｙｎａｍｉｃＳｔｒｅｓｓ（ｌ１＝１ｍ、ｌ２＝１ｍ、

（ｘ０＝０．３７５ｍ，ｙ０＝０．３７５ｍ））

４　结　论

（１）基于变形等效原则，以虚拟的外部载荷近似
代替裂纹，通过力学平衡原理推导了含裂纹弹性板的

动力学方程，在此基础上，结合 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法和 Ｂｅｒｇｅｒ经
验把含裂纹弹性板振动系统简化成单自由度非线性振

动模型。

（２）以四边简支含裂纹板为对象，探讨了弹性板
尺寸、裂纹尺度、阻尼以及激励力位置对振动非线性特

性和动应力幅值的影响。

（３）结论表明，耦合裂纹项的弹性板动力学模型
考虑了振动行为与裂纹扩展的耦合效应，为板结构动

力学设计提供了理论工具。
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