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机动飞行时直升机尾传动轴的横向振动建模与特性
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（南京航空航天大学 江苏省精密与微细制造技术重点实验室，南京　２１００１６）

　　摘　要：提出了直升机空间机动飞行及尾传动轴运动位姿的一种描述方法，建立了相关坐标系。基于扩展哈密顿
原理，建立了直升机空间机动飞行下尾斜轴横向弯曲振动的动力学模型，并利用伽辽金法将偏微分方程转化为常微分方

程。水平传动轴可以当作尾斜轴的一种特例，通过一坐标变换矩阵即可将尾斜轴的动力学方程变换为水平传动轴的动力

学方程。分析了直升机空间机动飞行对尾传动轴横向弯曲振动特性的影响。结果表明：直升机的机动飞行会对尾传动轴

的横向弯曲振动产生附加的刚度效应、阻尼效应和激励效应，使得传动轴轨迹中心的位置和运动轨道的大小发生改变。

关键词：机动飞行；直升机；尾传动；轴；横向振动；建模；刚度；阻尼

中图分类号：ＴＨ１１３．２；ＴＨ１１３．１　　　文献标志码：Ａ ＤＯＩ：１０．１３４６５／ｊ．ｃｎｋｉ．ｊｖｓ．２０１４．０７．０３６

Ｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｂｅｎｄｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｆｏｒｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｔａｉｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔｄｕｒｉｎｇｍａｎｅｕｖｅｒｆｌｉｇｈｔ
ＮＩＤｅ，ＺＨＵＲｕｐｅｎｇ，ＪＩＮＧｕａｎｇｈｕ，ＬＩＦａｊｉａ

（ＪｉａｎｇｓｕＰｒｏｖｉｎｃｉａｌＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎａｎｄＭｉｃｒｏＭａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００１６，Ｃｈｉｎａ）

　　Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ａｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｐａｔｉａｌｍｏｔｉｏｎｓｏｆｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｍａｎｅｕｖｅｒｆｌｉｇｈｔａｎｄｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｔａｉｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔｗａｓ
ｐｒｏｐｏｓｅｄａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｗｅｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ａｌａｔｅｒａｌｂｅｎｄｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ
ｏｂｌｉｑｕｅｔａｉｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔｄｕｒｉｎｇｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇｆｌｉｇｈｔｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｅｘｔｅｎｄｅｄＨａｍｉｌｔｏｎｓｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，ａｎｄｔｈｅ
ｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｅｒｅｃｏｎｖｅｒｔｅｄｉｎｔｏｔｈｅｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｏｎｅｓｂｙｕｓｉｎｇＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ．Ａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｓｈａｆｔ
ｃｏｕｌｄｂｅｒｅｇａｒｄｅｄａｓａｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｏｆａｎｏｂｌｉｑｕｅｔａｉｌｓｈａｆｔ，ａｎｄｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｏｂｌｉｑｕｅｔａｉｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔｃｏｕｌｄ
ｂｅｃｏｎｖｅｒｔｅｄｉｎｔｏｔｈｏｓｅｏｆａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔｂｙｕｓｉｎｇａｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｍａｔｒｉｘ．Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆｓｐａｔｉａｌ
ｍａｎｅｕｖｅｒｆｌｉｇｈｔｏｎｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｔａｉｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔｗｅｒｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄｗｉｔｈｔｈｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｏｆｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｍｏｄｅｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｓｔｕｄｙｒｅｓｕｌｔｓｒｅｖｅａｌｅｄｔｈａｔｔｈｅｓｐａｔｉａｌｍａｎｅｕｖｅｒｆｌｉｇｈｔｏｆａｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｃａｎｐｒｏｄｕｃｅ
ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｆｆｅｃｔ，ｄａｍｐｉｎｇｅｆｆｅｃｔａｎｄｅｘｔｅｒｎａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｏｒｃｅｅｆｆｅｃｔｏｎｔｈｅｂｅｎｄｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｔａｉｌ
ｄｒｉｖｅｓｈｏｆｔ，ｔｈｅｙｍａｙｃｈａｎｇｅｔｈｅｃｅｎｔｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｓｉｚｅｏｆｔｈｅｍｏｔｉｏｎｏｒｂｉｔｏｆｔｈｅｔａｉｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｍａｎｅｕｖｅｒｆｌｉｇｈｔ；ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ；ｔａｉｌｄｒｉｖｅ；ｓｈａｆｔ；ｂｅｎｄｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎ；ｍｏｄｅｌｉｎｇ；ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ；ｄａｍｐｉｎｇ

　　由于直升机常常做非匀速的空间机动飞行运动，
直升机的传动轴工作在一个非惯性系下，其动力学特

性与惯性坐标系下的传动轴会有很大的区别。飞机的

机动飞行会在转子系统上作用附加载荷，影响转子的

正常工作［１，２］。直升机尾传动轴系构成直升机最长的

传动链，负责向尾旋翼传递动力，其工作状态直接影响

直升机的性能。直升机机动飞行引起的附加载荷，更

容易造成传动轴的破坏。因此，有必要研究机动飞行

下直升机尾传动轴的动力学特性。

林富生等［３－５］研究了飞机在水平或垂直平面作等

加速和变加速运动时单盘转子系统的动力学特性。徐

敏等［６－７］研究了水平盘旋和俯冲拉起两种机动飞行条

件对双盘悬臂转子振动特性的影响。后来他们又研究

了机动飞行条件下带挤压油膜阻尼器的Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子的
振动特性。顾致平等［８］研究了飞机水平盘旋下处于一

定角速度的刚性和弹性不同支承情况下转子的瞬态响

应。惠旭升等［９］从非惯性参考系中质点的运动微分方

程出发，推导出转子考虑非惯性力及陀螺力矩影响条

件下的盘心运动分量方程函数。祝长生等［１０－１１］建立

了飞机在任意空间机动飞行时发动机安装在飞机上任

意位置条件下不平衡多盘、多质量和多轴承线性及非



线性柔性转子系统动力学的统一模型，讨论了飞机的

空间机动飞行对发动机转子系统动力特性的影响。张

群岩等［１２］在祝长生等人研究工作的基础上，利用某型

发动机的试飞数据对机动飞行条件下发动机转子振动

特性的一般性进行了验证和分析。杨永锋等［１３－１４］研

究了裂纹转子在俯冲拉起和水平盘旋机动飞行条件下

的动力学特性。

直升机尾传动轴采用细长的空心轴，具有质量连

续分布的特点。以上研究工作主要针对单盘或转子系

统，采用集中质量模型，所以不适应于尾传动轴的研

究。许兆棠［１５］考虑了非惯性系对直升机尾传动轴的影

响，但仅考虑了水平和垂直方向加速度的影响。本文

的主要工作是建立直升机空间机动飞行时尾传动轴的

动力学模型，分析机动飞行对传动轴的影响，为直升机

传动轴系的计算分析与工程实践提供参考。

１　机动飞行下尾传动轴的动力学方程

１１　坐标系和运动描述
将直升机机体当作一个刚体，在空间有六个自由

度，则可以利用刚体的位姿描述方法，即将直升机的运

动分解为随基点的平动与绕自身重心的转动，来描述

直升机机动飞行时的空间位姿，如图１所示。选取地
球为惯性系，Ｏ０为此惯性空间中的一定点，过该点建立
固定坐标系 Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０，用于描述直升机的平动特性，主
要为直升机的飞行速度和飞行加速度。以直升机的重

心为原点且固连在直升机机体上的相对坐标系

ＯＲｘＲｙＲｚＲ，用于描述直升机的转动特性。其中，ＯＲｚＲ轴
为机身对称轴，指向与直升机飞行方向相反。于是，直

升机的空间位姿可由固定坐标系 Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０上的平动分
量［Ｘ０，Ｙ０，－Ｚ０］

Ｔ和相对坐标系 ＯＲｘＲｙＲｚＲ上的转动分
量［θｘＲ，θｙＲ，－θｚＲ］

Ｔ来描述。其中，绕ＯＲｘＲ轴和 ＯＲｙＲ轴
的转动与直升机的偏航和俯仰运动方向相同，绕 ＯＲｚＲ
轴的转动与直升机的横滚运动方向相反。

图１　描述直升机机体和尾传轴空间运动的坐标系统
Ｆｉｇ．１Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｓｐａｃｅｍｏｔｉｏｎ

材料、加工制造工艺等因素使传动轴的质心偏离

轴线，形成偏心矩。尾传动轴为跨距较大的空心薄壁

结构。工作中，偏心引起的离心惯性力容易使轴产生

弯曲，产生动挠度。传动轴除了绕自身轴线转动外，还

会绕两端支承轴颈中心连线作涡动，轴截面将产生偏

离原先平面的偏摆，即传动轴作空间运动，可分解为随

基点的平移和绕基点的定点转动。在静变形状态下，

取尾传动轴系水平轴左端面与传动轴支承的轴颈中心

连线的交点 Ｏ为原点，建立与相对坐标系 ＯＲｘＲｙＲｚＲ的
对应轴线相平行的参考坐标系 Ｏｘ１ｙ１ｚ１。ｙ１Ｏｚ１平面与
ｙＲＯＲｚＲ平面、ｘ１Ｏｚ１平面与 ｘＲＯＲｚＲ平面和 ｘ１Ｏｙ１平面与
ｘＲＯＲｙＲ平面之间的距离分别为 ｕ０、ｖ０和 ｗ０。传动轴的
横向运动可用轴心的动挠度在参考坐标系 Ｏｘ１ｙ１ｚ１的
ｘ１Ｏｚ１、ｙ１Ｏｚ１两个平面上的分量 ｕ（ｔ）、ｖ（ｔ）表示。轴的
定点转动与基点的选择无关，仍以 Ｏ点为原点建立随
传动轴运动的动坐标系 Ｏｘｙｚ，采用三个欧拉角来描述
轴截面的偏摆运动，即绕 Ｏｘ１轴的角 ψ（ｔ），绕 Ｏｙ２轴的
角θ（ｔ），绕Ｏｚ轴的角 （ｔ）。这里的转动方向按右手
法则确定，拇指方向同轴的正方向一致。

１２　尾传动轴的能量
直升机尾传动轴有水平轴和尾斜轴，尾斜轴相对

于水平轴倾斜一个角度（逆时针为正）。如图２，对于
尾斜轴，建立辅助坐标系 Ｏｘｂｙｂｚｂ，其中 ｙｂ与 ｙ１重合，ｘｂ
与ｘ１及ｚｂ与ｚ１之间的夹角φ为尾斜轴相对水平轴的倾
角。当φ＝０时即为水平传动轴，说明水平传动轴是尾
斜轴的一种特例，取尾斜轴为研究对象更具一般性。

坐标系Ｏｘｂｙｂｚｂ到坐标系Ｏｘ１ｙ１ｚ１的变换矩阵为Ａφ，其表
达式为

Ａφ ＝
ｃｏｓφ ０ ｓｉｎφ
０ １ ０
－ｓｉｎφ ０ ｃｏｓ







φ

图２　尾斜轴的坐标系和瞬时位置
Ｆｉｇ．２Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍａｎｄｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ
ｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｏｂｌｉｑｕｅｔａｉｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔ

假设传动轴的长度为 ｌ，ｕｚｂ、ｖｚｂ分别为坐标为 ｚｂ时
轴段几何中心沿ｘｂ、ｙｂ轴的位移，轴段截面质心相对于
几何中心的偏心距及其初始相位角分别为 ｅｚｂ、ｅ０，传
动轴的角速度为ω。传动轴的动能为：
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式中，ρ为传动轴的密度，Ｉ为轴截面关于中性轴的惯性
矩，Ｉｐ＝２Ｉ为极转动惯量。ｖａ为坐标为 ｚ时轴段截面质
心的绝对速度矢量的坐标阵。ωｘ、ωｙ、ωｚ分别为传动轴
在动坐标系Ｏｘｙｚ中关于各自坐标轴的角速度分量。根
据速度的合成原理，轴截面质心的绝对速度矢量

→ｖａ的
表达式为：

ｖ→ａ ＝ｖ
→
ｈ＋ｒ

→
ｓ

·

＋ω→ｈ×ｒ
→
ｓ

式中，ｖ→ｈ为直升机牵连运动引起的速度矢量，ｒ
→
ｓ为轴截

面质心相对于坐标系 ＯＲｘＲｙＲｚＲ的相对位移矢量，ω
→
ｈ×

ｒ→ｓ为由于直升机在坐标系ＯＲｘＲｙＲｚＲ中的转动引起的速

度矢量，ω→ｈ为直升机在坐标系ＯＲｘＲｙＲｚＲ中绕基点ＯＲ转
动引起的瞬时角速度矢量。

传动轴的动能由平动动能和转动动能组成，第一

项为平动动能，第二项为转动动能。其平动动能为：

Ｔｓｔ＝
ρＡ
２∫

ｌ

０
ｖＴａｖａｄｚ＝

ρＡ
２∫

ｌ

０
（ｖＴｈｖｈ＋ｒ

·Ｔ
ｓｒ
·

ｓ－

ｒＴｓ槇ωｈ２ｒｓ＋２ｒ
·Ｔ
ｓ
槇ωｈｒ
·

ｓ＋２ｖ
Ｔ
ｈｒ
·

ｓ＋２ｖ
Ｔ
ｈ
槇ωｈｒｓ）ｄｚ

式中

槇ωｈ ＝

０ －θ·ｚＲｂ θ·ｙＲｂ

θ·ｚＲｂ ０ －θ·ｘＲｂ

－θ·ｙＲｂ θ·ｘＲｂ











０

θ·ｘＲｂ

θ·ｙＲｂ

θ·
{ }
ｚＲｂ

＝ＡＴφ

θ·ｘＲ

θ·ｙＲ

θ·
{ }
ｚＲ

，　ｖｈ ＝Ａ
Ｔ
φ

Ｘ·０

Ｙ·０

Ｚ·
{ }

０

ｒｓ＝
ｕｚｂ＋ｅｚｂｃｏｓ（ωｔ＋φｅ０）

ｖｚｂ＋ｅｚｂｓｉｎ（ωｔ＋φｅ０）

ｚ
{ }

ｂ

＋ＡＴφ

ｕ０
ｖ０
ｗ

{ }
０

其中，槇ωｈ为叉乘矩阵。

传动轴在动坐标系 Ｏｘｙｚ中的角速度坐标矩阵
［ωｘ，ωｙ，ωｚ］

Ｔ可用欧拉角［ψ，θ，］Ｔ表示为：

ωｘ
ωｙ
ω

{ }
ｚ

＝
ｃｏｓθｃｏｓ ｓｉｎ ０
－ｃｏｓθｓｉｎ ｃｏｓ ０
ｓｉｎθ







０ １

ψ·

θ·


{ }
·

假设传动轴的角速度为常量，有 · ＝ω（即 ＝
ωｔ）。假定欧拉角 ψ、θ为小量，有 ｃｏｓθ≈１，ｓｉｎθ≈θ。
在忽略高阶小量的情况下，轴的转动动能为：

Ｔｓｒ＝
ρｌ
２∫

ｌ

０
（ψ·２＋θ·２）ｄｚ＋ρｌｌω２＋２ρｌω∫

ｌ

０
ψ·θｄｚ

因此，轴的总动能为：

Ｔｓ＝Ｔｓｔ＋Ｔｓｒ＝
ρＡ
２∫

ｌ

０
（ｖＴｈｖｈ＋ｒ

·Ｔ
ｓｒ
·

ｓ－ｒ
Ｔ
ｓ
槇ω２ｈｒｓ＋

２ｒ·Ｔｓ槇ωｈｒｓ＋２ｖ
Ｔ
ｈｒ
·

ｓ＋２ｖ
Ｔ
ｈ
槇ωｈｒｓ）ｄｚ＋

ρＩ
２∫

ｌ

０
（ψ·２＋θ·２）ｄｚ＋ρｌｌω２＋２ρＩω∫

ｌ

０
ψ·θｄｚ

传动轴的弹性势能为：

Ｕｓ＝Ｕ１＋Ｕ２＋Ｕ３ ＝
ＥＩ
２∫

ｌ

０

２ｕｚｂ
ｚ２( )
ｂ

２

＋ ２ｖｚｂ
ｚ２( )
ｂ

[ ]
２

ｄｚ＋

Ｅａ０
２∫

ｌ

０

ｕｚｂ
ｚ( )
ｂ

２

＋ ｖｚｂ
ｚ( )
ｂ

[ ]
２

ｄｚ＋

∫
ｌ

０
ρＡｇ［ｕｚｂ＋ｅｚｂｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）］ｃｏｓφｄｚｂ

其中，Ｅ为传动轴材料的弹性模量，Ｕ１为轴应变引起的
弹性势能，Ｕ３为重力引起的沿轴横向的势能，Ｕ２为重力
引起的沿轴纵向的势能，且有：

Ｆａ０ ＝Ｇｘ１ｓｉｎφ＝∫
ｌ

０
ρＡｇｓｉｎφｄｚｂ ＝ρＡｇｌｓｉｎφ

１．３　尾传动轴系的运动微分方程
由于欧拉角ψ、θ为小量，可近似表示为：

θ＝θｙｂ＋θｙＲｂ ＝ｕｚｂ／ｚｂ＋θｙＲｂ （１）
ψ＝θｘｂ＋θｘＲｂ ＝θｘＲｂ－ｖｚｂ／ｚｂ （２）

所以系统的拉格朗日函数可表示为：

Ｌ＝ρＡ２∫
ｌ

０
（ｖＴｈｖｈ＋ｒ

·Ｔ
ｓｒ
·

ｓ－ｒ
Ｔ
ｓ
槇ω２ｈｒｓ＋２ｒ

·Ｔ
ｓ
槇ωｈｒ
·

ｓ＋２ｖ
Ｔ
ｈｒｓ＋２ｖ

Ｔ
ｈ
槇ωｈｒｓ）ｄｚ＋

ρＩ
２∫

ｌ

０ θ·ｘＲｂ－
２ｖｚｂ
ｚｂ

( )ｔ
２

＋ θ·ｙＲｂ＋
２ｕｚｂ
ｚｂ

( )ｔ[ ]
２

ｄｚ＋ρＩｌω２＋

２ρＩω∫
ｌ

０ θ
·

ｘＲｂ－
２ｖｚｂ
ｚｂ

( )ｔ θ·ｙＲｂ＋ｕｚｂｚ( )
ｂ

ｄｚ－ＥＩ２∫
ｌ

０

２ｕｚｂ
２ｚ( )

ｂ

２

＋ ２ｖｚｂ
ｚ２( )
ｂ

[ ]
２

ｄｚ－

Ｆａ０
２∫

ｌ

０

ｕｚｂ
ｚ( )
ｂ

２

＋ ｖｚｂ
ｚ( )
ｂ

[ ]
２

ｄｚｂ－∫
ｌ

０
ρＡｇ［ｕｚｂ＋ｅｚｂｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）］ｃｏｓφｄｚｂ

　　利用扩展哈密顿原理［１６］，可得到传动轴的控制方程为：

ρＡ
２ｕｚｂ
ｔ２
＋ＥＩ

４ｕｚｂ
ｚ４ｂ
－Ｆａ０

２ｕｚｂ
ｚ２ｂ
－２ρＡｄθｚＲ

ｄｔｃｏｓφ＋
ｄθｘＲ
ｄｔｓｉｎ( )φ ｖｚｂ

ｔ
＋ｅｚｂωｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０[ ]）＋

ρＡ ｄθｚＲ
ｄｔｃｏｓφ＋

ｄθｘＲ
ｄｔｓｉｎ( )φ ｄθｘＲ

ｄｔｃｏｓφ－
ｄθｚＲ
ｄｔｓｉｎ( )φ＋ｄ

２θｙＲ
ｄｔ[ ]２ （ｚｂ＋ｗ０ｃｏｓφ＋ｕ０ｓｉｎφ）－

ρＡ ｄ２θｚＲ
ｄｔ２
ｃｏｓφ＋

ｄ２θｘＲ
ｄｔ２
ｓｉｎ( )φ－ｄθｙＲｄｔ ｄθｘＲｄｔｃｏｓφ－ｄθｚＲｄｔｓｉｎ( )[ ]φ ［ｖ０＋ｖｚｂ＋ｅｚｂｓｉｎ（ωｔ＋ｅ０）］＋
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ρＡｄθｙＲ
ｄｔ
ｚｂ
ｔ
－
ｄＸ０
ｄｔ
ｄθｙＲ
ｄｔｓｉｎφ＋

ｄＹ０
ｄｔ
ｄθｘＲ
ｄｔｓｉｎφ－

ｄＹ０
ｄｔ
ｄθｚＲ
ｄｔｃｏｓφ＋

ｄＺ０
ｄｔ
ｄθｙＲ
ｄｔｃｏｓ( )φ－

ρＡ ｄθｙＲ
ｄ( )ｔ

２

＋ ｄθｚＲ
ｄｔｃｏｓφ＋

ｄθｘＲ
ｄｔｓｉｎ( )φ[ ]

２

［ｕｚｂ＋ｅｚｂｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）＋ｕ０ｃｏｓφ－ｗ０ｓｉｎφ］－ρＩ
４ｕｚｂ
ｚ２ｂｔ

２－２ρＩω
３ｖｚｂ
ｚ２ｂｔ

＋

ρＡ
ｄ２Ｘ０
ｄｔ２
ｃｏｓφ＋ρＡ

ｄ２Ｚ０
ｄｔ２
ｓｉｎφ＝ρＡｅｚｂω

２
ｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）－ρＡｇｃｏｓφ＋ρＩ２ω

ｄ（θ·ｘＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）－
ｄθ··ｙＲ
ｄｚｂ

ｄｚ









ｂ

（３）

ρＡ
２ｖｚｂ
ｔ２
－ρＡ ｄ２θｘＲ

ｄｔ２
ｃｏｓφ－

ｄ２θｚＲ
ｄｔ２
ｓｉｎ( )φ－ｄθｙＲｄｔ ｄθｚＲｄｔｃｏｓφ＋ｄθｘＲｄｔｓｉｎ( )[ ]φ （ｚｂ＋ｗ０ｃｏｓφ＋ｕ０ｓｉｎφ）＋

２ρＡｄθｚＲ
ｄｔｃｏｓφ＋

ｄθｘＲ
ｄｔｓｉｎ( )φ ｕｚｂ

ｔ
－ｅｚｂωｓｉｎ（ωｔ＋ｅ０[ ]）＋ＥＩ

４ｖｚｂ
ｚ４ｂ
－Ｆａ０

２ｖｚｂ
ｚ２ｂ
－ρＩ

４ｖｚｂ
ｚ２ｂｔ

２＋

ρＡｄ
２θｚＲ
ｄｔ２
ｃｏｓφ＋

ｄ２θｘＲ
ｄｔ２
ｓｉｎ( )φ［ｕｚｂ＋ｅｚｂｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）＋ｕ０ｃｏｓφ－ｗ０ｓｉｎφ］＋

ρＡ
ｄθｙＲ
ｄｔ
ｄθｘＲ
ｄｔｃｏｓφ－

ｄθｚＲ
ｄｔｓｉｎ( )φ［ｕｚｂ＋ｅｚｂｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）＋ｕ０ｃｏｓφ－ｗ０ｓｉｎφ］＋

ρＡ
ｄ２Ｙ０
ｄｔ２
－
ｄｚｂ
ｄｔ
ｄθｘＲ
ｄｔｃｏｓφ－

ｄθｚＲ
ｄｔｓｉｎ( )φ＋ ｄＸ０

ｄｔ
ｄθＺＲ
ｄｔ－

ｄＺ０
ｄｔ
ｄθｘＲ
ｄ( )[ ]ｔ

＋２ρＩω
３ｕｚｂ
ｚ２ｂｔ

－ρＡ ｄθｘＲ
ｄ( )ｔ

２

＋ ｄθｚＲ
ｄ( )ｔ[ ]

２

［ｖ０＋ｖｚｂ＋ｅｚｂｓｉｎ（ωｔ＋ｅ０）］＝ρＡｅｚｂω
２
ｓｉｎ（ωｔ＋ｅ０）＋ρＩ２ω

ｄθ·ｙＲ
ｄｚｂ
＋
ｄ（θ··ｙＲｃｏｓφ－θ

··

ｚＲｓｉｎφ）
ｄｚ[ ]
ｂ

（４）

传动轴的横向位移ｕｚｂ、ｖｚｂ以及偏心ｅｚｂ分别为

ｕｚｂ（ｚｂ，ｔ）＝∑
＋∞

ｒ＝１
Ｗｒ（ｚｂ）ｑｕｒ（ｔ）

ｖｚｂ（ｚｂ，ｔ）＝∑
＋∞

ｒ＝１
Ｗｒ（ｚｂ）ｑｖｒ（ｔ）

ｅｚｂ ＝∑
＋∞

ｒ＝１
Ｗｒ（ｚｂ）ｅ













ｚｂｒ

（５）

其中，Ｗｒ（ｚｂ）为传动轴的第 ｒ阶固有振型函数，是用于
描述轴截面在 ｚｂ处的横向振动幅值函数。ｑｕｒ（ｔ）和
ｑｖｒ（ｔ）是用于描述轴截面在 ｚｂ处的横向振动幅值函数。
ｅｚｂｒ轴的第ｒ阶偏心量。

将式（５）代入式（３）和式（４），并利用伽辽金计算
方法，可以将式（３）和式（４）所表示的偏微分方程转化
成如下常微分方程（ｒ＝１，２，…）

Ｍｒｑ
··

ｕｒ＋（Ｋｒ＋Ｋｕｒ）ｑｕｒ＋Ｋｖｕｒｑｖｒ－（ωＧｙｒ＋Ｃｒ）ｑ
·

ｖｒ＝ｍｅｅｚｂｒω
２
ｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）＋Ｆｅｕｒ＋Ｆｕｒ＋Ｆｕθ－ＦＧ

Ｍｒｑ
··

ｖｒ＋（Ｋｒ＋Ｋｖｒ）ｑｖｒ＋Ｋｕｖｒｑｕｒ＋（ωＧｙｒ＋Ｃｒ）ｑ
·

ｕｒ＝ｍｅｅｚｂｒω
２
ｓｉｎ（ωｔ＋ｅ０）＋Ｆｅｖｒ＋Ｆｖｒ＋Ｆｖ

}
θ

（６）

式中： Ｍｒ＝ρＡ∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ－ρＩ∫

ｌ

０
ＷｒＷ″ｒｄｚｂ，　Ｋｒ＝ＥＩ∫

ｌ

０
Ｗ（４）ｒ Ｗｒｄｚｂ－Ｆａ０∫

ｌ

０
ＷｒＷ″ｒｄｚｂ，　ｍｅ＝ρＡ∫

ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ

Ｋｕｒ＝－ρＡ［θ
·２
ｙＲ ＋（θ

·２
ｚＲｃｏｓφ＋θ

·２
ｘＲｓｉｎφ）

２］∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ，　Ｃｒ＝２ρＡ（θ

·２
ｚＲｃｏｓφ＋θ

·２
ｘＲｓｉｎφ）∫

ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ，

Ｋｖｕｒ＝－ρＡ［（θ
··２
ｚＲｃｏｓφ＋θ

··２
ｘＲｓｉｎφ）－θ

·

ｙＲ（θ
·

ｘＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）］∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ，　Ｃｙｒ＝２ρＩ∫

ｌ

０
ＷｒＷ″ｒｄｚｂ，

Ｆｅｕｒ＝２ρＡ（θ
·

ｚＲｃｏｓφ＋θ
·

ｘＲｓｉｎφ）ｅｚｂｒωｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ＋ρＡ［θ

·２
ｙＲ ＋（θ

·

ｚＲｃｏｓφ＋θ
·

ｘＲｓｉｎφ）
２］ｅｚｂｒｃｏｓ（ωｔ＋

ｅ０）∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ＋ρＡ［（θ

··

ｚＲｃｏｓφ＋θ
··

ｘＲｓｉｎφ）－θ
·

ｙＲ（θ
·

ｘＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）］ｅｚｂｒｓｉｎ（ωｔ＋ｅ０）∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ

Ｆｕｒ＝ρＡｖ０［（θ
··

ｚＲｃｏｓφ＋θ
··

ｘＲｓｉｎφ）－θ
·

ｙＲ（θ
·

ｘＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）］∫
ｌ

０
Ｗｒｄｚｂ＋

ρＡ［θ·ｙＲ ＋（θ
·

ｚＲｃｏｓφ＋θ
··

ｘＲｓｉｎφ）
２］（ｕ０ｃｏｓφ－ｗ０ｓｉｎφ）∫

Ｉ

０
Ｗｒｄｚｂ－

ρＡ（Ｙ·０θ
·

ｘＲｓｉｎφ－Ｘ
·

０θ
·

ｙＲｓｉｎφ－Ｘ
·

０θ
·

ｚＲｃｏｓφ＋Ｚ
·

０θ
·

ｙＲｃｏｓφ＋Ｘ
··

０ｃｏｓφ＋Ｚ
··

０ｓｉｎφ）∫
Ｉ

０
Ｗｒｄｚｂ－

ρＡ［（θ·ｚＲｃｏｓφ＋θ
·

ｘＲｓｉｎφ）（θ
·

ｘＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）＋θ
··

ｙＲ］∫
ｌ

０
（ｚｂ＋ｗ０ｃｏｓφ＋ｕ０ｓｉｎφ）Ｗｒｄｚｂ

ＦＧ ＝ρＡｇｃｏｓφ∫
ｌ

０
Ｗｒｄｚｂ，　Ｋｖｒ＝－ρＡ（θ

·２
ｘＲ ＋θ

·２
ｚＲ）∫

ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ
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Ｋｕｖｒ＝ρＡ［（θ
··

ｚＲｃｏｓφ＋θ
··

ｘＲｓｉｎφ）＋（θ
·

ｙＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）］∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ

Ｆｅｖｒ＝２ρＡ（θ
·

ｚＲｃｏｓφ＋θ
·

ｘＲｓｉｎφ）ｅｚｂｒωｓｉｎ（ωｔ＋ｅ０）∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ＋ρＡ（θ

·２
ｘＲ ＋θ

·２
ｚＲ）ｅｚｂｒｓｉｎ（ωｔ＋ｅ０）∫

ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ－

ρＡ［（θ··ｚＲｃｏｓφ＋θ
··

ｘＲｓｉｎφ）＋θ
·

ｙＲ（θ
·

ｘＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）］ｅｚｂｒｃｏｓ（ωｔ＋ｅ０）∫
ｌ

０
Ｗ２ｒｄｚｂ

Ｆｖｒ＝ρＡｖ０（θ
·２
ｘＲ ＋θ

·２
ｚＲ）∫

ｌ

０
Ｗｒｄｚｂ－ρＡ（Ｙ

··

０＋Ｘ
·

０θ
·

ｚＲ －Ｚ
·

０θ
·

ｘＲ∫
ｌ

０
Ｗｒｄｚｂ－

ρＡ［（θ··ｚＲｃｏｓφ＋θ
··

ｘＲｓｉｎφ）＋θ
·

ｙＲ（θ
·

ｘＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）］（ｕ０ｃｏｓφ－ｗ０ｓｉｎφ）∫
ｌ

０
Ｗｒｄｚｂ＋
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··

ｚＲｓｉｎφ）－θ
·

ｙＲ（θ
·

ｚＲｃｏｓφ＋θ
·

ｘＲｓｉｎφ）］∫
ｌ

０
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Ｆｕθ＝ρＩ［２ω（θ
·

ｘＲｃｏｓφ－θ
·

ｚＲｓｉｎφ）－θ
··

ｙＲ］－∫
Ｉ

０
Ｗ′ｒｄｚｂ

Ｆｖθ＝ρＩ［２ωθ
·

ｙＲ ＋（θ
··

ｘＲｃｏｓφ－θ
··

ｚＲｓｉｎφ）］－∫
Ｉ

０
Ｗ′ｒｄｚｂ

２　机动飞行对直升机尾传动轴振动特性的影响

　　根据式（６）可知，直升机的空间机动飞行可对尾传
动轴的横向弯曲振动特性产生如下影响：

（１）直升机的空间机动飞行将对尾传动轴的横向
弯曲振动产生附加的刚度效应Ｋｕｒ、Ｋｖｕｒ、Ｋｖｒ和Ｋｕｖｒ。对于
尾斜轴，附加刚度效应的产生于与直升机转动运动的

角速度 θ·ｘＲ、θ
·

ｙＲ、θ
·

ｚＲ和转动运动的角加速度 θ
··

ｘＲ、θ
··

ｚＲ有

关，而与转动角加速度 θ··ｙＲ无关。对于水平传动轴，附加

刚度效应的产生于与直升机转动运动的角速度 θ·ｘＲ、

θ·ｙＲ、θ
·

ｚＲ和转动运动的角加速度 θ
··

ｚＲ有关，而与转动角加

速度 θ··ｘＲ、θ
··

ｙＲ无关。同时尾斜轴和水平传动轴的附加刚

度效应与直升机的飞行速度 Ｘ·０、Ｙ
·

０、Ｚ
·

０和飞行加速度

Ｘ··０、Ｙ
··

０、Ｚ
··

０均无关。

（２）直升机的空间机动飞行将对尾传动轴的横向
弯曲振动产生附加的阻尼效应Ｃｒ。对于尾斜轴，附加阻

尼效应仅与直升机转动运动的角速度 θ·ｘＲ、θ
·

ｚＲ有关。对

于水平传动轴，附加阻尼效应仅与直升机转动运动的

角速度θ·ｚＲ有关。附加阻尼效应也与直升机的飞行速度

Ｘ·０、Ｙ
·

０、Ｚ
·

０和飞行加速度Ｘ
··

０、Ｙ
··

０、Ｚ
··

０无关。

（３）直升机的空间机动飞行将对尾传动轴的横向
弯曲振动产生附加的外激励效应Ｆｕｒ、Ｆｅｕｒ、Ｆｖｒ和Ｆｅｖｒ。对
于尾斜轴，附加外激励效应与直升机所有转动运动的

角速度、角加速度以及直升机的所有飞行速度和飞行

加速度均有关。同时Ｆｅｕｒ和Ｆｅｖｒ还与传动轴上相对位置
坐标为ｚｂ时的轴截面的偏心ｅｚｂ有关，Ｆｕｒ和Ｆｖｒ还与传
动轴坐标系的原点相对于直升机重心的位置参数ｕ０、ｖ０
和ｗ０有关。对于水平传动轴，附加外激励效应与飞行加

速度Ｚ··０无关。需要指出的是，只有当直升机做变速转动
运动时，直升机的飞行速度和飞行加速度才会附加外

激励效应做贡献。当直升机做横滚机动时，附加外激励

效应与飞行速度Ｚ·０无关。
由于附加的刚度效应、阻尼效应和外激励效应，直

升机的空间机动飞行将使得尾传动轴中心运动轨道的

大小发生改变，运动轨迹中心的位置沿某个特定的方

向发生偏移。以直升机做横滚机动为例，对传动轴运

动轨迹的影响如图３所示。图３是采用龙格库塔法对
式（６）所表示的常微分方程进行数值计算并取其稳态
响应而得到的。根据铰支梁的边界条件知，振型函数

为Ｗｒ＝ｓｉｎ（ｒπｚｂ／ｌ），其他相关的计算参数如表１所示，
未给出的参数均为 ０。图 ３中，正横滚机动速度为
θ·ｚＲ＝－８ｒａｄ／ｓ，反横滚机动速度为 θ

·

ｚＲ＝８ｒａｄ／ｓ。对于
水平传动轴，仅运动轨道的大小发生改变，正横滚时轨

道变小，反横滚时变大。对于尾斜轴，运动轨道的大小

和轨迹中心位置均发生改变（向右偏移）。

图３　横滚机动时传动轴的运动轨迹
Ｆｉｇ．３Ｍｏｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｓｈａｆｔｗｈｉｌｅｒｏｌｌｍａｎｅｕｖｅｒ
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表１　尾传动轴的计算参数
Ｔａｂ．１Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔａｉｌｄｒｉｖｅｓｈａｆｔ

参数名称 值／单位 参数名称 值／单位

ρ ２７１０／（ｋｇ·ｍ－３） ｒ １／ｎｏｎｅ

Ｅ ７×１０１０／Ｐａ ｅｚｂ１ ５×１０－４／ｍ

Ｄ ０．９／ｍ ｇ ９．８／（ｍ·ｓ－２）

ｄ ０．８４／ｍ ω ３２１／（ｒａｄ·ｓ－１）

ｌ ２／ｍ φ ０．６／ｒａｄ

ｚｂ ｌ／２／ｍ Ｚ·０ ８０／（ｍ·ｓ－１）

３　结　论

（１）空间机动飞行会对尾传轴产生附加的刚度效
应、阻尼效应和外激励效应。尾斜轴的影响因素相对

于水平轴更复杂。

（２）受空间机动飞行的影响，通常传动轴运动轨
迹的尺寸大小和中心位置都发生变化。若只受附加阻

尼效应影响，则仅改变运动轨迹尺寸的大小。
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