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　　摘　要：为准确建立斜齿轮动力学模型，更好分析斜齿轮系统振动特性，提出基于轮齿承载接触分析、考虑齿轮轴
扭转变形的轮齿啮合刚度计算方法。分析国内文献普遍采用的基于啮合刚度分解建立斜齿轮动力学模型，指出其与理论

力学相悖之处，提出基于力、振动位移分解法建立综合考虑时变啮合刚度激励、啮入冲击激励的斜齿轮啮合型弯－扭－轴
耦合振动模型。以某斜齿轮副为例进行的仿真计算结果表明，基于承载接触分析的轮齿啮合刚度计算方法能准确、方便

求得轮齿啮合刚度，文献［８］动力学响应结果与理论实际存在明显差别，而基于力、振动位移分解法的响应则能与理论实
际较好吻合。
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　　齿轮系统动力学为研究齿轮系统在传递动力、运
动过程中振动、冲击、噪声等基本规律的科学［１］。齿轮

系统作为机械传动系统的重要组成部分，其动态特性

会直接影响齿轮传动系统运行的稳定性。文献［２－４］
由线性、非线性角度，建立齿轮 －转子系统动力学模
型，并用数值仿真方法研究齿轮动力学系统振动噪声

等特性。在齿轮系统动力学建模中，啮合刚度的计算

处理一直是研究难点，文献［５］利用瞬时啮合线总长度
近似计算传动斜齿轮副啮合刚度；文献［６］分析时变啮

合刚度对两级齿轮传动系统动力稳定性影响；文献［７］
则认为轮齿法向啮合刚度可分别对轴向、端面啮合线

方向分解，并由此建立直齿、斜齿、人字齿动力学分析

模型。

本文提出基于轮齿承载接触分析考虑齿轮轴扭转

变形的轮齿啮合刚度计算方法，并通过算例将其与传

统材料力学及有限元软件法计算结果比较。针对国内

文献普遍采用文献［８］中基于将法向啮合刚度进行分
解建立动力学方程方法，提出回避尚未得到论证的啮

合刚度分解理论，由力、位移分解角度建立斜齿轮系统

动力学方程，进行系统振动特性分析。针对同一斜齿

轮副动力学物理模型，分别利用啮合刚度分解方法及

力、位移分解方法进行动力学建模，并实例分析比较两



种方法建立的动力学模型计算结果。

１　基于承载接触分析的啮合刚度计算

图１　齿轮轴扭转变形角
Ｆｉｇ．１Ｇｅａｒｓｈａｆｔｔｏｒｓｉｏｎａｌ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｇｌｅ

１１　考虑轴扭转变形的承载接触分析
轮齿接触分析［９］（Ｔｏｏｔｈ

ＣｏｎｔａｃｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＴＣＡ）及轮
齿承载接触分析［１０］（Ｌｏａｄ
Ｔｏｏｔｈ Ｃｏｎｔａｃｔ Ａｎａｌｙｓｉｓ，
ＬＴＣＡ）为对轮齿啮合接触及
拟真实加载条件下齿轮工作

性能的数值模拟。为使其能

更好模拟轮齿啮合真实情

况，本文考虑齿轮扭转变形

对齿面柔度矩阵影响，获得轮齿承载接触分析。利用

一维有限元方法分别计算小齿轮轴、大齿轮轴扭转变

形，将齿轮沿轴向分为与齿面网格对应的 Ｎ段，设置 Ｎ
＋１个节点，在工作齿面网格每个节点施加单位法向载
荷，计算获得轴扭转角 φｉｊ（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｊ＝１，２，…，
Ｎ），φｉｊ为在ｉ点施加单位法向载荷时，ｊ点相对齿轮扭
矩输入端转角。见图１，设沿轴向将齿轮分为６段，从
右端输入扭矩，则法向柔度系数为：

γｉｊ＝φｉｊｒｂ
其中：脚标ｉ表示施加载荷节点编号；ｊ为产生变形节点
编号；ｒｂ为基圆半径。

为考虑齿轮扭转变形对齿面柔度矩阵影响，将扭

转变形产生的附加柔度矩阵与齿面网格法向柔度矩阵

叠加，获得齿轮系统齿面综合法向柔度矩阵。用叠加

后柔度系数按轮齿接触分析方法计算，即可获得考虑

扭转变形影响的承载接触分析。

１２　轮齿啮合刚度计算思路
一对齿轮啮合的两齿面由于传递载荷作用，必会

产生含弯曲变形、剪切变形、接触变形等的弹性变形，

称抵抗弹性变形能力为单齿啮合刚度，某一瞬时同时

参与啮合的几对轮齿刚度叠加称为轮齿在此时刻的综

合啮合刚度。

本文采用的基于轮齿承载接触分析的轮齿啮合刚

度计算方法基本思路为通过轮齿接触分析及轮齿承载

接触分析，利用变形协调方程、力平衡及非嵌入条件求

得啮合齿面法向接触综合变形量，经换算获得轮齿综

合啮合刚度。其中综合考虑齿轮制造加工工艺导致的

齿面误差影响、传递载荷齿轮轴扭转变形产生的附加

柔度矩阵对齿面综合柔度矩阵影响、安装误差及齿面

修形影响，可较准确计算轮齿啮合刚度。图２为基于
承载接触分析的啮合刚度计算方法思路流程。

１．３　与经典方法比较
在轮齿啮合刚度计算中，材料力学求解刚度方法

图２　轮齿啮合刚度计算流程
Ｆｉｇ．２Ｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆｔｏｏｔｈｍｅｓｈｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

应用较广。Ｗｅｂｅｒ在１９４９年提出将啮合轮齿简化为材
料力学中变截面悬臂梁，认为啮合轮齿的综合弹性变

形由轮齿弯曲剪切变形、齿轮基体弹性变形引起的轮

齿附加变形及齿面啮合接触变形三部分组成。图３为
该计算方法中等效的轮齿悬臂梁结构简图。

图３　轮齿等效悬臂梁结构简图
Ｆｉｇ．３Ｔｏｏｔｈｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍ

Ａｂａｑｕｓ作为ＣＡＥ软件的优秀代表，广泛应用于诸
多领域，故本文用Ａｂａｑｕｓ作为分析齿轮啮合刚度有限
元仿真工具，建立斜齿轮５齿有限元计算模型，对主动
轮低转速进行准静态仿真计算，见图４。轮齿啮合传动
误差为：

Δφ＝φ２－
ｚ１
ｚ２
φ１

式中：φ１，φ２为小轮、大轮齿数；ｚ１，ｚ２为小轮、大轮齿数。
轮齿法向综合啮合刚度转换式为：

ｋｍ（ｔ）＝
Ｔｍ
Δφ

２ｃｏｓβ
ｍｎｚ２ｃｏｓα

( )
ｔ

２

式中：Ｔｍ为负载扭矩；αｔ为端面压力角；β为斜齿轮螺旋
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角；ｍｎ为法向模数。

图４　斜齿轮副五齿有限元模型仿真实例
Ｆｉｇ．４Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｆｉｖｅｔｅｅｔｈｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

以表１某船用单级斜齿轮副参数作为本文啮合刚
度计算分析实例，分别将材料力学法、有限元软件法及

本文所提基于轮齿承载接触分析的啮合刚度计算法结

果进行比较。见图５。

表１　某单级斜齿轮副参数
Ｔａｂ．１Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｉｎｇｌｅ－ｓｔａｇｅｈｅｌｉｃａｌｇｅａｒ

参数 小齿轮（主动轮） 大齿轮（被动轮）

法向模数／ｍｍ ６

端面压力角／（°） ２０

螺旋角／（°） ２４．４３

负载扭矩／（Ｎ·ｍ－１） ５００

轮齿齿数 １７ ４４

轮齿旋向 左旋 右旋

齿宽／ｍｍ ９０ ９０

图５　轮齿综合啮合刚度计算值比较
Ｆｉｇ．５Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｅｅｔｈｍｅｓｈｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

由图５三种计算方法所得刚度变化趋势曲线图看
出，材料力学法计算所得刚度值最大，有限元软件法计

算所得刚度值最小，此因为材料力学方法未考虑齿轮

轴扭转变形对轮齿啮合点变形影响；而 Ａｂａｑｕｓ有限元
软件法中，用准静态动态仿真，故系统动态质量会导致

轮齿实际变形大于理论变形，换算成刚度则略偏小；基

于承载接触分析法计算的轮齿啮合刚度值处于两种方

法之间，综合啮合刚度较前两种方法偏差量最大不超

过８％。由此可见，本文所提计算方法结果在允许误差
范围内。

２　基于啮合刚度分解的斜齿轮动力学建模

斜齿轮同时参与啮合的齿对数越多，单对轮齿分

担的载荷越少，故其凭借传动平稳、传递载荷能力强等

特点广泛应用。但螺旋角过大其轴向力不可忽视，因

此斜齿轮动力学系统除具有扭转、横向振动外，还会引

起轴向振动，形成综合考虑误差激励、时变啮合刚度激

励、啮入冲击激励的斜齿轮副啮合型弯 －扭 －轴耦合
振动模型。斜齿轮系统 ６自由度广义位移列阵可表
示为：

｛δ｝＝｛ｙｐ，ｚｐ，θｐ，ｙｇ，ｚｇ，θｇ｝
Ｔ

式中：ｙｉ，ｚｉ，θｉ（ｉ＝ｐ，ｇ）分别为主、从动斜齿轮中心点Ｏｐ
及Ｏｇ在ｙ向、ｚ向平移振动位移及转角位移，其中 ｙ向
为端面啮合法线方向，ｚ向为齿轮轴向。

图６　啮合型弯曲－扭转－轴向耦合斜齿轮振动模型
Ｆｉｇ．６Ｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｏｆｈｅｌｉｃａｌｇｅａｒ

据牛顿力学定律，由图６得系统动力学方程为：
ｍｐｙ
··

ｐ＋ｃｐｙｙ
·

ｐ＋ｋｐｙｙｐ ＝－Ｆｙ

ｍｐｚ
··

ｐ＋ｃｐｚｚ
·

ｐ＋ｋｐｚｚｐ ＝－Ｆｚ

Ｉｐθ
··

ｐ ＝－ＦｙＲｐ＋Ｔｐ－Ｆｓ（ｔ）Ｒ
}
ｐ

（１）

ｍｇｙ
··

ｇ＋ｃｇｙｙ
·

ｇ＋ｋｇｙｙｇ ＝Ｆｙ

ｍｇｚ
··

ｇ＋ｃｇｚｚ
·

ｇ＋ｋｇｚｚｇ ＝Ｆｚ

Ｉｇθ
··

ｇ ＝ＦｙＲｇ－Ｔｇ＋Ｆｓ（ｔ）Ｒ
}
ｇ

（２）

式中：ｍｐ，ｍｇ，Ｉｐ，Ｉｇ为小、大轮质量及转动惯量；Ｒｐ，Ｒｇ为
小、大轮基圆半径；ｃｐｙ，ｃｇｙ，ｋｐｙ，ｋｇｙ为系统在中心点 Ｏｐ，
Ｏｇ处径向等效支撑阻尼及刚度；ｃｐｚ，ｃｇｚ，ｋｐｚ，ｋｇｚ为系统在
中心点 Ｏｐ，Ｏｇ处轴向等效支撑阻尼及刚度；Ｆｙ，Ｆｚ为轮
齿端面啮合线方向及轴向动态啮合力；Ｔｐ，Ｔｇ为主动轮
扭矩、负载扭矩；Ｆｓ（ｔ）为轮齿线外啮入冲击力。
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其中：

ｃｐｙ ＝ｃｐ１ｙ＋ｃｐ２ｙ
ｃｇｙ ＝ｃｇ１ｙ＋ｃｇ２

}
ｙ

（３）

ｋｐｙ ＝ｋｐ１ｙ＋ｋｐ２ｙ
ｋｇｙ ＝ｋｇ１ｙ＋ｋｇ２

}
ｙ

（４）

式中：ｃｐ１ｙ，ｃｐ２ｙ为小齿轮左、右两端轴承径向支撑阻尼；
ｃｇ１ｙ，ｃｇ２ｙ为大齿轮左、右两端轴承径向支撑阻尼；ｋｐ１ｙ，
ｋｐ２ｙ为小齿轮左、右两端轴承径向支撑刚度；ｋｇ１ｙ，ｋｇ２ｙ为
大齿轮左、右两端轴承径向支撑刚度。

文献［８］认为斜齿轮轮齿方向啮合刚度及啮合阻
尼可沿齿轮副端面啮合线方向及轴向分解，即：

ｃｍｙ ＝ｃｏｓ（βｃｍ）

ｃｍｚ＝ｓｉｎ（βｃｍ
}
）

（５）

ｋｍｙ ＝ｃｏｓ（βｋｍ）

ｋｍｚ＝ｓｉｎ（βｋｍ
}
）

（６）

式中：β为斜齿轮螺旋角；ｃｍ，ｋｍ为轮齿法向啮合阻尼、
啮合刚度。则轮齿端面啮合线方向及轴向动态啮合力

可表达为：

Ｆｙ ＝ｃｏｓ（βｃｍ）（ｙ
·

ｐ－ｙ
·

ｇ＋Ｒｐθ
·

ｐ－Ｒｇθ
·

ｇ）＋
ｃｏｓ（βｋｍ）（ｙｐ－ｙｇ＋Ｒｐθｐ－Ｒｇθｇ） （７）

Ｆｚ＝ｓｉｎ（βｃｍ）［ｚ
·

ｐ－ｚ
·

ｇ＋（ｙ
·

ｐ－ｙ
·

ｇ＋

Ｒｐθ
·

ｐ－Ｒｇθ
·

ｇ）ｔａｎβ］＋ｓｉｎ（βｋｍ）ｚｐ－
ｚｇ＋（ｙｐ－ｙｇ＋Ｒｐθｐ－Ｒｇθｇ）ｔａｎβ （８）

３　基于力、位移分解的斜齿轮动力学建模

本文认为文献［８］的将法向啮合刚度分别沿端面
啮合线方向、轴向分解不够严谨且缺少理论支持。设

轮齿存在法向啮合误差 ｅ，法向啮合刚度为 ｋｍ，则将法
向刚度及法向误差分别分解到端面啮合线方向，求得

由误差引起的端面啮合线向啮合力为：

Ｐ＝ｃｏｓ（βｋｍ）ｃｏｓ（βｅ）＝ｃｏｓ
２βｋｍｅ （９）

显然与牛顿力学先求法向啮合力再分解到端面啮

合线方向结果Ｐ′相悖。
Ｐ′＝（ｋｍｅ）ｃｏｓβ＝ｃｏｓ（βｋｍｅ） （１０）

为避免将法向啮合刚度分解，本文在求轮齿动态

啮合力时，将端面啮合线方向振动位移与轴线方向振动

位移分别分解到齿面啮合法向、啮合面切向，由于不考虑

摩擦，故啮合面切向滑动位移不产生作用力，啮合法向刚

度与法向振动总位移之积即为由端面啮合线方向振动位

移与轴线方向振动位移产生的法向啮合动态力：

Ｐｎ ＝ｋｍδｎ ＝ｋｍ（δｙｃｏｓβ＋δｚｓｉｎβ） （１１）
将法向动态啮合力分解即可获得轮齿啮合线方向

动态啮合力与轴线方向动态啮合力。见图７。
基于力、位移分解的动力学建模方程中，轮齿端面

啮合线方向及轴向动态啮合力可表达为：

图７　振动位移分解简图
Ｆｉｇ．７Ｔｈｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｆ′ｙ ＝ｃｏｓ（βｃｍ）［ｃｏｓβ（ｙ
·

ｐ－ｙ
·

ｇ＋Ｒｐθ
·

ｐ－Ｒｇθ
·

ｇ）＋

ｓｉｎβ（ｚ·ｐ－ｚ
·

ｇ）］＋ｃｏｓ（βｋｍ）［ｃｏｓβ（ｙｐ－ｙｇ＋
Ｒｐθｐ－Ｒｇθｇ）＋ｓｉｎβ（ｚｐ－ｚｇ）］ （１２）

Ｆ′ｚ＝ｓｉｎ（βｃｍ）［ｃｏｓβ（ｙ
·

ｐ－ｙ
·

ｇ＋Ｒｐθ
·

ｐ－Ｒｇθ
·

ｇ）＋

ｓｉｎβ（ｚ·ｐ－ｚ
·

ｇ）］＋ｓｉｎ（βｋｍ）［ｃｏｓβ（ｙｐ－ｙｇ＋
Ｒｐθｐ－Ｒｇθｇ）＋ｓｉｎβ（ｚｐ－ｚｇ）］ （１３）

比较式（７）、（８）、（１２）、（１３）知，两种方法所得斜
齿轮动力学方程形式存在明显差异。

４　实例验证与结果分析

为进一步对比分析两种思路所建斜齿轮动力学模

型，用表１斜齿轮副参数及表２斜齿轮副动力学基本
参数，进行动力学仿真、比较。

表２　某单级斜齿轮副动力学基本参数

Ｔａｂ．２Ｔｈｅｂａｓｉｃｄｙｎａｍｉｃｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｈｅｌｉｃａｌｇｅａｒｓｙｓｔｅｍ

参数
小齿轮

（主动轮）

大齿轮

（被动轮）

阻尼系数 ０．１
密度／（ｇ·ｃｍ－３） ７．８５

主动轮转速／（ｒ·ｍｉｎ－１） ２０００ －

等效质量／ｋｇ ７．７０ ３４．９

左端轴承支撑刚度／（Ｎ·ｍ－１） ９．９３×１０８ １．３２×１０９

右端轴承支撑刚度／（Ｎ·ｍ－１） ６．２７×１０８ １．２１×１０９

利用变步长四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ数值积分方法［１１］进

行求解，获得各方向振动加速度响应，见图８～图１０。
由图８～图１０看出，两种思路建模所得各向振动加速
度虽波形基本一致但振动幅值存在差异，啮合线向相

对振动加速度均方根值为９．４７ｍ／ｓ２，１０．８６ｍ／ｓ２；小轮
轴承支撑径向振动加速度均方根值为１．４２ｍ／ｓ２，１．７２
ｍ／ｓ２；小轮轴向振动加速度均方根值为 ０．６３ｍ／ｓ２，
０．４０ｍ／ｓ２。两种方法最大偏差达３６％。

由图１１看出，本文方法所得轴向动载荷在静载荷
－１５７８Ｎ附近波动，符合动静载基本规律。而基于文
献［８］中啮合刚度分解原则计算所得小轮轴向动载荷
则在－２６０Ｎ附近波动，偏离静载荷较远。
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图８　啮合线向相对振动加速度
Ｆｉｇ．８Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｍｅｓｈｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图９　小轮轴承支撑径向加速度
Ｆｉｇ．９Ｔｈｅｒａｄｉａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｐｉｎｉｏｎ

图１０　小轮轴向振动加速度
Ｆｉｇ．１０Ｔｈｅａｘｉａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｐｉｎｉｏｎ

图１１　小轮轴向动载荷
Ｆｉｇ．１１Ｔｈｅａｘｉａｌｄｙｎａｍｉｃｌｏａｄｏｆｐｉｎｉｏｎ

５　结　论

（１）提出的基于轮齿承载接触分析的轮齿啮合刚
度计算方法，综合考虑齿面误差、齿轮轴扭转变形产生

的附加柔度矩阵对齿面综合柔度矩阵影响。与经典方

法比较表明，该方法计算轮齿啮合刚度较准确。

（２）通过分析国内文献建立斜齿轮动力学模型采
用啮合刚度分解法，指出其与基本牛顿力学相悖之处，

并提出基于力、位移分解法，建立综合考虑时变啮合刚

度激励、啮入冲击激励的斜齿轮啮合型弯 －扭 －轴耦
合振动模型，形式上比较两种方法建立动力学方程

差别。

（３）以一对斜齿轮副动力学仿真模型进行实例仿
真显示，基于啮合刚度分解法［８］与本文所提方法各向

振动响应均方根值结果最大相差３６％，且前者小轮轴
向动载荷偏离静载荷较远不符合理论实际，后者则在

理论静载荷附近波动。由此表明，本文所提基于振动

位移及力分解的斜齿轮动力学方程真实有效。

（４）在建立轮齿啮合动力学模型中，尽量避免分解
法向啮合刚度，应由力、位移分解角度分析。
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