
习      题   11.1 
 
1.  证明定理 11.1.1： 距离满足正定性、对称性和三角不等式。 
2.  证明：若 nR 中的点列 收敛，则其极限是唯一的。 }{ kx
3.  设 nR 中的点列 和 收敛，证明：对于任何实数}{ kx }{ ky βα , ，成立等式 

)(lim kkk
yx βα +

∞→
 = α kk

x
∞→

lim + β kk
y

∞→
lim 。 

4.  求下列 2R 中子集的内部、边界与闭包： 
 （1）S = ； }0,0|),{( ≠> yxyx
 （2）S = ≤ ； 220|),{( yxyx +< }1

 （3）S = ≤{ xyx <0|),( }1sin,1
x

y = 。 

5.  求下列点集的全部聚点： 

 （1）S = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
+

− ",2,1
1

)1( k
k

kk
； 

 （2）S = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ",2,1

5
2sin,

5
2cos kkk ππ

； 

 （3）S = ≤ 。 )1)((|),{( 2222 +−+ xyyxyx }0
6.  证明定理 11.1.3：x是点集S（ nR⊂ ）的聚点的充分必要条件是：存在S中的点列{xk}, 满
足xk  ≠ x（ ",2,1=k ），且 x

∞→k
lim k = x 。 

7.  设 U是 2R 上的开集，是否 U的每个点都是它的聚点。对于 2R 中的闭集又如何呢？ 
8.  证明 的所有内点组成的点集 必是开集。 nRS ⊂ DS
9. 证明 的闭包nRS ⊂ SSS ′= ∪ 必是闭集。 
10. 设 。若E为开集，F为闭集，证明： 为开集， 为闭集。 nRFE ⊂, FE \ EF \
11. 证明 Cantor闭区域套定理。 
12. 举例说明：满足 0lim 1 =−+∞→ kkk

xx 的点列{xk}不一定收敛。 

13. 设 为紧集，证明 和 为紧集。 nRFE ⊂, FE∩ FE∪

14. 用定义证明点集 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= "∪ ,2,11}0{ k
k

是R中的紧集。 

15. 应用 Heine-Borel定理直接证明： nR 上有界无限点集必有聚点。 
 
 
 

习    题  11.2 
 
1．确定下列函数的自然定义域： 

（1）
221

)ln(
yx

xxyu
−−

+−= ；   （2）
zyx

u 111
++= ； 

（3） )(22222222 rRrzyxzyxRu >−+++−−−= ； 

（4） 22arcsin
yx

zu
+

= 。 
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2. 设 2/322

3

)( yx
x

x
yf

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

  ，求 。 )0( >x )(xf

3． 若函数 
)1(),( −+= xfyyxz ， 

且当 时4=y 1+= xz ，求 和 。 )(xf ),( yxz
4． 讨论下列函数当 趋于 时的极限是否存在： ),( yx )0,0(

（1）
yx
yxyxf

+
−

=),( ；    （2） 22),(
yx

xyyxf
+

= ； 

（3）   （4）
⎩
⎨
⎧ <<

=
;0

,0,1
),(

2

其它点

xy
yxf 84

33

),(
yx

yxyxf
+

= 。 

5． 对多元函数证明极限唯一性，局部有界性，局部保序性和局部夹逼性。 
6． 对多元函数证明极限的四则运算法则：假设当x趋于x 0时函数 f (x)和g (x)的极限存在，
则 

（1） (f (x)±g (x)) = f (x)± g (x)；   
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→

   （2） (f (x) ·g (x)) = f (x)· g (x)； 
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→

   （3） (f (x)／g (x)) = f (x)／ g (x)  （ g (x) ≠ 0）。 
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→

7． 求下列各极限： 

（1） 22)1,0(),(

1lim
yx

xy
yx +

−
→

；    （2） 22

22

)0,0(),(

1lim
yx

yx
yx +

++
→

； 

（3）
xy
xy

yx

11
lim

)0,0(),(

−+
→

；      （4）
11

lim
22

22

)0,0(),( −++

+
→ yx

yx
yx

； 

（5） 22

2

)0,0(),(

)ln(lim
2

yx
ex y

yx +
+

→
；   （6） 22

33

)0,0(),(

)sin(lim
yx

yx
yx +

+
→

； 

（7） 2222

22

)0,0(),( )(
)cos(1lim

yxyx
yx

yx +
+−

→
；  （8） 。 )(22 )(lim yx

y
x

eyx +−

+∞→
+∞→

+

8． 讨论下列函数在原点的二重极限和二次极限： 

（1） 222

22

)(
),(

yxyx
yxyxf
−+

= ； 

（2） 22

2222 )1()1(),(
yx

yyxxyxf
+

+−+
= ； 

   （3）
x

y
y

xyxf 1sin1sin),( += 。 

9. 验证函数 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<>−

≤<>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

其它点

且

且

,0

,20),2(1

,
2
10,

2
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),( 222
2

222
2

xyxxyx
x

xyxxxy
x

yxf  
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在原点不连续，而在其它点连续。 

10. 讨论函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,),(
22

22
22

2

yx

yx
yx

yx
yxf  

的连续范围。 

11．设 在区间 上具有连续导数，)(tf ),( ba ),(),( baba ×=D 。定义 上的函数 D

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′

≠
−
−

=
.),(

,,)()(
),(

yxxf

yx
yx

yfxf
yxF  

 证明：对于任何 成立 ),( bac∈
)(),(lim

),(),(
cfyxF

ccyx
′=

→
。 

12．设二元函数 在开集),( yxf 2RD ⊂ 内对于变量 是连续的，对于变量x y满足 Lipschitz 
   条件： 

|),(),(| yxfyxf ′′−′ ≤ |'| yyL ′′− ， 

其中 D∈′′′ ),(),,( yxyx ， L为常数（通常称为 Lipschitz 常数）。证明 在 内连

续。 

),( yxf D

13．证明：若 f和 g是 D上的连续映射，则映射 f + g与函数＜f , g＞在 D上都是连续的。 
14. 证明复合映射的连续性定理（定理 11.2.2）。 

 
习    题  11.3 

 
1． 设D⊂ nR ， 为连续映射。如果D中的点列{xmRD →:f k}满足 ，且 ax =

∞→ kk
lim

∈a D，证明 
)()(lim afxf =

∞→ kk
。 

2． 设 是f nR 上的连续函数， 为实数。设 c
})(|{ cfn

c <∈= xxA R ， ≤ 。 )(|{ xx fn
c RB ∈= }c

 证明Ac为
nR 上的开集，Bc为

nR 上的闭集。 
3． 设二元函数 

xy
yxf

−
=

1
1),( ， )1,0[)1,0[),( ×=∈Dyx ， 

 证明： 在 上连续，但不一致连续。 f D
4． 设 A为 nR 上的非空子集，定义

nR 上的函数 为 f
}{|inf)( Ay||yxx ∈−=f 。 

   它称为 x到 A的距离。证明：  
(1) 当且仅当 Ax∈ 时， 0)( =xf ； 

(2) 对于任意 xx ′′′, ∈ nR ，不等式 

)()( xx ′′−′ ff ≤ || xx ′′−′  

   成立，从而 在f nR 上一致连续； 

（3）若 A是紧集，则对于任意 ，点集 ≤ 是紧集。 0>c )(|{ xx fnR∈ }c
5． 设二元函数 在f 2R 上连续。证明： 
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（1） 若 ，则 在+∞=
+∞→+

),(lim
22

yxf
yx

f 2R 上的最小值必定存在； 

（2） 若 ，则 在0),(lim
22

=
+∞→+

yxf
yx

f 2R 上的最大值与最小值至少存在一个。 

6．设 是f nR 上的连续函数，满足 
(1) 当 时成立 ； 0≠x 0)( >xf
(2) 对于任意 与 ，成立x 0>c )()( xx cfcf = 。 
证明：存在 ，使得 0,0 >> ba

|≤ ≤ 。 | xa )(xf || xb
7．设 为连续映射。证明对于f mn RR →: nR 中的任意子集 A，成立 

)()( AfAf ⊂ 。 
举例说明 )(Af 能够是 )(Af 的真子集。 

8．设 是有界开区域f 2RD ⊂ 上的一致连续函数。证明： 
（1）可以将 连续延拓到 的边界上，即存在定义在f D D上的连续函数 ，使

得

f~

ff =
D

~
； 

（2） 在 上有界。 f D
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