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第九章 常微分方程数值解



9.0 基本概念
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研究微分方程数值解的意义

《常微分方程》课程已经开过，在哪里学习了如何求解
几类特殊常微分方程定界问题的解析解。

在工程和科学计算中，所建立的各种常微分方程的初值
或边值问题，除很少几类的特殊方程能给出解析解，绝
大多数的方程是很难甚至不可能给出解析解的，其主要
原因在于积分工具的局限性。因此，人们转向用数值方
法去解常微分方程，并获得相当大的成功，讨论和研究
常微分方程的数值解法是有重要意义的。





9.0 基本概念
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一阶常微分方程初值问题
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注：若f 在D = {x0  x  X , | y |<+}内连续，且满足
Lip条件：

L 0，使

|f (x，y1) – f (x，y2)|  L|y1 – y2|
则(1) (2)的连续可微解y(x)在[x0 ，X]上唯一存在。
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 2. 初值问题的数值解

称(1) (2)的解y(x)在节点xi处的近似值

yi  y(xi)   x0 < x1 <x2 < ... < xn = X.
为其数值解，方法称为数值方法。

注：

①考虑等距节点: xi = x0 + ih，h = (X – x0)/n.
②从初始条件y(x0 ) = y0出发，依次逐个计算

y1，y2，…, yn的值，称为步进法。

两种：单步法、多步法。
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 1. Euler方法的推导(积分法)

9.1 初值问题的Euler方法
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用 代替[ ]上的 有
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将其应用于区间[ ]上，有

      

用 ＝ ，  ， ＝ ，

 2. Euler方法的推导

得显式Euler方法公式或Euler方法公式

9.1 初值问题的Euler方法
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几何意义：

0

1 2 3, , ...
y

y y y
它可以从 出发，逐次

算出 。



 2. Euler方法的推导

9.1 初值问题的Euler方法
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用 代替[ ]上的

得隐式 公式或向后
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注：无特殊说明，Euler公式指的是显式形式

它与显式的不同在于，它每算一步要解

函数方程（2）才能得到 。



 2. Euler方法的推导(Tayler 展开法)
Euler方法的公式可由Tayler级数去掉高阶导数项得到

去掉高于一阶导数的项，由

有

得

9.1 初值问题的Euler方法
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显式Euler公式



 3. Euler方法的简单应用

例1 以h=0.1为步长，用Euler公式求初值问题

的数值解，并与精确解比较。

解：精确解

9.1 初值问题的Euler方法
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由Euler公式，则有



9.1 初值问题的Euler方法

 程序实现 %dy/dx=x*exp(-x)-y
%y(0)=1
%Exact  solution y(x)=1/2*(x^2+2)*exp(-x)
a=0;  b=1;
h=0.1;
x=[0:h:1];
n=(b-a)/h;
y=zeros(1,n+1);
y(1)=1；
for i=2:n+1      

y(i)=y(i-1)+h*(x(i-1)*exp(-x(i-1))-y(i-1)) ; 
end      
plot(x,y,‘o')
hold on  
z=0.5.*(x.^2+2).*exp(-x)
plot(x,z,'r')
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9.1 初值问题的Euler方法
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9.1 初值问题的Euler方法
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 4. 截断误差与代数精度

 定义1
① 称 ei = y(xi) – yi 为数值解yi的（整体）截断误差。

②若yk = y(xk)，k = 0，1，2，…，i. 
由求解公式得数值解 ，则称

为局部截断误差。

9.1 初值问题的Euler方法

1 1( ) i iy y x  1 1 1( ) ( )i i ix y x y     
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单步计算
产生的误差

局部截断误差局部截断误差

考虑到每步误差
对下一步的影响

整体截断误差整体截断误差



 4. 截断误差与代数精度

 定义2  若求解公式的局部截断误差为 i =O(hp+1)，则称
该方法是p阶方法，或是p阶精度。<p阶公式>
问题： Euler方法是几阶方法？

9.1 初值问题的Euler方法
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证 设 在[ ]上充分光滑， ，
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一阶方法
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一阶常微分方程初值问题
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 2. 梯形方法的推导

9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法
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 2. 梯形方法的推导

梯形公式
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9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法



Euler方法与

梯形方法的关系

Euler方法 梯形方法

单步法

1阶精度 显式方法 2阶精度 隐式方法

相
同
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公式Adams Moulton
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 3. Euler方法（显式的）和梯形方法的比较

9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法

1 ( , )i i i iy y hf x y  
1 1 1[ ( , ) ( , )]

2i i i i i i
hy y f x y f x y   ＋

单步法：只要
知道yi即可求

出yi+1

显示方法：
右端不隐含

yi+1
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 4. 改进的Euler方法

一种预估校正方法

9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法
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 5. 简单应用

例1 以h=0.1为步长，用Euler法与改进Euler方法求初值问

题

的数值解，并与精确解 比较。

解： , y0=1, h=0.1,
Euler方法, 改进的Euler方法分别为
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9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法
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 程序实现

首先建立一个函数文件f.m，程序如下：

function f=f(a,b)
f=a*exp(-a)-b;

然后，在一个新的m文件中编程，实现结果，代码如下:

9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法

上海电力学院数理学院上海电力学院数理学院



 程序实现
a=0;
h=0.1;b=1;
x=[0:h:1];n=(b-a)/h;
y=zeros(1,n+1);
y(1)=1;
%Euler公式

for i=2:n+1      
y(i)=y(i-1)+h*f(x(i-1),y(i-1)) ; 

end      
plot(x,y,‘o')
hold on

9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法

%改进Euler公式

y=zeros(1,n+1);
y(1)=1
for i=2:n+1      

end      
plot(x,y,'b')
hold on 
z=0.5.*(x.^2+2).*exp(-x)
plot(x,z,'r')
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t=y(i-1)+h*f(x(i-1),y(i-1)) ;
y(i)=y(i-1)+h/2*(f(x(i-1),y(i-1))+f(x(i),t) ) ;
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9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法
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9.2 初值问题的梯形方法与改进的Euler方法



小结
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 利用Euler方法、改进Euler方法求解一阶常微分

方程的初值问题

概念：

 截断误差，格式的精度

 单步法、多步法

 显式方法、隐式方法


