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第四章 数值积分与数值微分

数值微分§1

§ 2

复化求积公式§ 3

Newton－Cotes求积公式

Gauss型求积公式§ 5
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向前差商公式

向后差商公式

中心差商公式
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1  差商型求导公式
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2  插值型求导公式
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常用公式
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(2).三点公式
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3 利用样条插值函数求数值微分

的导数或二阶导数。

近似函数数的导数或二阶导数，，可用三次样条插值函定理

性质由三次样条插值函数的的三次样条插值函数，为设
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§2  Newton－Cotes求积公式

1 数值积分的基本思想：
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2  Newton－Cotes公式
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Cotes 系数表 
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高公式代数精确度尽可能确定系数使得下列求积例 :
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


















3
1
3
4
3
1

1

0

1

A

A

A


5
2

左边 ,
3
2

右边

,,,1)( 2精确成立上述公式对 xxxf 

.3次代数精确度所以上述公式具有
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（二）梯形公式与Simpson公式的误差估计

)(1 fR证明：

 

),(                        )(
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)()(
2
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3

1

bafab

bfafabdxxffR
b

a







 



 则梯形公式的误差为若定理 ,,)(: )2( baCxf 

dxbxaxf b

a 


 ))((
2

)(

dxbxaxfb

a
x ))((

2
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





3)(
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)( abf






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  公式的误差为则，若定理 Simpson   ,)(       : )4( baCxf 

),(       )(
2880
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)()
2

(4)(
6

)()(

)4(
5

2

bafab

bfbafafabdxxffR
b

a










 





 



 ,)(
3

的三次插值多项式作

公式的代数精度为已知

xf
Simpson

   ))()((
!3

)()(: 210

)3(

2 推得可以由证明  
b

a
dxxxxxxxffR 

三次多项式。且是

点的值等于函数值，使得在

 

,
2

, bbaa 
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满足插值多项式的三次取 )()( 3 xHHermitexf

)
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2
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2
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(

)()(                      ),()(

33
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
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
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)4(
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


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


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

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6
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2
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b

a
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dxbxbaxaxf b
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 



1

1

25
)4(

)1()1()
2

(
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(
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5
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为两个节点之间的距离h
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§3 复化求积公式

基本思想：高次插值有Runge 现象，
用分段低次插值函数近似被积函数求积分近似值。

替用分段线性插值函数代被积函数 )( xf

1.复化梯形公式

n
abh 


x
0

x
1

x

f(x
)

x
2

h h x
3

h h x
4
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n
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
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

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

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0
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k
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 ，其截断误差为如果 baCxf ,)( )2(



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复合梯形公式：

n
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k
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a

b
Txfbfafhdxxf 
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1
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



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2

fabh 

),( 1 kkk xx
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)( xf替用分段二次插值函数代

即分段用Simpson公式再求和可得复化Simpson公式.

2. 复化Simpson公式

x0 x2
x

f(x)

x4h h xn-2h xn

n
abh 



…...

hx3x1 xn-1
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 ，则截断误差为若 baCxf ,)( )4(

),( 222 kkk xx 

),(        ),(
180

)( )4(4 bafhabfRs 


 

复化Simpson公式：
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例：若用复化Simpson公式计算积分 dxe x 1

0

2

问积分区间要等分为多少份才能保证计算结果有4位有效数字？

 1,0   13.0    :
2

  xe x解 13.0      
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24241(
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如果用复化梯形公式计算，则由误差公式
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注意到区间再次对分时
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注意到区间再次对分时
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3  逐次分半算法

mm
m abhmn

2
    ),,2,1,0(2     

 取

)2,,1,0(             m
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递推公式
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2
1 12

1
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
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k
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（1）梯形公式的逐次分半算法
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.
122

之和乘以新步长与新分点处函数值之和

的一半是前次计算的近似值即

mh

TT mm 

  .2 称为梯形值序列mT

b][a,2Cf 若 )(
3
1),( 12222  mmmm TTTfRTI
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（2）Simpson公式的逐次分半算法
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3
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

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







mhkafkhafbfafhS
mm

m

k
m

k
m

m

  .2 序列称为SimpsonS m

  则有若 ,,)( )4( baCxf 

)(
15
1),( 12222  mmmm SSSfRSI

为Simpson公式的逐次分半算法的事后误差估计公式，

实际计算时常以

 122 mm SS
为停步准则。
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.5,1
4

   : 2
2

位有效数字使结果具有的周长计算椭圆例  yx
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§5 Gauss型求积公式

:基本思想

一般理论   1

.0)(,

)()()(                       

},{}{,

1

为权函数其中具有最高的代数精确度

使求积公式和求积系数适当选取固定时在节点数



 


x

xfAdxxfx

Axn
n

k
kk

b

a

kk





:问题

?).1( 代数精确度是多大个节点的求积公式最高n

?   
,).2(

最高的代数精确度

使求积公式具有数怎样选取节点与求积系
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次代数精度具有设求积公式 mxfAdxxfx
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
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nm 21 由此得

.12 nn 为个节点的代数精度至少即

应满足方程组和求积系数则节点 }{}{ kk Ax

§5 Gauss型求积公式

1. Gauss型求积公式
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.12, nn 高代数精度为个节点的求积公式的最所以

 能使求积公式如果一组节点

定义
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型求积公式的数上述求积公式为带权函

点则称这组节点为次代数精度具有
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Gaussn
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§5 Gauss型求积公式
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1

1

型公式判断是否为精度并指出公式有几次代数

使其代数精度尽量高和中的待定系数

试确定求积公式例

Gauss
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cfbfafdxxf 
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§5 Gauss型求积公式
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必须满足方程组系数

的代数精度要使公式具有尽可能高

 ,,
,

cba



















3
26.06.0

06.06.0

2

ca

ca

cba

.,
9
8,

9
5

高求积公式的代数精度最时当  bca















9
8

9
5

        
b

ca
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  0)6.0()6.0(
9
5)(~ 333 xI

∴ 此求积公式有5次代数精确度
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是Gauss型求积公式。

§5 Gauss型求积公式
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解：通过坐标变换化为[-1，1]上的积分
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2. Gauss型求积公式的误差

§5 Gauss型求积公式
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            1)(      ]1,1[ 型求积公式的上带权函数 Gaussx  
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3 几种常用的Gauss型求积公式

(一) Gauss－Legendre求积公式

§5 Gauss型求积公式
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（二）Gauss－Chebyshev求积公式

             
1

1)(   ]1,1[
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型求积公式的上带权函数 Gauss
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（三）Gauss－Laguerre求积公式
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