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线弹性体本构方程对称性的逆命题研究
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摘要 基于线弹性体本构方程系数矩阵的对称性，提出了其对应的逆命题问题，即若材料本构方程是线性

且对称的，能否由此确定物体是完全弹性的？论文通过构造势函数的方法对该问题给出了肯定的回答，从而论

证了对于符合线性本构关系的材料，其本构方程的对称性与物体的完全弹性相互蕴含，因而是相互等价的.
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Abstract From the symmetry of the coefficient matrix of the constitutive law of linear elastic bodies, one may

motivated to consider the corresponding inverse proposition, i.e. whether or not the symmetry of the linear

constitutive law implies the perfect elasticity of the body. A positive answer of this question may be made

via the construction of an elastic potential function for the body，which indicates that the symmetry of the

constitutive equation and the perfect elasticity of body are equivalent.
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引 言

在最一般的意义上，弹性体的理想模型 (包括线

弹性体和非线性弹性体) 只假设物体存在各处应力

为零的自然状态, 初始构形就取在自然状态上, 材料

行为只与相对于自然状态的现时变形状态有关 [1-2].

其本构方程一般可通过两种途径来建立，一种是格

林方法，即从势能函数出发来得到弹性体的本构方

程，这种具有弹性势的弹性体也称为超弹性体或格

林意义下的弹性体.另一种是柯西方法，即从弹性体

的特性即 “一定的应力状态对应于一定的应变状态”

出发，直接假设应力 --应变函数关系，再通过实验确

定其中的系数. 直接由这种应力 --应变函数关系描

述的物体叫柯西意义下的弹性体，或直接叫作弹性

体.

经典弹性力学中的完全弹性假设要求材料的应

力应变具有一一对应的关系，而且这个关系和时间

无关，也和变形历史无关 (因此其材料的弹性常数不

随应力或应变的变化而改变)，这实际上也是在柯西

意义定义的弹性体 [3-4]. 显然，超弹性体一定是弹性

体，但对于一般的弹性体只有当其应力应变关系中

的系数满足一定的条件时才是超弹性体，才具有相

应的弹性势. 在这个意义上说来，柯西弹性体是一

个比超弹性体更为广泛的概念.

对于完全弹性的线弹性体而言，由广义胡克定
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律表征的本构关系方程中有 36个弹性系数，但由于

线弹性体应变能密度即为其势函数，因此完全弹性

和超弹性此时是等价的，由此可以证明 36个弹性系

数中只有 21个是独立的，也即线弹性体的本构方程

的系数矩阵是对称的 [5]. 但是其逆命题，即如果已

知本构方程是线性且对称的，能否得出物体是完全

弹性或超弹性的结论，在现有的文献中却鲜有提及.

本文对该问题进行探讨，以期得到对本构方程的对

称性及物体的完全弹性之间关系更为深刻的认识.

1 线弹性体的本构方程与势函数

在小变形假设下，无初应力的弹性体的应力--应

变关系可近似表示为如下线性函数形式

σx = C11εx + C12εy + C13εz + C14γxy+

C15γyz + C16γzx

σy = C21εx + C22εy + C23εz + C24γxy+

C25γyz + C26γzx

σz = C31εx + C32εy + C33εz + C34γxy+

C35γyz + C36γzx

τxy = C41εx + C42εy + C43εz + C44γxy+

C45γyz + C46γzx

τyz = C51εx + C52εy + C53εz + C54γxy+

C55γyz + C56γzx

τzx = C61εx + C62εy + C63εz + C64γxy+

C65γyz + C66γzx





(1)

若采用张量表示法，上式可缩写成

σij = Cijklεkl (2)

其中 σij 为二阶应力张量，εij 是二阶应变张量，

Cijkl 为四阶弹性张量. 由弹性体应力张量的对称性

σij = σji，可得出 Cijkl = Cjikl，再由应变张量的对

称性 εkl = εlk，可得出 Cijkl = Cijlk，于是 Cijkl 中

的 81个分量独立的仅为 36个，与式 (1)中的 36个

分量一一对应.

当弹性体从无应变状态 “0” 到某一应变状态

“εij” 的过程中，弹性体的应变能为

U =
∫∫∫

V

∫ εij

0

σijdεijdV (3)

由于完全弹性体的应变能是弹性体状态的函

数，它应只与弹性体的状态有关，而与达到该状态

的具体过程无关，因此式 (3) 右端积分结果应与路

径无关，从而被积函数必为某一函数的全微分. 设

此函数为 U0(εij)，则有

U0(εij) =
∫ εij

0

σijdεij (4)

且

δU0(εij) =
∂U0

∂εij
δεij = σijδεij (5)

所以
∂U0

∂εij
= σij (6)

其中 U0(εij)表示单位体积的弹性应变能，称为弹性

应变能密度函数或弹性应变比能函数，又由于它是

以应力分量作为系数的全微分的势函数，故又称为

弹性势函数. 式 (6)称为格林公式，它对任意完全弹

性体皆成立. 根据格林公式，只要给定了弹性势函

数，则弹性体的应力 --应变关系也就确定了，因此弹

性势函数是弹性材料本构关系的另一种表达形式.

进一步假设 U0(εij)有二阶以上的连续偏导数，

则由格林公式 (6) 可得

∂2U0

∂εij∂εkl
=

∂σij

∂εkl
,

∂2U0

∂εkl∂εij
=

∂σkl

∂εij
(7)

所以
∂σij

∂εkl
=

∂σkl

∂εij
(8)

上式称为广义格林公式. 将式 (2) 代入广义格林公

式 (8) 可得

∂σij

∂εkl
= Cijkl =

∂σkl

∂εij
= Cklij (9)

这说明对于具有线性本构关系的完全弹性体而

言，其本构方程中的 36 个变量实际上只有 21 个是

独立的，即本构方程的系数矩阵是对称的.

2 本构方程的对称性是否决定物体的完全

弹性?

本构方程的对称性是一般弹性力学教科书都会

阐述的基本问题，即完全弹性体的物理特性决定了

其应力 --应变关系矩阵是对称矩阵，或者说如果线

性本构关系矩阵是非对称的，则物体一定是非完全

弹性体.但是其逆命题是否成立，目前尚未得到有关

学者的关注，在现有的书籍和文献中鲜有提及. 本

文下面将对此进行论证.
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定理 1 如果已知某物体材料的应力 --应变关

系是线性的，且本构方程中的系数矩阵是对称的，

则该物体一定是完全弹性体.

证明 根据已知，物体的应力 --应变关系如式

(1) 所示，其中 Cij = Cji (i, j = 1, 2, · · · , 6). 如果要

证明该物体为完全弹性体，关键是能否找到其势函

数 U0(ε)，使其满足
∂U0

∂εi
= σi. 此处为直观起见，不

再用张量符号表示，而改用向量符号表示，令

ε = [εx εy εz γxy γyz γzx]T =

[ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6]T

若取 U0(ε) 为如下二次型

U0(ε) =
1
2

(ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6) ·



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C66







ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6




(10)

则显然有

∂U0(ε)
∂εi

=
6∑

j=1

Cijεj = σi (11)

上式说明所构造的二次型式 (10) 满足格林公

式 (6)，即它可以作为该物体的势函数. 由于势函

数的存在，使得物体变形过程中变形能与变形过程

无关，而只与最终状态有关，即物体的变形与载荷在

整个加载过程中存在一一对应的单值函数关系，且

外力释放后物体可完全恢复原状，因此说明该物体

是完全弹性体.

3 结 论

本文在回顾梳理弹性势函数理论的基础上, 通

过构造一种基于应力 -- 应变关系系数矩阵的势函

数，回答了能否由本构方程系数矩阵的对称性确定

物体是完全弹性体的问题,从而得出结论：对于线性

本构关系而言，本构方程系数矩阵的对称性与物体

的完全弹性相互蕴含，因而是相互等价的. 该结论

不仅从一个侧面反映了对称性对于某些物理本质的

内蕴影响，也是对称美在自然科学美学中的一个新

示例 [6]. 同时由于在基础力学中对称性概念的重要

地位，讨论这种等价关系，对于深入理解线弹性结构

中的相关定理及结论也是非常有益的.
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