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基于广义 ＤＦ法的参数可调二阶滑模抖振特性分析
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　　摘　要：为研究一类参数可调二阶滑模控制（２－ＳＭＣ）抖振特性的估算和调节方法，在经典描述函数（ＤＦ）法基础
上提出了一种广义ＤＦ法。通过计算２－ＳＭＣ的频率无关基波分量，推导其负倒描述函数曲线旋转角与控制参数的关系
式，得出系统输出量抖振特性的调节方法；接着利用广义 ＤＦ法估算复杂非线性环节的抖振特性，并分析其稳定性；最后
利用广义ＤＦ法分析频率相关基波分量，得到状态变量抖振特性的估算方法。在验证实验中，基于经典和广义ＤＦ法的抖
振特性估算结果与仿真实验结果吻合，并具有较高的角频率估计精度，表明了抖振特性分析方法的正确性。

关键词：二阶滑模控制；抖振特性；广义ＤＦ法；频率相关基波分量
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　　非线性系统中普遍存在自激振荡现象［１］。而该现

象在滑模控制中尤为引人关注，即滑模控制的抖振。

抖振对滑模控制系统的影响主要表现为：较大的抖振

幅度将降低控制精度；抖振频率与系统谐振频率相近

时易引发系统共振；过快的抖振频率可能超出控制器

允许的最大切换速率。如文献［２］中，ＢａｎｇＢａｎｇ控制
器引入的抖振频率就必须小于磁流变阻尼器允许的电

压切换速率，而该文献并未提出如何调节抖振频率。

因此，如何估算和调节系统的抖振特性（即抖振幅度Ａｎ
和抖振角频率ωｎ）成为滑模控制的重要研究问题。

趋近率滑模［３］是滑模控制的典型代表，学者们通

常在时域上研究如何抑制切换控制所引入的抖振，利

用全部状态变量设计滑模面参数，再设计“准滑动模

态”或“低通滤波器”［４］来削弱抖振。由于时域分析法

的局限性，学者们一般通过仿真实验曲线来评估对抖

振的抑制效果，但这样的设计思路存在以下问题：①
在工程应用中很难测量全部状态变量；② 一般采取定

性的方法分析抖振的抑制效果，无法准确计算抖振特

性；③ 很难找出抖振特性与控制系统参数之间的对应



关系，因而无法灵活调节抖振特性。

由于滑模切换函数的非连续性和多样性，仅采用

时域法分析滑模抖振特性已力不从心。因此，有学者

借助频域经典描述函数（ＤＦ）法来分析该问题。Ｏｌｉｖｅｉ
ｒａ等［５］利用经典ＤＦ法为不确定系统设计的滑模控制
器，通过调整Ｇ（ｓ）与－１／Ｎ（Ａ）幅相频率特性曲线相交
位置实现抖振特性的定量调节，并提高了系统鲁棒性；

Ｈｕａｎｇ等［６］运用经典 ＤＦ法分析了滑模控制器的稳定
性和极限环，并研究各种切换函数对抖振特性的影响；

Ｂｏｉｋｏ近十年时间，在经典 ＤＦ法基础上提出了滞环控
制器［７］、输出反馈缠绕控制器［８］、二阶滑模控制器［９－１０］

的抖振特性计算和调节方法。但是基于经典 ＤＦ法的
滑模抖振研究仍然存在一些问题：只能分析滑模面的抖

振特性而无法分析系统各状态变量的抖振特性；只能分

析与振幅Ａ相关的简单描述函数Ｎ（Ａ），而不能分析与
振幅Ａ和角频率ω相关的复杂描述函数Ｎ（Ａ，ω）。

为更完善地研究滑模控制的抖振特性，本文将以

一类参数可调２－ＳＭＣ为研究对象，首先利用经典 ＤＦ
法，找到系统输出量 ｙ（ｔ）的抖振特性随控制参数变化
的规律；接着针对复杂非线性环节提出广义 ＤＦ法，以
估算抖振特性并分析抖振稳定性；最后利用广义ＤＦ法
估算系统状态变量的抖振特性。

１　控制系统设计

考虑如图１所示的自治反馈控制系统，其中被控
对象Ｇ（ｓ）＝Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ），且 Ｇ１（ｓ）与 Ｇ２（ｓ）的零极点
均位于左半平面或虚轴上；ｘ１，ｘ２为待分析的状态变
量；ｕ为被控系统输入量；ｙ为被控系统输出量且
ｙ＝ｘ１。　

图１　二阶滑模控制系统
Ｆｉｇ．１２ＳＭＣｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ

图１中２ＳＭＣ为可调二阶滑模控制器［１１］，其输出

控制量表示为

ｕ（ｔ）＝－α（ｔ）Ｍｓｉｇｎ（σ（ｔ）） （１ａ）

α（ｔ）＝
１，　ｙＭ（ｔ）σ（ｔ）≥０

α，　ｙＭ（ｔ）σ（ｔ）＜
{ ０

（１ｂ）

σ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－βｙＭ（ｔ） （１ｃ）
式中：Ｍ为控制器增益；α ＞０；β∈（０，１］；ｙＭ（ｔ）定义
为输出量ｙ（ｔ）的最新极值，并设定 ｙＭ（０）＝０。ｙＭ（ｔ）
可理解为：若存在多个时刻 ｔｄ１＜ｔｄ２＜ｔｄ３… ＜ｔｄｎ且
满足：

ｙ·（ｔｄ１）＝ｙ
·
（ｔｄ２）＝… ＝ｙ·（ｔｄｎ－１）＝ｙ

·
（ｔｄｎ）＝０

则

ｙＭ（ｔ）＝
ｙ（ｔｄ１）　　ｔｄ１≤ｔ＜ｔｄ２
ｙ（ｔｄｎ－１）　　ｔｄｎ－１≤ｔ＜ｔｄｎ
ｙ（ｔｄｎ）　　ｔｄｎ≤

{
ｔ

２　输出量ｙ（ｔ）抖振特性分析

本小节将利用经典描述函数法，分析控制系统的

稳定性和输出量抖振特性。首先计算２－ＳＭＣ对应的
负倒描述函数－１／Ｎ１（Ａ），在２－ＳＭＣ的输入端施加正
弦信号Ａｓｉｎ（ωｔ），并依次得到对应的 ｙＭ（ｔ）、σ（ｔ）和控
制器输出ｕ（ｔ）波形，如图２所示。

图２　正弦激励输出波形
Ｆｉｇ．２Ｏｕｔｐｕｔｗａｖｅｆｏｒｍｓｏｆｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

对输出ｕ（ｔ）谐波线性化处理，得到其基波分量 Ａ１
和Ｂ１：

Ａ１ ＝
２
π
［∫

－ｓｉｎ－１β

－１２π
－Ｍｃｏｓ（ωｔ）ｄ（ωｔ）＋

∫
１
２π

－ｓｉｎ－１β
αＭｃｏｓ（ωｔ）ｄ（ωｔ）］＝

２Ｍ
π
［（α －１）＋β（α ＋１）］ （２ａ）

Ｂ１ ＝
２
π
［∫

－ｓｉｎ－１β

－１２π
－Ｍｓｉｎ（ωｔ）ｄ（ωｔ）＋

∫
１
２π

－ｓｉｎ－１β
αＭｓｉｎ（ωｔ）ｄ（ωｔ）］＝

２Ｍ
π
［（α ＋１） １－β槡

２］ （２ｂ）

可以看到当参数 α和 β确定后，Ａ１、Ｂ１与施加信
号的频率无关，即为频率无关基波分量。因此，也称其

对应的非线性环节为简单非线性环节。利用基波分量

可得到２－ＳＭＣ的负倒描述函数－１／Ｎ１（Ａ）：

－ １
Ｎ１（Ａ）

＝πＡ４Ｍ
－（α ＋１） １－β槡

２

α２（１＋β）＋（１－β）
＋

ｊπＡ４Ｍ
［（α －１）＋β（α ＋１）］
α２（１＋β）＋（１－β）

（３）

将－１／Ｎ１（Ａ）绘制于复平面，如图３所示。
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图３　－１／Ｎ１（Ａ）曲线

Ｆｉｇ．３－１／Ｎ１（Ａ）ｃｕｒｖｅｉｎｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｐｌａｎｅ

－１／Ｎ１（Ａ）曲线是始于原点的直线，并随着参数 Ａ
的增大而远离原点，与实轴的夹角φ可表示为：

φ＝ｔａｎ－１
（α －１）＋β（α ＋１）
（α ＋１） １－β槡

( )２
（４）

结合图 ３和式（４）可以看到，若（α －１）＋
β（α ＋１）＞０，则 －１／Ｎ１（Ａ）曲线位于第二象限；若
（α －１）＋β（α ＋１）＜０，则－１／Ｎ１（Ａ）曲线位于第三
象限；若（α －１）＋β（α ＋１）＝０，则 －１／Ｎ１（Ａ）曲线
为实轴负半轴。因此通过调整参数 α和 β，控制器
２－ＳＭＣ的负倒描述函数曲线可在 －９０°～－２７０°间旋
转，从而改变 Ｇ（ｊω）与 －１／Ｎ１（Ａ）的交点。利用经典
ＤＦ法分析闭环系统的稳定性和抖振特性，可使控制系
统输出量ｙ（ｔ）的抖振特性满足期望性能。

３　广义ＤＦ法推导

在上一节利用经典 ＤＦ法分析了简单非线性环节
所引入的抖振特性。然而也存在一些较复杂的非线性

环节（如图４所示），其描述函数 Ｎ（Ａ，ω）与施加信号
的频率有关，因而不再适用于经典ＤＦ法。在本节将针
对Ｎ（Ａ，ω）提出一种广义ＤＦ法，以求取抖振的稳定性
和抖振特性。

图４　复杂非线性系统框图
Ｆｉｇ．４Ｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄｎｏｎｌｉｎｅａｒ

将图４所示闭环系统的幅相频率特性表示为 １／
［１＋Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω）］，在奈氏稳定判据的基础上，提出
基于数值计算的广义ＤＦ法稳定判据：

步骤１：确定角频率分析范围０＜ω≤ωｕｐ，ωｕｐ为分
析的角频率上限；

步骤２：判断在角频率分析范围内是否存在抖振特
性（Ａｎ，ωｎ），使得 Ｉｍ［Ｇ（ｊωｎ）Ｎ（Ａｎ，ωｎ）］＝０与

Ｒｅ［Ｇ（ｊωｎ）Ｎ（Ａｎ，ωｎ）］＝ －１同时成立（可能存在多
个抖振特性）；

步骤３：若Ａｎ，ωｎ满足式（５）和式（６），则（Ａｎ，ωｎ）
为稳定的抖振点；

Ｒｅ［Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω）］
ω ω＝ωｎ，Ａ＝Ａｎ

＞０

ｌｍ［Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω］
ω ω＝ωｎ，Ａ＝Ａｎ

＞{ ０
（５）

Ｒｅ［Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω）］
Ａ ω＝ωｎ，Ａ＝Ａｎ

＞０ （６）

　　步骤４：若Ａｎ，ωｎ满足式（７）和式（８），则（Ａｎ，ωｎ）
为稳定的抖振点；

Ｒｅ［Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω）］
ω ω＝ωｎ，Ａ＝Ａｎ

＞０

ｌｍ［Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω］
ω ω＝ωｎ，Ａ＝Ａｎ

＜{ ０
（７）

Ｒｅ［Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω）］
Ａ ω＝ωｎ，Ａ＝Ａｎ

＜０ （８）

　　步骤５：否则（Ａｎ，ωｎ）为非稳定的抖振点。
判断抖振（Ａｎ，ωｎ）的稳定性，关键是分析Ｇ（ｊω）

Ｎ（Ａ，ω）特性曲线与点（－１，ｊ０）的位置关系。依据奈
氏稳定判据，若当 Ａ＞Ａｎ，Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω）不包围
（－１，ｊ０）；当Ａ＜Ａｎ，Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω）包围（－１，ｊ０）时，
抖振（Ａｎ，ωｎ）是稳定的，否则是不稳定的。

图５（ａ）　稳定抖振的幅相频率特性
Ｆｉｇ．５（ａ）Ｍａｇｎｉｔｕｄｅｐｈａｓｅ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆｓｔａｂｌｅｃｈａｔｔｅｒｉｎｇ

图５（ｂ）　非稳定抖振的幅相频率特性
Ｆｉｇ．５（ｂ）Ｍａｇｎｉｔｕｄｅｐｈａｓｅ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆｕｎｓｔａｂｌｅｃｈａｔｔｅｒｉｎｇ
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接下来利用图５解释步骤３～步骤５：图５（ａ）中，
当Ａ＝１．６时，Ｇ（ｊω）Ｎ（Ａ，ω）特性曲线与负实轴交于
（－１，ｊ０）点且斜率为正，满足式（５），随着 Ａ的增大
（减小），特性曲线与负实轴交点向右（左）移动，满足

式（６），依据奈氏稳定判据，其对应的抖振是稳定的；图
５（ｂ）中，当 Ａ＝０．０３３时，特性曲线与负实轴交于
（－１，ｊ０）点且斜率为负，满足式（７），随着 Ａ的增大
（减小），特性曲线与负实轴交点向右（左）移动，不满

足式（８），依据奈氏稳定判据，其对应的抖振是不稳
定的。

在实际应用中，特性曲线以正斜率穿越（－１，ｊ０）
的情况较多，而以负斜率穿越的情况少见。

４　状态变量抖振特性分析

在第２节中只分析了系统输出量 ｙ（ｔ）的抖振特
性，而在工程应用中同样十分关注其它状态变量的抖

振特性。在本节将利用广义 ＤＦ法分析图１中状态变
量ｘ２（ｔ）的抖振特性。

图６　重组后的系统框图
Ｆｉｇ．６Ｒｅｓｔｒｕｃｔｕｒｉｎｇｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

在图１基础上重新划分线性和非线性环节，得到
图６所示框图。可直观地看到非线性环节Ｎ２包含滑模
控制器和Ｇ１（ｓ），因此，Ｎ２一定与施加信号的角频率 ω
相关，只能利用广义ＤＦ法来分析ｘ２（ｔ）的抖振特性。

接下来将计算Ｎ２的描述函数，在Ｎ２的输入端施加
信号Ａｓｉｎ（ωｔ），可得到ｘ１（ｔ）、ｙＭ（ｔ）、σ（ｔ）和ｕ（ｔ）的波
形。由频率法可知，ｘ１（ｔ）与ｘ２（ｔ）应同为正弦信号而相
位和幅度受Ｇ１（ｓ）决定，因此可将ｘ１（ｔ）表示为式（９）：

ｘ１（ｔ）＝Ａ０（ω）Ａｓｉｎ（ωｔ＋θ０（ω）） （９）
其中Ａ０（ω）和θ０（ω）为Ｇ１（ｓ）的幅频特性和相频特性。
于是计算Ｎ２的基波分量：

Ａ１ ＝
２
π
［∫

－ｓｉｎ－１β－θ０（ω）

－１２π－θ０（ω）
－Ｍｃｏｓ（ωｔ）ｄ（ωｔ）＋

∫
１
２π－θ０（ω）

－ｓｉｎ－１β－θ０（ω）
αＭｃｏｓ（ωｔ）ｄ（ωｔ）］＝

２Ｍ[π （α ＋１）ｓｉｎ（ｓｉｎ－１β＋θ０（ω））＋

（α －１）ｃｏｓ（θ０（ω ]）） （１０ａ）

Ｂ１ ＝
２[π ∫

－ｓｉｎ－１β－θ０（ω）

－１２π－θ０（ω）
－Ｍｓｉｎ（ωｔ）ｄ（ωｔ）＋

∫
１
２π－θ０（ω）

－ｓｉｎ－１β－θ０（ω）
αＭｓｉｎ（ωｔ）ｄ（ωｔ ]） ＝

２Ｍ[π （α ＋１）ｃｏｓ（ｓｉｎ－１β＋θ０（ω））＋

（－α ＋１）ｓｉｎ（θ０（ω ]）） （１０ｂ）

从而得到Ｎ２的描述函数Ｎ２（Ａ，ω）＝Ｂ１／Ａ＋ｊＡ１／Ａ。
最后借助广义 ＤＦ法，可求出状态变量 ｘ２（ｔ）的抖振
特性。

５　数值仿真实验

设计如图 １所示控制系统，其中被控对象为
Ｇ１（ｓ）＝１／（ｓ＋３），Ｇ２（ｓ）＝１／（（ｓ＋１）（ｓ＋２）），二阶滑
模控制器为式（１）所示控制器。本节将进行两项实验：
实验一选取多组控制器参数 α和 β，将 ｙ（ｔ）的抖振仿
真结果与经典 ＤＦ法估算结果比较，以验证控制参数
α、β与抖振特性的关系；实验二将以状态变量 ｘ２（ｔ）
为研究对象，通过计算复杂描述函数，运用广义 ＤＦ法
估算其抖振特性，同时与仿真结果对比。

５．１　实验一
为分析参数α和β对控制系统抖振特性的影响，

设置三组控制器参数如表１所示。利用经典 ＤＦ法估
算输出量ｙ（ｔ）的抖振特性并与Ｍａｔｌａｂ仿真实验结果对
比。首先绘制被控对象 Ｇ（ｓ）幅相频率特性曲线和控
制器负倒描述函数－１／Ｎ１（Ａ）曲线，如图７所示。从图
７可看到２－ＳＭＣ的负倒描述函数曲线 －１／Ｎ１（Ａ）随
着参数α和β的减小而逆时针旋转，并从第二象限旋
转到第三象限。随着－１／Ｎ１（Ａ）逆时针方向旋转，－１／
Ｎ１（Ａ）与 Ｇ（ｓ）的交点向角频率减小方向运动，因而
ｙ（ｔ）的抖振角频率减小、抖振幅度增大。图８为三组
控制参数对应的 ｙ（ｔ）仿真响应曲线，并测量了各自的
抖振特性。表１列出了三组控制器参数对应的抖振特
性的估算和仿真结果，可看到 ｙ（ｔ）抖振角频率的理论
估算与仿真实验结果较吻合，而抖振幅度的估算值稍

小于仿真实验结果，这可能是由于ＤＦ法只分析基波分
量，而造成了一定误差。

表１　控制器参数与ｙ（ｔ）抖振特性对比
Ｔａｂ．１Ｃｏｍｐａｒｉｎｇｃｈａｔｔｅｒｉｎｇｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆｙ（ｔ）

ｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｅｓｅｔｓｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｍ　α　β
理论估算

ωｎ／（ｒａｄ·ｓ
－１）　Ａｎ

仿真实验

ωｎ／（ｒａｄ·ｓ
－１）　Ａｎ

１　１．５　０．９ １５．８　４．６×１０－４ １５．０　６．５×１０－４

１　１．５　０．５ ６．４　５．７×１０－３ ６．３　６．１×１０－３

１　０．３　０．４ ２．９　１．６×１０－２ ２．９　１．８×１０－２
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图７　描述函数分析
Ｆｉｇ．７ＤＦａｎａｌｙｓｉｓｉｎｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｐｌａｎｅ

图８　三组参数对应的ｙ（ｔ）响应曲线
Ｆｉｇ．８Ｃｏｍｐａｒｉｎｇｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆｙ（ｔ）

５．２　实验二
为估算ｘ２（ｔ）的抖振特性，将按照图６和式（１０）计

算Ｎ２的描述函数。Ｇ１（ｓ）＝１／（ｓ＋３）的幅相频率特性

可表示为Ａ０（ω）＝１／ ω
２

槡 ＋９，θ０（ω）＝－ｔｇ
－１（ω／３）。

因此可计算Ｎ２的基波分量：

Ａ１＝
２Ｍ
π （α ＋１）３β－ω １－β槡

２

９＋ω槡
２

＋（α －１） ３
９＋ω槡

[ ]２
Ｂ１＝

２Ｍ
π （α ＋１）３ １－β槡

２＋ωβ
９＋ω槡

２
＋（α －１） ３

９＋ω槡
[ ]２

因此得到Ｎ２的描述函数Ｎ２（Ａ，ω）＝Ｂ１／Ａ＋ｊＡ１／Ａ，
以及Ｇ２（ｊω）Ｎ２（Ａ，ω）的表达式。当选定控制器参数

α ＝１．５，β＝０．５，Ｍ＝１时，利用广义 ＤＦ法并经过一
系列代数运算和求导计算，可求得 Ａｎ＝０．０３１，ωｎ＝
６．５ｒａｄ／ｓ，且Ｇ２（ｊωｎ）Ｎ２（Ａｎ，ωｎ）满足广义ＤＦ法步骤３
的抖振稳定条件。

在仿真实验中，利用 Ｍａｔｌａｂ仿真了图６所示的控
制系统，得到了ｘ１（ｔ）、ｘ２（ｔ）的仿真响应曲线如图９（ａ）
所示。绘制了以ｘ１（ｔ）－ｘ２（ｔ）为相平面的相轨迹如图
９（ｂ）所示，可看到系统从初始状态 ｘ１（０）＝０．１，
ｘ２（０）＝０出发，围绕平衡点旋转并趋近，最终稳定于一
极限环运动。对ｘ２（ｔ）傅里叶分析，截取１０００点数据
进行频谱分析如图１０所示。由于ｘ２（ｔ）的响应为近似
正弦曲线，因此含有多个频谱分量。从图１０中可看到
频谱中有两个峰值，分别对应角频率６．２７４ｒａｄ／ｓ和６．
２９４ｒａｄ／ｓ。从图９、图１０可看到，仿真实验所得 ｘ２（ｔ）
的抖振特性为Ａｎ≈０．０４０，ωｎ≈６．３ｒａｄ／ｓ。ｘ２（ｔ）抖振
特性的广义ＤＦ法计算结果与仿真实验基本吻合，特别
是角频率的估计精度较高（误差小于６％），印证了广
义ＤＦ法的正确性。

图９（ａ）　ｘ１（ｔ）、ｘ２（ｔ）响应曲线

Ｆｉｇ．９（ａ）Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆ
ｘ１（ｔ）ａｎｄｘ２（ｔ）

图９（ｂ）　系统相轨迹
Ｆｉｇ．９（ｂ）Ｍｏｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｓｙｓｔｅｍ

图１０　ｘ２（ｔ）抖振频谱分析

Ｆｉｇ．１０Ｓｐｅｃｔｒａｌａｎａｌｙｓｉｓｏｆ
ｃｈａｔｔｅｒｉｎｇｏｆｘ２（ｔ）

６　结　论

利用经典和广义ＤＦ法，研究了２－ＳＭＣ可调参数
影响系统抖振特性的机理，推导了系统输出量和状态

变量抖振特性的估算方法，得到了系统抖振特性的调

节方法。提出了广义 ＤＦ法以分析复杂非线性环节的

抖振特性，给出了抖振的稳定条件，并利用广义 ＤＦ法
估算了控制系统状态变量的抖振特性。实验数据对比

表明，经典和广义 ＤＦ法对抖振角频率的估算精度较
高。该方法可指导滑模控制系统的设计，从而抑制系

统抖振幅度、调节抖振频率、避免系统共振。
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