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弦 －梁耦合系统的动力学行为分析
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（１．郑州大学 数学系，郑州　４５０００１；２．河南工程学院 数理科学系，郑州　４５１１９１）

　　摘　要：研究了弦－梁耦合系统在初始平衡解处的稳定性与分岔情况，给出了特征值随阻尼参数的变化情况，并
利用稳定性分析和特征值分析等解析方法，得到了初始平衡解、周期解和拟周期解的稳定边界以及导致Ｈｏｐｆ分岔和２维
胎面等分岔解的临界分岔曲线。最后，利用数值模拟方法研究了弦－梁耦合系统的稳定性与分岔情况。
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　　近几十年来，弦－梁耦合系统由于其在机械工程、
建筑、航空航天以及汽车等领域都有广泛的应用，引起

了国内外学者的广泛关注，已经有了大量的文献和研

究成果，比如 Ｃｈｅｎｇ等［１］研究了通讯工程中的光纤耦

合器，Ｗａｎｇ等［２］用有限元方法研究了桥梁工程中的斜

拉索桥，Ｆｕｎｇ等［３－５］分别用数值和理论分析的方法研

究了索 －梁组合结构的非线性行为，丁虎等［６］研究了

轴向变速黏弹性梁的横向振动稳定性，Ｃｈｅｎ等［７］研究

了高维轴向变速黏弹性梁的分岔和混沌运动，Ｇｈａｙｅｓｈ
等［８］讨论了横向简谐激励力下的轴向运动梁的临界动

力学行为，Ｃａｏ等［９－１０］分别用数值分析和全局摄动等

方法讨论了弦 －梁耦合系统的混沌动力学，文献［１１］
利用多尺度法研究了３∶１内共振条件下的弦 －梁耦合
系统的非线性动力学行为。

本文主要研究二自由度弦 －梁耦合系统的稳定性
和分岔行为。首先讨论了系统在平凡解处的稳定性，

并给出了特征值随阻尼参数的变化情况。其次，利用

理论分析方法研究了初始平衡解、周期解和拟周期解

的稳定性以及导致Ｈｏｐｆ分岔和２维胎面等分岔解的临
界分岔曲线。

１　问题描述

考虑弦－梁耦合系统的非线性横向振动，如图１，
文献［１０］利用单模态 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，得到弦 －梁耦合
系统的无量纲运动的非线性常微分控制方程为：
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其中参数意义详见文献［１０］。为了便于下面讨论，引
入记号Ｘ＝｛ｙ１，ｙ２，ｙ

·

１，ｙ
·

２｝
Ｔ，则方程（１）可写为如下矩

阵形式：
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其中：
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图１　模型示意图
Ｆｉｇ．１Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌ

２　稳定性分析

考虑系统外激励项和参数激励项的振幅均为零的

情况，即Ｆ２＝０，ｆ１１＝ｆ１２＝０，此时系统（２）在平凡解｛ｙ１，

ｙ２，ｙ
·

１，ｙ
·

２｝
Ｔ＝（０，０，０，０）处的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征方

程为：

Ｐ（λ）＝ａ０λ
４＋ａ１λ

３＋ａ２λ
２＋ａ３λ＋ａ４ ＝０（３）

其中ａ０＝１，ａ１＝μ１＋μ２，
ａ２＝α２－α１ｌ２＋μ１μ２，ａ３＝α２μ２－α１ｌ２μ１，
ａ４＝－α２α１ｌ２。由ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ判据，零解的稳定

条件为：
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由上述稳定性条件，可得系统的稳定性图，如图（２），其
中考虑α２＝０．２，μ２＝０．１，ｌ２＝０．７。

根据文献［１２，１３］，令：

Ｋ＝ａ２０ ａ０ａ４－
１
４ａ１ａ３＋

１
１２ａ( )２２ －

１２ １
６ａ０ａ２－

１
１６ａ( )２１ ２

＝０ （４）

由图（２）可知，系统在平凡解附近的局部性质有如
下几种情况：

（１）纯发散：ａ４＞０，ａ２＜０，Ｋ＜０。此时特征方程
（３）有四个实特征值，其中两个特征值是正的，另两个
特征值是负的。（图２中阴影部分。）

（２） 颤振：Ｋ＞０或者 ａ２＞０，ａ４＞０，Ｋ＜０，ｅ３＜０。
此时特征方程（３）有两对复共轭特征值，其中一对复共
轭特征值具有正实部，另一对复共轭特征值具有负实

部。（图２中水平线部分。）
（３） 衰减振荡型发散：ａ４＜０和 ｅ３＞０或者 ｅ３＜０

和ａ３＜０。此时特征方程（３）有一对具有负实部的复共
轭特征值和两个相反符号的实特征值。（图２中斜线
部分。）

图２　零解的稳定图
Ｆｉｇ．２Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｚｅｒｏｓｏｌｕｔｉｏｎ

（４）颤振型发散：ａ４＜０，ｅ３＜０，ａ３＞０。此时特征
方程（３）有一对具有正实部的复共轭特征值和两个相
反符号的实特征值。（图２中竖线部分。）

（５）其他情况：一对纯虚根和一对具有负实部的
复共轭特征值，此时要求ｅ３＝０，ａ３＞０和ｅ２＞０；当ｅ３＝
０，ａ４＝０时，特征方程（３）有一对纯虚根和两个零根
等等。

接下来，当参数 α１＝１０，ｌ２＝－０．７，α２＝０．２，参考
文献［１４］中的方法，讨论特征值随阻尼参数的变化情
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况。此时，特征值可表示为：

λ１，２ ＝－０．５μ１±０．１ ２５μ２１－槡 ２０ （５ａ）

λ３，４ ＝－０．５μ２±０．５ ２５μ２２－槡 ２８ （５ｂ）
由上式可知，当μ１＜０或μ２＜０，零解是不稳定的。

当μ１＝０或 μ２＝０，特征值出现一对纯虚根，即出现
Ｈｏｐｆ分岔。特征值变化情况如图３和图４。对于λ１，２，

由图３知，随着μ１的增加，λ１，２在μ１ 槡＝－２５／５处由两
个正的实特征值变为一个正的实特征值，随之变为一

对具有正实部的复共轭特征值，在 μ１＝０时发生 Ｈｏｐｆ
分岔，然后，出现两个具有负实部的复共轭特征值，当

μ１ 槡＝２ ５／５时，特征值由一对复特征值变为两个负实
特征值。同理，对于 λ３，４，由图 ４知，随着 μ２的增加，

λ３，４在μ２ 槡＝－２ ７处由两个正的实特征值变为一个正
的实特征值，随之变为一对具有正实部的复共轭特征

值，在μ２＝０时发生 Ｈｏｐｆ分岔，然后，出现两个具有负

实部的复共轭特征值，当 μ２ 槡＝２７时，特征值由一对复
特征值变为两个负实特征值。

图３　λ１，２随参数变化示意图

Ｆｉｇ．３Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓλ１，２ｏｆ

ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图４　λ３，４随参数变化示意图

Ｆｉｇ．４Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓλ３，４ｏｆ

ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

３　分岔分析

在本节中，利用文献［１５－１６］的方法，讨论弦－梁
耦合系统的稳定性与分岔情况，主要考虑梁和弦之间

的１∶２内共振，共振关系可表示为：

ω１ ＝２ω２，　ω
２
１ ＝

１
４Ω

２
２＋εσ１

ω２２ ＝
１
１６Ω

２
２＋εσ２，　Ω１ ＝

１
４Ω２ （６）

其中σ１和σ２是两个调谐参数。为便于下面分析，令
外激励振幅ｆ１１＝ｆ１２＝０和Ω２＝１。

由参考文献［１０］可知系统的平均方程如下：

ｘ·１ ＝－
１
２μ１ｘ１－σ１ｘ２＋

１
２ｆ２ｘ２＋２ａ１１（ｘ

２
３＋
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２
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２
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１
２μ１ｘ２－σ１ｘ１＋

１
２ｆ２ｘ１－２ａ１１（ｘ

２
３＋

ｘ２４）ｘ１－３ａ１４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）ｘ１ （７ｂ）

ｘ·３ ＝－
１
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２
３＋
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２
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２
２）ｘ４ （７ｃ）
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１
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２
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２
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２
２）ｘ３－ｆ１２ （７ｄ）

利用如下极坐标变换：

ｘ１ ＝ρ１ｃｏｓθ１，　ｘ２ ＝ρ１ｓｉｎθ１
ｘ３ ＝ρ２ｃｏｓθ２，　ｘ４ ＝ρ２ｓｉｎθ２ （８）

将（７）式转化为极坐标形式：
ｄρ１
ｄｔ＝－

１
２ρ１μ１＋

１
２ρ１ｆ２ｓｉｎ２θ１ （９ａ）
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１
２ｆ２ｃｏｓ２θ１＋２ａ１１ρ

２
２－σ１ （９ｃ）

ｄθ２
ｄｔ＝

１
ρ２
（４ａ２３ρ

２
１ρ２＋ｆ１２ｓｉｎθ２＋６ａ２１ρ

３
２－２σ２ρ２） （９ｄ）

３１　初始平衡解
由系统（７）可知，（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（０，０，０，０）是系

统的初始平衡解。接下来讨论初始平衡解的稳定性。

系统（７）在初始平衡解处的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征多
项式可表示为：

Ｐ（λ）＝ λ２＋μ１λ＋
１
４μ

２
１－
１
４ｆ
２
２＋σ( )２１·

λ２＋μ２λ＋
１
４μ

２
１＋４σ( )２２ （１０）

则初始平衡解的稳定条件为：

１
４μ

２
１－
１
４ｆ
２
２＋σ

２
１ ＞０，　μ１ ＞０，　μ２ ＞０（１１）

令Ｌ１∶
１
４μ

２
１－
１
４ｆ

２
２＋σ

２
１＝０，由方程（１０）可知，当

阻尼为正阻尼，而其它参数在曲线Ｌ１上时，特征方程有
三个负特征值和一个零根，则初始平衡解通过静态分

岔失去稳定性。此时初始平衡解将变成一个分岔解，
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即单模态解———周期解：

ρ２１ ＝
２ａ２１４σ

２
１＋槡Δ
６ａ２１４

（１２）

其中：Δ＝４ａ２１４σ
２
１－ａ

２
１４（４σ

２
１＋μ

２
１－ｆ

２
２）。

３２　单模态解－周期解（ρ１≠０，ρ２＝０）
在本小节，我们将给出周期解的稳定性条件。首

先考虑系统（７）在周期解处的特征多项式如下：

Ｐ（λ）＝ λ２＋μ１λ＋
１
４μ

２
１－
１
４ｆ
２
２[ ＋

９ａ２１４ρ
４
１－６ａ１４σ１ρ

２
１＋σ

２
１］·［λ

２＋

μ２λ＋
１
４μ

２
１＋（２σ２－４ａ２３ρ

２
１）[ ]２ （１３）

由方程（１３）可以看出，系统（７）在周期解处的
Ｊａｃｏｂｉ矩阵的前两个特征值λ１，２满足方程：

λ２＋μ１λ＋
１
４μ

２
１－
１
４ｆ
２
２＋９ａ

２
１４ρ
４
１

－６ａ１４σ１ρ
２
１＋σ

２
１ ＝０ （１４）

则使周期解稳定的条件为
１
４μ

２
１－
１
４ｆ

２
２＋９ａ

２
１４ρ

４
１－

６ａ１４σ１ρ
２
１＋σ

２
１＞０和μ１＞０，此时这两个特征值为负值。

而另两个特征值λ３，４满足方程

λ２＋μ２λ＋
１
４μ

２
１＋（２σ２－４ａ２３ρ

２
１）
２ ＝０ （１５）

考虑阻尼为正阻尼时，方程（１５）有两个负特征值。
当μ２＝０且１／４μ

２
１＋（２σ２－４ａ２３ρ

２
１）
２≠０时，方程（１５）

有一对纯虚特征值，即 μ２＝０为一条临界线。在此临
界线上特征值为

λ３，４ ＝±Ｉ
１
４μ

２
１＋（２σ２－４ａ２３ρ

２
１）槡
２

因此，周期解失去稳定性，并在直线 μ２＝０上发生 Ｈｏｐｆ
分岔，产生混合模态解，即拟周期解（２维胎面）。
３．３　混合模态解－拟周期解（ρ１≠０，ρ２≠０）

由方程（９）可知系统的拟周期解（ρ１≠０，ρ２≠０）满

足如下方程：

μ２１＋（２ａ１１ρ
２
２＋３ａ１４ρ

２
１－σ１）

２－ｆ２２ ＝０ （１６ａ）

　 １４μ
２
２ρ
２
２＋（４ａ２３ρ２ρ

２
１＋６ａ２１ρ

３
２－２σ２ρ２）

２ ＝０ （１６ｂ）

考虑系统（７）在拟周期解处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为：

Ｊ＝

ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３ ｂ１４
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３ ｂ２４
ｂ３１ ｂ３２ ｂ３３ ｂ３４
ｂ４１ ｂ４２ ｂ４３ ｂ













４４

（１７）

其中 ｂ１１ ＝－
１
２μ１＋３ａ１４ρ

２
１ｓｉｎ２θ１

ｂ１２ ＝
１
２ｆ２＋６ａ１４ρ

２
１＋２ａ１１ρ

２
２－σ１－３ａ１４ρ

２
１ｃｏｓ２θ１

ｂ１３ ＝４ａ１１ρ１ρ２ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２

ｂ１４ ＝４ａ１１ρ１ρ２ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２

ｂ２１ ＝
１
２ｆ２－６ａ１４ρ

２
１－２ａ１１ρ

２
２＋σ１－３ａ１４ρ

２
１ｃｏｓ２θ１

ｂ２２ ＝－
１
２μ１－３ａ１４ρ

２
１ｓｉｎ２θ１

ｂ２３ ＝－４ａ１１ρ１ρ２ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２
ｂ２４ ＝－４ａ１１ρ１ρ２ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２
ｂ３１ ＝８ａ２３ρ１ρ２ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２
ｂ３２ ＝８ａ２３ρ１ρ２ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２

ｂ３３ ＝－
１
２μ２＋６ａ２１ρ

２
２ｓｉｎ２θ２

ｂ３４ ＝－２σ２＋４ａ２３ρ
２
１＋１２ａ２１ρ

２
２

－６ａ２１ρ
２
２ｃｏｓ２θ２

－ｂ± ｂ２－４槡 ａｃ
２ａ

ｂ４１ ＝－８ａ２３ρ１ρ２ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２
ｂ４２ ＝－８ａ２３ρ１ρ２ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２

ｂ４３ ＝２σ２－４ａ２３ρ
２
１－１２ａ２１ρ

２
２＋６２１ρ

２
２ｃｏｓ２θ２

ｂ４４ ＝－
１
２μ２－６ａ２１ρ

２
２ｓｉｎ２θ２

从而得到系统（７）在拟周期解处的特征多项式为：
Ｐ（λ）＝ｂ０λ

４＋ｂ１λ
３＋ｂ２λ

２＋ｂ３λ＋ｂ４ ＝０（１８）
由ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ判据，拟周期解的稳定条件为：

ｂ１ ＞０，ｂ１ｂ２－ｂ０ｂ３ ＞０，ｂ４ ＞０，
ｂ３（ｂ１ｂ２－ｂ０ｂ３）－ｂ

２
１ｂ４ ＞０ （１９）

则可得两条临界分岔曲线，其中一条为：

Ｌ２∶ｂ４ ＝０（ｂ１ ＞０，ｂ１ｂ２－ｂ０ｂ３ ＞０，
ｂ３（ｂ１ｂ２－ｂ０ｂ３）－ｂ

２
１ｂ４ ＞０） （２０）

在此临界线上发生静态分岔；另一条临界分岔

线为：

Ｌ３∶ｂ３（ｂ１ｂ２－ｂ０ｂ３）－ｂ
２
１ｂ４ ＝０，

（ｂ１ ＞０，ｂ１ｂ２－ｂ０ｂ３ ＞０，ｂ４ ＞０） （２１）
沿此临界线出现第二次广义 Ｈｏｐｆ分岔，并产生一

个３维胎面。

４　数值模拟

本节利用Ｍａｐｌｅ软件，采用四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法
对常微分方程组（７）进行数值模拟。取系统参数 ａ１１＝
４５，ａ１４＝２４，ａ２１＝２５，ａ２３＝１６，ｆ２＝０．２，阻尼参数 μ１＝
μ２＝０．２，调谐参数σ１＝０．０２，σ２＝０．０１时，容易验证，
这些参数均满足初始平衡解的稳定条件，则当系统初

始值取为（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（０．０１，－０．２，０．１，０．５）时，
可得系统（７）的初始平衡解在ｘ１－ｘ２平面内的投影，如
图５。当系统参数变为 ａ１１＝４．５，ａ１４＝２，ａ２１＝５，ａ２３＝
２，ｆ２＝２，阻尼参数变为 μ１＝μ２＝０．０２，调谐参数变为
σ１＝０．２，σ２＝０．０１时，容易验证，这些参数均满足
Ｈｏｐｆ分岔解的稳定条件，当系统初始值不变，可得系统
（７）的Ｈｏｐｆ分岔解在ｘ１－ｘ２平面内的投影，如图６。
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图５　稳定零解的轨道投影
Ｆｉｇ．５Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ
ｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙｚｅｒｏｓｏｌｕｔｉｏｎ

图６　Ｈｏｐｆ分岔解的轨道投影
Ｆｉｇ．６Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

ｏｆＨｏｐｆｓｏｌｕｔｉｏｎ

５　结　论

研究了一类弦－梁耦合系统在弦与梁之间为２：１
内共振条件下的稳定性与分岔行为。给出了几种类型

的不稳定点，即纯发散、颤振、衰减振荡型发散、颤振型

发散等，并给出了特征值随阻尼参数变化的情况。利

用稳定性分析等解析方法，对平均方程进行研究，给出

了临界分岔曲线的表达式。研究了系统的静态分叉、

Ｈｏｐｆ分岔、２维胎面等分岔解及其稳定性。采用
ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法对系统进行数值模拟，验证了我们理
论分析的正确性。
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