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边界约束对梁抗爆动力响应的影响（Ⅰ）!理论研究及分析
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　　摘　要：边界约束的差异会直接影响结构的抗爆动力响应及承载能力，建立了复杂约束条件下抗爆梁在弹性阶段
和塑性阶段的解析计算方法，并计算分析了竖向弹性与阻尼约束、水平约束刚度、抗弯约束、荷载形式以及屈服弯矩动力

强化系数对动力响应的影响。计算表明：竖向弹性与阻尼约束会引起附加惯性力，能够明显降低结构在弹塑性阶段的位

移动力系数。水平约束和抗弯约束影响结构的动态响应主要在塑性阶段，水平约束使梁截面在变形过程中产生横向压

力，抗弯约束直接限制刚体转动，均有效降低了梁位移动力系数，相对提高结构的承载力。相同约束刚度和荷载峰值条件

下，平台荷载下结构的位移动力函数均高于三角形荷载下位移动力函数，说明动荷载的作用时间越长，对结构承载越不

利。另外考虑屈服弯矩的动力增强系数时，可提高结构的抗爆潜力。
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　　除了材料性能和结构形式等影响因素外，边界约
束的差异同样会直接影响到结构的抗爆动力响应及承

载能力。例如钢筋混凝土结构的支座截面水平位移受

到阻碍时，则会产生侧向推力，使结构内部出现“面

力”，研究表明它极大地降低结构在塑性阶段的变形性

并提高结构的极限承载力，这种现象被称为“面力效

应”或者“薄膜效应”［１－２］。另外，柔性支承（软土）上

构件的挠度要比固定支承上相同构件的挠度值低２０％
甚至更多，说明不考虑边界约束影响的计算理论已不

再适用，需建立新的计算方法。另一方面分析并主动



调节支承约束装置，在提高防护结构的抗爆能力和发

展有效的防护技术方面都具有重要的应用价值［３－４］。

在静力荷载作用下，对边界约束提高钢筋混凝土

构件的极限承载力已有较好的理论及试验研究［５－７］，

在动力荷载作用下，边界约束对结构动力响应的研究

主要集中在数值方法和试验研究［８－９］，仍缺少直接描

述边界效应的理论计算公式。

文中建立了复杂约束条件下抗爆梁在弹性阶段和

塑性阶段的理论解析方法，并分析了竖向弹性与阻尼

约束、水平约束和抗弯约束对梁动力响应的影响，表明

可以有效利用柔性边界提高结构承载能力和降低变

形性。

１　计算模型

图１为一细长直梁，两端具有柔性约束边界条件，
梁受承受爆炸荷载ｐ（ｘ，ｔ）作用，表达式为ｐ＝ｐ０（１－ｔ／
ｔｄ），其中ｔｄ为作用时间。两端柔性嵌固，综合考虑了
各类约束情况，包括：竖向弹性支承系数ｋ，竖向粘性支
承系数ｅ，水平方向弹性支撑刚度ｃ，两端抗弯刚度系数
为ｇｋ，端部有集中质量为ｍ０。

图１　复杂约束条件下梁的计算模型
Ｆｉｇ．１Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆａｂｅａｍｗｉｔｈｃｏｍｐｌｅｘｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

模型边界条件较多，需建立多个平衡方程，不利于

得到结构动力响应的解析解，可将边界约束分为二部

分，一是竖向弹性与阻尼约束情况，二是水平约束与抗

弯约束情况。

１１　弹性阶段
在弹性阶段，梁端处的主要位移发生在竖直方向，

而水平位移和截面转动主要发生在塑性阶段，弹性阶

段非常小，可忽略弹性阶段水平位移和截面转动对结

构动力响应的影响。

仅竖向弹性和阻尼约束下，结构位移可表示为：

ｙ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｔ）＋ｐＦ（ｘ）Ｔ（ｔ） （１）
式中：Ｆ（ｘ）为简支梁的振型，Ｔ（ｔ）是位移动力函数，它
的最大值即为动力系数。

将式（１）代入到梁的振动方程式，有：

Ｔ··＋ω２Ｔ＝ω２ １－ｔｔｄ
－ｍｐ０
ｕ··（ｔ[ ]） （２）

式中：ω为对应于振型函数Ｆ（ｘ）的振动频率，

ω２ ＝
∫
ｌ

０
Ｆ（ｘ）ｄｘ

ｍ∫
ｌ

０
Ｆ２（ｘ）ｄｘ

弹性支座上集中质量的运动方程

ｍ０ｕ
··＋ｅ·ｕ· ＋ｋ·ｕ－１２ｐ０ｌＴ（ｔ）＝０ （３）

式（２）、（３）组成求解方程组并无量纲化，有：
Ｕ·· ＋ｒ１Ｕ

· ＋ｒ０Ｕ－ｒ０Ｔ＝０

λ２Ｕ
·· ＋Ｔ··＋ω２Ｔ＝ω２ｆ（ｔ}

）
（４）

式中：Ｕ（ｔ）为无量纲参数，满足ｕ（ｔ）＝
ｐ０ｌ
２ｋＵ（ｔ），

ｒ１ ＝
ｅ
ｍ０
，　ｒ０ ＝

ｋ
ｍ０
＝ω２０，

λ２ ＝ω
２ｍｌ／（２ｋ）

其实 Ｕ（ｔ）为支座位移的动力函数，因为 Ｕ（ｔ）＝
ｕ（ｔ）
ｕｓｔ
，而ｕｓｔ＝ｐ０ｌ／２ｋ为静载作用下的支座位移。

在三角形爆炸荷载作用下，当满足０＜ｔ≤ｔｄ，方程
组（４）的通解可求得：

Ｕ（ｔ）＝１＋
ｎ２
ｎ１ωｔｄ

－ ｔｔｄ
－ｎ１∑

ｉ＝１，２
（Ｄｉｃｏｓβｉωｔ－

　Ｅｉｓｉｎβｉωｔ）ｅαｉω
·ｔ

Ｔ（ｔ）＝１－ ｔｔｄ
－∑
ｉ＝１，２
（Ａｉｃｏｓβｉωｔ－Ｂｉｓｉｎβｉωｔ）ｅαｉω

·











ｔ

（５）

式中：Ａｉ，Ｂｉ，Ｄｉ，Ｅｉ为系数，均可由初始条件解得。
１２　塑性阶段

许多的结构静力试验已证明，在静载作用下，端部

水平和抗弯约束对结构受力的影响主要是在塑性阶

段，结构在爆炸等动荷载作用下，两类约束对结构的影

响亦是如此［１０］。

进入塑性阶段的时刻τ可由下式求得。

Ｍ（ｌ，τ）＝
ｐ０ｌ

２

８Ｔ（τ）＝ＭｐＴ（τ）＝Ｍｙ，ｄ （６）

式中：Ｔ（τ）为动力函数，Ｍｙ，ｄ为动力屈服弯矩，Ｍｐ为静
载ｐ０作用下的跨中弯矩。
１．２．１　竖向弹性和阻尼约束

进入塑性阶段，假定跨中出现一个塑性铰，梁是由

两块刚体通过塑性铰连结而成的体系，转角截面仍符

合平截面假定。利用虚功原理，可推导出塑性阶段梁

的运动方程组。

ｍｓｕ
··＋ｅｕ· ＋ｋｕ＋０．１２５ｍｌ２φ·· ＝０．５ｐ０ｌ（１－ｔ／ｔｄ）

３
ｌｕ
··＋φ·· ＝

２４Ｍｐ
ｍｌ３ １－

ｔ
ｔｄ
－ｋ( )Ｍ （７）

式中：ｍｓ＝０．５ｍｌ＋ｍ０，ｋＭ 为屈服弯矩的动力系数，
ｋＭ＝Ｍｙ，ｄ／Ｍｐ。　

塑性阶段开始时的初始条件为：
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ｕ＝ｕ０，　ｕ
· ＝ｕ·０，　φ＝φ０，　φ

· ＝φ·０ （８）
式中：

ｕ０ ＝
ｐ０ｌ
２ｋＵ（τ），　ｕ

·

０ ＝
ｐ０ｌω
２ｋＶ（τ） （９）

其中，

Ｖ（τ）＝ｎ１∑
ｉ＝１，２
［（βｉＤｉ＋αｉＥｉ）ｓｉｎβｉωτ＋

（βｉＥｉ－αｉＤｉ）ｃｏｓβｉωτ］ｅαｉω
ｔ－１
ωｔｄ

φ０、φ
·

０分别为塑性阶段开始时刻塑性铰的初始角度和

初速度，分别由弹性阶段结束和塑性阶段开始时位移

连续条件和动量相等条件确定。

φ·０ ＝
４
ｌ２∫

ｌ

０
ｙ·（ｘ，τ）ｄｘ＝

ｐ０ｌ
３

３０Ｂｒ（τ）

ｒ（τ）＝∑
ｉ＝１，２
［（βｉＡｉ＋αｉＢｉ）ｓｉｎβｉωτ＋

（βｉＢｉ－αｉＡｉ）ｃｏｓβｉωτ］ｅαｉω
ｔ－１
ωｔ













ｄ

（１０）

可求得方程式组（７）的解为：

　

φ（ｔ）＝－３ｌ（Ｃ１ｓｉｎγ２ωｔ＋Ｃ２ｃｏｓγ２ωｔ）ｅ
γ１ωｔ＋

１２Ｍｐ
ｍｌ３ １－

τ
ｔｄ
－ｋＭ －

ｔ
３ｔ( )
ｄ
ｔ２＋Ｂ３ｔ＋Ｂ４

ｕ（ｔ）＝（Ｃ１ｓｉｎγ２ωｔ＋Ｃ２ｃｏｓγ２ωｔ）ｅγ１ω
ｔ＋

ｐ０ｌ
８ｋ１－

τ
ｔｄ
＋３ｋＭ ＋

ｅ
ｋω
－ｔｔ( )















ｄ

（１１）

式中：ｔ＝ｔ－τ，系数Ｂｉ、Ｃｉ均为待定参数，利用运动的连
续性条件可求得，γ１，γ２是方程组（７）齐次方程的根。
１．２．２　水平和抗弯约束

梁形成塑性铰后，边界产生的推力作用会随着结

构的变形发展而不断增加，首先假定该推力不会超过

受压混凝土破坏时的极限压力值，即

ｐＨ，ｍａｘ ＜ｐＨｎ （１２）
式中：ｐＨ，ｍａｘ、ｐＨｎ分别为结构受到的极限推力和受压区
混凝土达到极限压应变时的推力值。

计算时，竖直方向考虑惯性力，水平方面则忽略惯

性力，只考虑水平推力，模型如图２所示。

图２　水平弹性约束与抗弯约束梁的计算模型
Ｆｉｇ．２Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｏｆａｂｅａｍｗｉｔｈ
ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

此时位移表达式：

ｗ＝φ（ｔ）ｘ，　　０≤ｘ≤ｌ／２ （１３）
利用虚位移原理，推得塑性阶段梁的运动方程，考

虑竖向惯性力及水平推力ｐＨ＝２ｃ·φ（ｔ）ｚ。

∫
ｌ／２

０
ｐ（ｔ）δφｘｄｘ－∫

ｌ／２

０
（ｍφ···ｘ）δφ·ｘｄｘ－Ｍｙ，ｄδφ－

ｐＨｚｃδφ－ｇｋφδφ＝０
简化得：

φ··（ｔ）＋（ω２ｃ＋ω
２
ｇ）φ＝

２４Ｍｐ
ｍｌ３ δ－ｋＭ －

ｔ
ｔ( )
ｄ
（１４）

式中：δ＝１－τｔｄ
，ｃ为水平刚度系数，ｚｃ为推力到受压区

合力点的距离，ω２ｃ＝
４８ｃｚ２ｃ
ｍｌ３
，ω２ｇ＝

２４ｇｋ
ｍｌ３
。

式（１４）也可简化为

φ··（ｔ）＋ω２ｇｃφ＝
２４Ｍｐ
ｍｌ３ δ－ｋＭ －

ｔ
ｔ( )
ｄ

（１５）

式中：ωｇｃ为塑性阶段梁在两类端部约束下的振动频率，

ωｇｃ＝ ω２ｃ＋ω
２

槡 ｇ。

式（１５）的初始条件为：当塑性阶段开始时刻，忽略
弹性阶段两端截面转角，则ｔ＝τ时有：

φ＝０，　φ· ＝φ·０ （１６）

式中：φ·０由弹性阶段终止和塑性阶段开始时的动量守
恒条件来确定。

根据式（１５），并结合初始条件（１６），可求得

φ（ｔ）＝
Ｍｐ

２ｚ２ｃｃ＋ｇ [
ｋ
（δ－δＭ）（１－ｃｏｓωｇｃｔ）－

ｔ
ｔｄ
＋

ｓｉｎωｇｃｔ
ωｇｃ ]ｔ ＋

φ·０
ωｇｃ
ｓｉｎωｔ （１７）

对于施加在梁上并且沿梁均匀分布的平台荷载 ｐ０
情况，结构的动力响应可用三角形荷载作用的解变换

得到，只需令ｔｄ→∞，则ｐ０ １－
ｔ
ｔ( )
ｄ
→ｐ０，式（１７）变为

φ（ｔ）＝
Ｍｐ

２ｚ２ｃｃ＋ｇ [
ｋ
（δ－δＭ）（１－ｃｏｓωｇｃｔ）＋

ｓｉｎωｇｃｔ
ωｇｃ ]ｔ ＋

φ·０
ωｇｃ
ｓｉｎωｇｃｔ （１８）

２　计算结果及分析

假定一等效的钢筋混凝土梁承受三角形爆炸荷

载，沿梁均匀分布，截面尺寸为 ｂ×ｈ＝０．２ｍ×０．５ｍ，
跨度ｌ＝５ｍ；理想弹塑性材料，等效弹性模量 Ｅ＝３×
１０４ＭＰａ，密度２５００ｋｇ／ｍ３，屈服强度ｆｙ＝１７．２ＭＰａ。

定义相对线刚度系数和相对抗弯刚度系数

λ＝ｋｌ
３

ＥＩ，　ξ＝
ｃｌ
ＥＡ，　η＝

ｇｋ
ＥＷ （１９）
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式中：Ｗ为梁截面抗弯模量。
虽然弹性阶段由于结构挠曲变形引起的水平推力

和端截面转动有限，但弹性阶段的动力计算必不可少，

目的是由连续性条件求得塑性阶段初始条件。

假定 Ｑｃ是梁的静力屈服荷载，当爆炸荷载峰值
ｐ０＞０．８Ｑｃ时，梁会进入塑性阶段，计算时取ｐ０＝８０ｋＮ，
ｔｄ＝０．０５ｓ，并定义塑性位移动力函数为：

ｋｆ＝
φ（ｔ）ｌ２
ｙｓｔ

（２０）

式中：ｙｓｔ为静载 ｐ０作用下梁的最大弹性挠度。弹性阶
段内，则有ｋｆ＝Ｔ（ｔ）。

图３是爆炸荷载作用下不同竖向弹性约束刚度
λ＝２、５、６、１０时梁的中点位移时程曲线，该位移是指由
梁弯曲变形引起的挠度，不包含支座引起的刚性位移。

其中λ＝２和λ＝５时，结构未能进入塑性阶段，最大位
移函数值分别为０．２和０．３，且竖向刚度越小时，其位
移越小。λ＝６和 λ＝１０时，结构均进入塑性阶段，与
弹性阶段相比，位移较大，位移系数分别为３．１和３．６，
且相对刚度越小，其值越小。引起结构动力系数减小

的原因主要有：一是支座竖向位移引起结构附加惯性

力，消耗一部分能量；二是竖向弹性约束本身变形存储

部分能量。竖向弹性约束可主动调节结构减小强动载

下结构的动力响应，相对提高结构的抗力。提高的效

果与弹性支承的刚度、载荷作用时间的长短以及振动

衰减的程度相关［３］。

图３　竖向弹性约束对位移的影响
Ｆｉｇ．３Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

分别计算水平刚度系数ξ＝０（简支）、０．１、０．２、０．５
时梁的动力位移，如图４所示，为不同水平约束刚度梁
的竖向跨中位移时程曲线。可以看出，在塑性阶段，水

平约束刚度对结构位移的影响显著。当水平支撑刚度

ξ＝０时，即简支梁情况，塑性位移动力函数的峰值是
１．５５，当支承刚度分别增大到ξ＝０．１、０．２和０．５时，峰
值相应减小到１．２９、１．１、０．９，说明随着支撑刚度增大，
结构的位移动力函数会相应减小。简支情况，即两端

点可水平自由运动时，位移最大。以上表明：水平支撑

约束的存在，降低了梁位移的变形和动力系数，结构抗

力可相对程度地得到提高。还可看出，水平支承刚度

越小，动力函数到达峰值的时间就越迟，说明弹性支承

刚度的减小会增大结构的振动周期。

图４　水平约束刚度对塑性位移函数的影响
Ｆｉｇ．４Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｎ
ｄｙｎａｍｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｐｌａｓｔｉｃｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

对于梁承受均布平台荷载 ｐ０情况，结构的动力响
应可用三角形荷载作用的解令ｔｄ→∞变换得到，图５为
平台荷载和三角形荷载计算结果的对比图。

两类荷载的峰值相等，平台荷载可认为作用时间

非常长，ｔｄ→∞。从图６中可看出，相同水平约束刚度
条件下，平台荷载下结构的塑性位移动力函数均高于

相同边界条件的三角形荷载下结构的位移动力函数，

表明荷载的作用时间越长，对结构承载越不利。

图５　两类动荷载下水平约束刚度的影响比较
Ｆｉｇ．５Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ｏｎｋｆｕｎｄｅｒｔｗｏｄｙｎａｍｉｃｌｏａｄｉｎｇｓ

图６为水平刚度系数 ξ＝０．２保持不变，不同屈服
弯矩强化系数 δＭ对梁塑性位移系数的影响曲线。δＭ
是由于结构受瞬时动力荷载作用，快速加载对材料强

度起增强作用，导致屈服弯矩与静载下屈服弯矩之比

大于１。当δＭ＝１．０时，即不考虑动力强化作用，从图６
中可以看出，梁的动力函数值最大；当考虑加载速率对

材料强度的影响时，δＭ＞１，且随着 δＭ的增大，结构的
位移动力系数相应减小，说明考虑材料的动力增强作

用可有效提高结构的抗爆潜力。
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图６　屈服弯矩动力强化系数的影响
Ｆｉｇ．６Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｄｙｎａｍｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆ

ｙｉｅｌｄｉｎｇｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔｏｎｋｆ

图７为不同抗弯约束刚度梁的跨中竖向位移时程
曲线。在塑性阶段，抗弯约束直接限制刚体转动，对结

构位移的影响显著。当抗弯刚度系数 η＝０时，即两端
简支情况，塑性位移动力函数的峰值是１．５５，当抗弯刚
度系数分别增大到η＝０．１、０．２和０．５时，峰值相应减
小到１．０、０．８１、０．５８，分别减小３５％、４８％、６３％，表明
抗弯刚度的增加，中点的位移动力系数会相应减小。

通过调整抗弯约束刚度，也可相对提高梁的抗爆能力。

图７　抗弯约束刚度对位移函数的影响
Ｆｉｇ．７Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｌｒｅｓｔｒａｉｎｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｏｎｄｙｎａｍｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

３　结　论

（１）文中建立了复杂约束条件下抗爆梁在弹性阶
段和塑性阶段的理论解析方法，可对复杂约束条件下

的梁式结构进行弹塑性动力响应分析。

（２）竖向弹性约束可调节结构，引起附加惯性力，
消耗更多爆炸能量，减小强动载下结构的动力响应，相

对提高结构的抗力。

（３）在塑性阶段，水平弹性约束和抗弯约束影响
梁结构的动态响应显著。水平支撑约束的存在，使梁

截面在变形过程中产生横向压力，降低位移动力系数；

抗弯刚度的增加，同样会减小的结构位移动力系数，结

构抗力可相对地得到提高，可通过调整水平约束或者

抗弯刚度来提高梁式结构的抗爆承载潜力。

　　（４）平台荷载作用下结构的塑性位移动力函数均
高于同等条件下的三角形荷载下的位移动力函数，说

明平台荷载对结构承载更不利。

（５）当考虑加载速率对材料强度的影响时，即
δＭ＞１，随着 δＭ 的增加，结构的位移动力系数相应减
小，可有效提高结构的抗爆潜力。
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