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　　摘　要：利用有限元数值方法求解不可压缩粘性流体的ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程，结合任意拉格朗日－欧拉（ＡＬＥ）动网
格方法，对低雷诺数下（Ｒｅ＝１５０）等直径串联圆柱的涡激振动问题进行了数值模拟研究。其中上游圆柱固定，下游圆柱
在弹簧和阻尼作用下允许同时发生顺流向和横流向的运动。在约化速度Ｕｒ＝３．０～１２．０的范围内（阻尼比ξ＝０．００７）

研究了两圆柱圆心间距比（ＬＸ／Ｄ＝３．０、５．０、８．０）及圆柱质量比（ｍ ＝５．０、１０．０、２０．０）对下游圆柱的运动响应及受力
的影响。数值结果表明，圆柱间距比的变化会导致锁定区间的变化，进而影响到圆柱涡激振动的位移响应和受力特性。

这些方面都与尾流区涡旋脱落模式密切相关，体现了双圆柱间干涉作用对涡激振动的影响。进一步的研究表明，圆柱质

量比的变化对以约化速度表征的锁定区间、运动响应和尾流模式等都有一定的影响作用。
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　　在海洋工程中，当水流经过海洋平台的桩柱、支撑
结构、立管及海底管线等这些非流线型结构时，会在尾

流区内产生交替的旋涡脱落，使作用在结构上的流体

作用力表现出明显的周期性特征，进而诱发涡激振动

（ＶｏｒｔｅｘＩｎｄｕｃｅｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，ＶＩＶ）。当涡旋的脱落频率
与结构的固有频率相接近时，将发生“锁定”现象。此

时，结构物会以较大的振幅振动，导致结构物的寿命急

剧降低。在过去的几十年中，均匀流中单个圆柱的涡

激振动问题得到广泛的关注［１－６］。人们通过对高雷诺



数实验研究发现，在低质量－阻尼比（ｍξ）下，圆柱的
位移响应可以分为三个阶段［１］：初始分支（Ｉｎｉｔｉａｌ
ｂｒａｎｃｈ）、上分支 （Ｕｐｐｅｒｂｒａｎｃｈ）及下分支 （Ｌｏｗｅｒ
ｂｒａｎｃｈ），而在高质量－阻尼比（ｍξ）情况下，圆柱的位
移响应只存在初始分支和下分支［２］。通过强迫振动的

实验研究发现［３］：对于仅发生横流向受迫振动的圆柱

结构，其尾涡脱落模式通常可划分为２Ｐ、２Ｓ和Ｐ＋Ｓ三
种形式，从Ｋｈａｌａｋ等［１］中可以看到，位移响应的初始分

支对应的涡脱落模式为２Ｓ，下分支对应的为２Ｐ模式。
对于海洋工程结构中近距离放置的多个圆柱的情

况，由于圆柱之间存在明显的水动力干涉作用，相应的

涡激振动响应与单个圆柱的情况存在显著的差

别［７－１１］。针对上游圆柱固定不动，下游圆柱发生涡激

振动的实验研究表明［７］，由于受到上游圆柱尾迹区的

影响，下游圆柱开始发生锁定时所对应的约化速度大

于单个圆柱的情况。并且，下游圆柱的锁定带宽与两

圆柱的间距有关。例如，Ｂｒｉｋａ等［７］的结果表明，当两

圆柱间的相对圆心距 Ｌ／Ｄ＝１０．０时，以约化速度表征
的下游圆柱的锁定区间约为单圆柱情况的２倍。Ｃａｒ
ｍｏ等［８］分别计算了二维（Ｒｅ＝１５０）和三维（Ｒｅ＝
３００）条件下，弹性支撑圆柱在上游固定圆柱尾流干涉
作用下的横流向单自由度振动问题。计算条件为圆心

间距分别为ＬＸ／Ｄ＝１．５、３．０、５．０和８．０，质量比为 ｍ

＝２．０，阻尼比为 ξ＝０．００７。数值结果表明，在 Ｒｅ＝
１５０条件下，当发生共振时，下游圆柱的振幅较单圆柱
情况增大近５０％，而对于三维情况，在不同的圆心间距
下，下游圆柱的振动幅值随约化速度的变化趋势与对

应的二维情况类似。在以往的研究工作中，考虑到圆

柱发生涡激振动时顺流向位移的振幅比较小，因此，顺

流向的振动往往被忽略［８－９］。而Ｖａｎｄｉｖｅｒ等［１０］的研究

工作表明，顺流向和横流向存在明显的相互作用。陈

文曲等［１１］也对这一方面开展了数值分析工作。但是，

人们对低雷诺数流动中，处于固定圆柱尾迹干涉作用

下，同时具有顺流向和横流向双自由度的圆柱涡激振

动问题仍缺乏深刻的认识，特别是圆柱间距及质量比

对圆柱受力和涡激振动响应的影响还需要更加细致的

研究。

以目前现有的计算能力，对大尺度（几千米水深）

范围内的实际立管涡激振动开展全场三维数值分析还

面临很大的挑战，计算时间过长，不能满足实际工程设

计的需要。但有关低雷诺数下，多圆柱涡激振动问题

的数值研究对于发展可靠的数值模型以及建立快捷的

近似工程分析预报方法是有借鉴意义的。因此本文的

工作主要在于加深对多圆柱涡激振动现象物理本质的

认识，更侧重于基础理论方面的研究。本文采用三步

有限元数值方法对二维 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程进行了求

解，并结合任意拉格朗日－欧拉（ＡＬＥ）动网格方法，建
立和开发了相应的数值模型和计算程序，以 Ｒｅ＝１５０
为代表，重点研究了两个等直径串联圆柱的涡激振动

问题，其中上游圆柱固定不动，下游圆柱在弹性支撑和

阻尼作用下允许同时发生顺流向和横流向振动。通过

数值计算，来研究圆柱间隙比、质量比以及约化速度等

因素对下游圆柱涡激振动特性的影响。

１　数值模型

１１　流动控制方程
二维不可压缩均匀粘性牛顿流体运动的基本控制

方程为连续性方程和 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程，在 ＡＬＥ参考
坐标系下，可以表示成如下的无量纲形式：

ｕｉ
ｘｉ
＝０ （１）

ｕｉ
ｔ
＋ｃｊ
ｕｉ
ｘｊ
＝－ｐ
ｘｉ
＋１Ｒｅ


ｘｊ
ｕｉ
ｘ( )
ｊ

（２）

其中，ｘｉ表示笛卡尔坐标（二维情况下 ｉ＝１、２，分别对
应ｘ和ｙ方向），ｕｉ为 ｘｉ方向的流速分量，ｐ为压力，Ｒｅ
＝ＵＤ／υ为雷诺数，Ｕ为均匀来流流速，Ｄ为圆柱直
径，υ为流体的运动学粘性系数，ｃｊ为对流速度，并有：

ｃｊ＝ｕｊ－ｕ
ｍ
ｊ （３）

其中，ｕｍｊ表示在 ＡＬＥ参考坐标系下 ｊ方向的网格运动
速度。

应用三步有限元方法［１２－１３］，可得到如下离散形式

的动量方程：

ｕｎ＋１／３ｉ －ｕｎｉ
Δｔ／３

＝－ｃｎｊ
ｕｎｉ
ｘｊ
－ｐ

ｎ

ｘｉ
＋１Ｒｅ


ｘｊ
ｕｎｉ
ｘ( )
ｊ

（４）

ｕｎ＋１／２ｉ －ｕｎｉ
Δｔ／２

＝

－ｃｎ＋１／３ｊ
ｕｎ＋１／３ｉ

ｘｊ
－ｐ

ｎ

ｘｉ
＋１Ｒｅ


ｘｊ
ｕｎ＋１／３ｉ

ｘ( )
ｊ

（５）

ｕｎ＋１ｉ －ｕｎｉ
Δｔ

＝

－ｃｎ＋１／２ｊ
ｕｎ＋１／２ｉ

ｘｊ
－ｐ

ｎ＋１

ｘｉ
＋１Ｒｅ


ｘｊ
ｕｎ＋１／２ｉ

ｘ( )
ｊ

（６）

在式（４）～式（６）中，对流项中的 ｃｊ均采用 ｎ时刻
ｕｍｎｊ的计算结果进行线性化处理，这样可在保证精度的
条件下，提高计算效率。为获得 ｎ＋１时刻的速度场，
在计算式（６）之前，需要首先求得 ｎ＋１时刻的压力场
ｐｎ＋１。通过对式（６）的两端同时取散度，并考虑到ｎ＋１
时刻的连续方程ｕｎ＋１ｉ ／ｘｉ＝０，可得到关于ｐ

ｎ＋１的压力

－泊松方程：


ｘｉ
ｐｎ＋１

ｘ( )
ｉ
＝１
Δｔ
ｕｎｉ
ｘｉ
－
ｘｉ
ｃｎｊ
ｕｎ＋１／２ｉ

ｘ( )
ｊ

＋


ｘ[
ｉ

１
Ｒｅ

ｘｊ
ｕｎ＋１／２ｉ

ｘ( ) ]
ｊ

（７）
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对于时间推进，本文根据 ＣＦＬ（ＣｏｕｒａｎｔＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ
Ｌｅｗｙ）条件，采用如下的动态时间步长：

Δｔ＝Ｃｓｍｉｎ（ Ｓ槡 ｃ／ｕｅ ）

式中，Ｓｅ为网格的面积，ｕｅ为网格中心点的流速，ｍｉｎ
（）表示在计算域内取最小值，Ｃｓ为安全系数，文中取
为Ｃｓ＝０．２。

由于上述离散格式具有高阶 ＴａｙｌｅｒＧａｌｅｒｋｉｎ性质，
同时速度与压力通过投影（Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ）过程进行了解
耦，因此式（４）～式（６）以及式（７）均可采用统一的标
准Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元方法进行空间离散，相关的离散方法
可参见文献［１２～１４］。

当获得流场和压力场后，圆柱所受到的流体作用

力可通过对圆柱表面的压力及粘性剪切力进行表面积

分求得，无量纲化的拖曳力系数 ＣＤ和升力系数 ＣＬ分
别为：

ＣＤ ＝－∫
２π

０
ｐｃｏｓθｄθ－１Ｒｅ∫

２π

０

ｖ
ｘ
－ｕ
( )ｙｓｉｎθｄθ （８）

ＣＬ ＝－∫
２π

０
ｐｓｉｎθｄθ＋１Ｒｅ∫

２π

０

ｖ
ｘ
－ｕ
( )ｙｓｉｎθｄθ （９）

式中，ｐ，ｕ，ｖ分别为圆柱表面上某点的压力、ｘ方向速
度、ｙ方向速度，θ为该点与圆心的连线与ｘ轴正向之间
的夹角。

１２　圆柱的运动方程
对于圆柱涡激振动问题，通常可将其简化为质量

－阻尼 －弹簧振动系统。在流体作用力、阻尼作用力以
及弹簧约束下，有量纲形式的圆柱运动方程可表示为

ｍＸ··ｉ＋ｃＸ
·

ｉ＋ｋＸｉ＝０．５ρＤＵ
２Ｃｉ，其中Ｘｉ、Ｘ

·

ｉ、Ｘ
··

ｉ分别为圆

柱在ｘｉ方向的位移、速度和加速度，ｍ，ｃ，ｋ分别为圆柱
的质量、结构阻尼以及弹簧刚度，ρ为水体的密度，Ｃｉ表

示ｉ方向的流体作用力。进一步利用无因次关系式ｘ··ｉ＝

Ｘ··ｉＤ／Ｕ
２、ｘ·ｉ＝Ｘ

·

ｉ／Ｕ、ｘｉ＝Ｘｉ／Ｄ、Ｆｎ＝ｆｎＤ／Ｕ（ｆｎ为系统的
自振频率）以及结构动力学关系 ｋ／ｍ ＝（２πｆｎ）

２，ｃ／ｍ
＝４πξｆｎ，同时考虑阻尼比与质量比的定义（分别为 ξ
＝ｃ／４πｍｆｎ和ｍ ＝４ｍ／πρＤ

２），可得到如下的无因

次圆柱振动方程：

ｘ··＋４πξＦｎｘ
· ＋（２πＦｎ）

２ｘ＝
２ＣＤ
πｍ

（１０）

ｙ··＋４πξＦｎｙ
· ＋（２πＦｎ）

２ｙ＝
２ＣＬ
πｍ

（１１）

当圆柱的位移确定后，本文通过微分网格变换方

法进行网格更新［１５］，进而获得新的网格坐标以及网格

运动速度，用于下一时间步的流场求解。

１．３　计算模型及边界条件
计算模型及边界条件如图１所示。两等直径圆柱

串联放置，无量纲的圆柱直径为 ｄ＝１。设坐标原点位
于下游圆柱的初始圆心，两圆柱圆心间距为ＬＸ，相应的

无量纲参数为ＬＸ／Ｄ。计算域的顺流向长度为５５Ｄ，横
流向宽度为５０Ｄ。在入口处指定无量纲的速度ｕ＝１，ｖ
＝０；侧壁采用了对称边界条件 ｕ／ｙ＝０，ｖ＝０；出口
处的速度边界条件为 ｕｉ／ｔ＋ｃｕｉ／ｘｉ＝０，其中 ｃ为局
部平均流速；圆柱表面施加不可滑移边界条件 ｕ＝ｄｘ／
ｄｔ，ｖ＝ｄｙ／ｄｔ。计算中，在出口处指定相对压力 ｐ＝０，
在其他边界采用 ｐ／ｎ＝０的压力边界条件，ｎ为指出
流体域的外法向单位矢量。在初始时刻，流场中的速

度及相对压力分布均设为零（即初始速度场满足连续

方程）。

图１　计算域及边界条件示意图
Ｆｉｇ．１Ｓｋｅｔｃｈｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｄｏｍａｉｎａｎｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

２　模型验证

２１　网格收敛性验证
为了获得可靠的数值计算结果，本文首先以 Ｒｅ＝

１５０、ＬＸ／Ｄ＝３．０、Ｕｒ＝Ｕｆｎ／Ｄ＝１０．０条件下，上游圆柱固
定不动，下游圆柱具有两自由度振动的问题为例，对数

值模型的网格收敛性进行验证。考虑了四种不同网格

剖分情况，如表１所示。表中同时给出了下游圆柱的
横流向位移的均方根（ＹＲＭＳ／Ｄ）、顺流向平均位移（ＸＭ／
Ｄ）、拖曳力平均值（ＣＭＤ）、升力均方根（Ｃ

ＲＭＳ
Ｌ ）以及横流

向振动频率比（ｆ／ｆｎ）（ｆ为圆柱的横流向振动频率）的
对比结果。从表１中可以看出，四种网格下的数值计
算结果非常接近，表明在当前网格密度下，数值结果已

趋于收敛，同时考虑到计算效率，后文的数值计算以网

格３作为基准。

表１　网格收敛性验证结果
Ｔａｂ．１Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｓｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

圆柱边界

网格数

单元

数

节点

数
ＹＲＭＳ／Ｄ ＸＭ／Ｄ ＣＭＤ ＣＲＭＳＬ ｆ／ｆｎ

网格１ １６０ ５２３０８５２７４３ ０．１１７ ０．１０３ ０．６３８ ０．９３６ １．５１
网格２ ２００ ７０１４０７０６７３ ０．１１７ ０．１０３ ０．６４０ ０．９４０ １．５１
网格３ ２４０ ９０６１２９１２３９ ０．１１７ ０．１０３ ０．６４０ ０．９４０ １．５２
网格４ ２８０ １０９５８６１１０３０００．１１６ ０．１０４ ０．６４３ ０．９４２ １．５２
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２２　圆柱横流向涡激振动的数值验证
为进一步验证本文数值模型的可靠性，同时考虑

到在之前的工作中已对固定单圆柱绕流问题进行了详

细的验证［１３］，以下仅对单个圆柱（Ｉｓｏｌａｔｅｄ）横流向自激
振动以及上游圆柱固定，下游圆柱（直径同于上游圆

柱）的横流向自激振动问题分别进行计算。在计算的

过程中，均采用了相同的雷诺数 Ｒｅ＝１５０、质量比 ｍ

＝２．０和阻尼比ξ＝０．００７。图２给出了单圆柱横流向
最大振幅（Ａｍａｘ／Ｄ）随约化速度（Ｕｒ）的变化及其与Ｃａｒ
ｍｏ等［８］的对比结果。对于串联双圆柱的情况，考虑了

ＬＸ／Ｄ＝１．５和３．０两种条件下，下游圆柱的横流向最
大振幅对约化速度的依赖关系。从图２中可以看出，
本文的数值计算结果（ｐｒｅｓｅｎｔ）与已有数值结果吻合良
好，表明本文的数值模型具有良好的数值精度。

３　计算结果及分析

在Ｃａｒｍｏ等［８］的数值分析工作中，考虑了上游圆

柱固定不动的情况下，下游圆柱只在横流向发生涡激

振动的问题。本文将对下游圆柱同时发生横流向和顺

流向双自由度涡激振动的问题进行研究。为便于与文

献［８］的结果进行对比分析，本文选择与该文相同的雷
诺数Ｒｅ＝１５０、阻尼比ξ＝０．００７以及圆心间距比 ＬＸ／Ｄ
＝３．０、５．０和８．０，在约化速度 Ｕｒ＝３．０～１２．０的范
围内对下游圆柱的两自由度涡激振动响应特性开展研

究。同时，本文进一步以 ｍ ＝５．０、１０．０、２０．０为例，
研究质量比对下游圆柱发生涡激振动时动力响应的

影响。

图２　单圆柱及下游圆柱横流向最大振幅
Ａｍａｘ／Ｄ随约化速度Ｕｒ的变化

（与文献［８］的对比，Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝２．０，ξ＝０．００７）
Ｆｉｇ．２Ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｍａｘｉｍｕｍｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇａｍｐｌｉｔｕｄｅ
ｉｎｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｖｅｒｓｕｓｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｆｏｒａｎｉｓｏｌａｔｅｄ
ｃｙｌｉｎｄｅｒａｎｄｔｈｅｄｏｗｎｓｔｒｅａｍｃｙｌｉｎｄｅｒｕｎｄｅｒｔａｎｄｅｍ
ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ（ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｗｉｔｈｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［８］，

Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝２．０，ξ＝０．００７）
３１　圆心间距比的影响

根据固定串联圆柱的不同涡脱落模态［１６－１７］，本文

选择了三个代表性的圆心间距比，ＬＸ／Ｄ ＝３．０、５．０和

８．０，并与相同雷诺数Ｒｅ＝１５０下的单圆柱（Ｉｓｏｌａｔｅｄ）涡
激振动情况进行了比较，分析了圆柱的位移响应、振动

频率、受力特性、尾涡脱落模式及运动轨迹的情况。

３．１．１　下游圆柱的位移及振动频率
图３（ａ）以质量比 ｍ ＝１０．０、阻尼比 ξ＝０．００７为

例，给出不同圆心间距下，下游圆柱横流向位移均方根

ＹＲＭＳ／Ｄ随Ｕｒ的变化。从图中可以看出，当 Ｌｘ／Ｄ＝３．０
时，其横流向位移响应曲线同单圆柱类似，只有一个

峰，而Ｌｘ／Ｄ＝５．０和８．０的 Ｙ
ＲＭＳ／Ｄ曲线均出现了两个

峰值。在Ｌｘ／Ｄ＝３．０时，下游圆柱的最大位移均方根
比单圆柱的情况增大近 ５０％，而对于 Ｌｘ／Ｄ＝５．０和
８．０，最大位移均方根约等于单圆柱的位移。从图３（ａ）
中还可以看出，在Ｕｒ＞７．０的高约化速度范围内，与单
圆柱的位移响应相比，下游圆柱的横流向位移依然维

持在比较高的水平，并且 Ｌｘ／Ｄ＝５．０和８．０的位移均
方根在幅值和变化趋势上都很接近，二者均比 Ｌｘ／Ｄ＝
３．０所对应的位移明显偏大。

图３　不同圆心间距比ＬＸ／Ｄ下，下游圆柱涡

激振动响应特性随约化速度Ｕｒ的变化关系

（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）
Ｆｉｇ．３Ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｏｆｔｈｅｄｏｗｎｓｔｒｅａｍｃｙｌｉｎｄｅｒｖｅｒｓｕｓｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙａｔ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｃｉｎｇｒａｔｉｏｓ（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）

由图３（ｂ）中下游圆柱的顺流向平均位移 ＸＭ／Ｄ
随约化速度Ｕｒ的变化曲线可以看到，随着Ｕｒ的增大，下
游圆柱的顺流向平均位移也逐渐增大。同时，由于受

到上游固定圆柱遮蔽效应的影响，下游圆柱的顺流向

平均位移在各圆心间距下都小于单圆柱的情况。对于
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Ｌｘ／Ｄ＝３．０的情况，在 Ｕｒ≤５．５时，下游圆柱的 Ｘ
Ｍ／Ｄ

出现负值，即下游圆柱向上游偏移，当发生锁定时，

ＸＭ／Ｄ明显增大，在Ｕｒ＞７．０后，Ｘ
Ｍ／Ｄ基本随 Ｕｒ呈线性

增加。对于Ｌｘ／Ｄ＝５．０和８．０的情况，顺流向平均位
移与横流向位移均方根的变化趋势类似，在发生锁定

前各出现一个次峰，锁定后，二者接近重合，并且随着

Ｕｒ的增大基本呈线性增加，在量值上与 Ｌｘ／Ｄ＝３．０的
情况接近。

图４给出了不同圆心间距比下，下游圆柱相对振
动频率ｆ／ｆｎ随Ｕｒ的变化关系及其与单圆柱情况的比较。
对于圆柱结构的涡激振动问题，当圆柱的振动频率与

固有频率接近时（即 ｆ／ｆｎ趋近于１．０，以下以０．９５≤
ｆ／ｆｎ≤１．０５为界），一般可认为发生锁定

［１８］。图 ４表
明，单圆柱的锁定区间约为５．０≤Ｕｒ≤６．５，而对于串
联双圆柱的情况，在Ｌｘ／Ｄ＝３．０时，下游圆柱的锁定区
间为６．０≤Ｕｒ≤７．０，当Ｌｘ／Ｄ＝５．０和８．０时，在本文考
虑的约化速度范围内，锁定区间分别为 ６．０≤Ｕｒ≤１２．０
和６．５≤Ｕｒ≤１２．０。图４关于锁定区间的结果与图３
（ａ）的位移响应呈现出良好的对应关系，即圆柱振动
的锁定区间对应着横流向位移比较大的区间。从图４
中同时也可以发现，随着 Ｌｘ／Ｄ的增大，开始发生锁定
的临界约化速度也呈现出增大的趋势，并且对于 Ｌｘ／Ｄ
＝５．０和８．０的情况，锁定区间明显大于单圆柱及 Ｌｘ／
Ｄ＝３．０的情况。值得注意的是，在 Ｌｘ／Ｄ＝５．０和８．０
时，横流向位移的第一个峰值出现在锁定发生之前。

图４　不同圆心间距比ＬＸ／Ｄ下，下游圆柱横

流向相对振动频率ｆ／ｆｎ随约化速度Ｕｒ的变化关系

（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）
Ｆｉｇ．４Ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｒｅｌａｔｉｖｅｒｅｓｐｏｎｓｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｏｆｄｏｗｎｓｔｒｅａｍｃｙｌｉｎｄｅｒｖｅｒｓｕｓｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙａｔ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｃｉｎｇｒａｔｉｏｓ（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）

３．１．２　下游圆柱的受力特性
图５进一步考察了圆柱在涡激振动过程中的受力

情况。图５（ａ）表明，对于单圆柱的涡激振动问题，在低
约化速度下，升力均方根 ＣＲＭＳＬ 随 Ｕｒ的增大而增大，在

Ｕｒ＝４．５时达到极值，之后，在锁定区间内，Ｃ
ＲＭＳ
Ｌ 随 Ｕｒ

的增大而迅速减小，在锁定区间的上限 Ｕｒ＝６．５处达
到极小值。而在高约化速度下（Ｕｒ≥ ７．０），单圆柱的
升力均方根几乎不再随Ｕｒ的增大而发生变化。对于串
联双圆柱的情况，当Ｌｘ／Ｄ＝３．０时，在低约化速度下，
下游圆柱的ＣＲＭＳＬ 随着Ｕｒ的增大缓慢减小，进入锁定区
间后ＣＲＭＳＬ 随 Ｕｒ迅速增大，之后随 Ｕｒ的增大缓慢增加，
并趋于稳定。对于Ｌｘ／Ｄ＝５．０和８．０的情况，在低约
化速度下，下游圆柱的 ＣＲＭＳＬ 随 Ｕｒ的增大而增大，直至
在Ｕｒ＝５．０时达到极大值。这一变化趋势与 Ｌｘ／Ｄ＝
３．０的情况截然不同，而与单圆柱的情况相类似。随
后，ＣＲＭＳＬ 迅速减小，在Ｕｒ＝５．５时达到极小值，然后又
开始迅速增大。当进入锁定区间后（Ｕｒ≥ ７．０），Ｃ

ＲＭＳ
Ｌ

不再对Ｕｒ具有明显的依赖作用，这与单圆柱以及前述
的Ｌｘ／Ｄ＝３．０情况相一致。同时，从图５（ａ）也可以发
现，在高约化速度时，作用在下游圆柱上的升力明显大

于单圆柱的情况，并且较小的圆心间距比对应较大的

升力幅值，与横流向位移的结果相反。

图５　不同圆心间距比ＬＸ／Ｄ下，下游圆柱

受力特性随约化速度Ｕｒ的变化关系

（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）
Ｆｉｇ．５Ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｆｌｕｉｄｆｏｒｃｅｓｏｎｔｈｅｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ

ｃｙｌｉｎｄｅｒｖｅｒｓｕｓｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｐａｃｉｎｇｒａｔｉｏｓ（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）

关于平均拖曳力ＣＭＤ随Ｕｒ的变化情况在图５（ｂ）中
给出。总体上而言，单圆柱所受到的平均拖曳力在各

约化速度下均要明显大于两圆柱串联放置时下游圆柱
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的结果。就双圆柱的情况而言，当 ＬＸ／Ｄ ＝３．０时，在
Ｕｒ≤５．５范围内，下游圆柱的 Ｃ

Ｍ
Ｄ 出现负值，这与图 ３

（ｂ）出现的负向平均位移结果是一致的。对于Ｌｘ／Ｄ＝
５．０和８．０的结果，在 Ｕｒ≤５．０和 Ｕｒ≥７．０的范围内，
二者的ＣＭＤ变化曲线基本重合，并且在高约化速度区间
内，他们都趋近于 Ｌｘ／Ｄ ＝３．０的计算结果。关于在
Ｌｘ／Ｄ＝５．０，Ｕｒ＝５．５时出现的平均拖曳力异常跳跃现
象，将在后文进一步说明。

３．１．３　尾涡脱落模式
图６分析了Ｌｘ／Ｄ及 Ｕｒ对尾涡脱落模式的影响作

用。对于Ｌｘ／Ｄ＝３．０的串联双圆柱，数值结果表明，在
Ｕｒ＜６．０的范围内，上游固定圆柱后方没有涡旋脱落，
圆柱系统尾流区内的旋涡以图６（ａ１）和６（ａ２）的模式
进行整体脱落；当Ｕｒ≥６．０，即开始发生锁定后，上游圆
柱后方开始出现涡脱落，如图６（ａ３）所示；随着Ｕｒ的进
一步增大，下游圆柱不再发生锁定时，其尾涡脱落模式

（参见图６（ａ４））相对锁定区内的图６（ａ３）未见明显变
化。当Ｌｘ／Ｄ＝５．０时，在 Ｕｒ＜５．５的范围内，典型尾涡
脱落模式如图６（ｂ１）所示，上游固定圆柱后方发生交
替的涡旋脱落，而下游圆柱的尾涡则整齐地排成两排；

当Ｕｒ＝５．５时，尾涡模式如图６（ｂ２）所示，整体上与图
６（ａ１）及６（ａ２）的情况类似；当 Ｕｒ≥６．０后，尾涡模式
如图６（ｂ３）和６（ｂ４）所示，上、下游圆柱尾流区内分别
可见旋涡的脱落。从前文的图 ３和图 ５中看到，在

Ｌｘ／Ｄ＝５．０，Ｕｒ＝５．５的条件下，其位移和受力会突然变
小，这正是由于当 Ｕｒ＝５．５时，尾涡脱落模式的突然改
变所致。对于 Ｌｘ／Ｄ＝８．０，由于圆柱间距比较大，随着
Ｕｒ的变化，上下游圆柱的尾流区内始终同时存在旋涡
的脱落，参见图６（ｃ１）－（ｃ４），上游圆柱脱落的涡旋经
充分发展后，与下游圆柱的尾涡发生更为明显的干涉

作用。

３．１．４　下游圆柱的运动轨迹
为说明下游圆柱在 ｘ和 ｙ两个自由度方向运动的

相互影响作用，图７给出了不同圆心间距比和约化速
度下的运动轨迹。其中，图７（ａ１）、图７（ａ２）、图７（ｂ１）
和图７（ｃ１）中右下角分别给出了放大后的轨迹曲线。
从图７（ａ１）－（ａ４）中可以看到，在相同的圆心间距比
Ｌｘ／Ｄ＝３．０下，随着Ｕｒ的增大，下游圆柱的运动轨迹始
终是“８”字形的封闭曲线。而对于Ｌｘ／Ｄ＝５．０和８．０，
当Ｕｒ≤５．０时，下游圆柱的运动轨迹类似于Ｌｘ／Ｄ＝３．０
的情况，也为“８”字形。当 Ｕｒ＞５．０后，圆柱的轨迹则
变为不封闭的且不规则的曲线，如图７（ｂ３）－（ｂ４）及７
（ｃ３）－（ｃ４）所示。这说明圆心间距比和约化速度对下
游圆柱的运动有明显的影响。当 Ｌｘ／Ｄ比较小时，下游
圆柱在两自由度方向上运动的相关性并不随约化速度

有明显的变化。而当Ｌｘ／Ｄ较大时，Ｕｒ＞５．０后，圆柱在
ｘ和ｙ方向运动的相互影响作用则由简单变得复杂。

图６　不同圆心间距比Ｌｘ／Ｄ及约化速度Ｕｒ下的尾涡脱落模式（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）

Ｆｉｇ．６Ｗａｋｅｍｏｄｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｃｉｎｇｒａｔｉｏｓａｎｄｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）
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图７　不同圆心间距比Ｌｘ／Ｄ及约化速度Ｕｒ下下游圆柱的运动轨迹（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）

Ｆｉｇ．７Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｄｏｗｎｓｔｒｅａｍｃｙｌｉｎｄｅｒｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｃｉｎｇｒａｔｉｏｓａｎｄｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ（Ｒｅ＝１５０，ｍ ＝１０．０，ξ＝０．００７）

３２　质量比对下游圆柱涡激振动的影响
质量比是圆柱结构涡激振动响应的重要影响因素

之一，但对于多圆柱问题，相对于前述的间隙比和约化

速度，人们对质量比的影响作用还缺乏细致的研究和

足够的了解。在此，本文将以 Ｌｘ／Ｄ＝５．０为例，考虑三
种不同的质量比 ｍ ＝５．０、１０．０和２０．０，对这一问题
开展进一步的数值计算，分析质量比对圆柱的位移响

应、振动频率、锁定区间、受力特性、尾涡脱落模式及运

动轨迹的影响。

３．２．１　下游圆柱的位移及振动频率
图８首先给出了下游圆柱横流向相对振动频率

ｆ／ｆｎ随约化速度Ｕｒ的变化情况。从图中可以看出，在本
文所考虑的参数范围内，质量比对锁定区间的影响作

用不大，三种质量比下，锁定区间所对应的约化速度范
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围均为６．０≤Ｕｒ≤１２．０。
图９给出了不同质量比下，下游圆柱的振动响应

随约化速度的变化情况。图９（ａ）的结果表明，在锁定
区间内，下游圆柱的横流向位移均方根总体上随约化

速度的增大而逐渐减小。同时，在相同Ｕｒ下，ｍ越小，
ＹＲＭＳ／Ｄ越大。而在未发生锁定的低约化速度范围内，
在ｍ ＝２０．０的条件下，ＹＲＭＳ／Ｄ随着 Ｕｒ的增大持续增
大，直到发生锁定时达到极值；对于相对较小的质量比

ｍ ＝５．０和１０．０，二者的ＹＲＭＳ／Ｄ在发生锁定前均出现
跳跃。进一步的流场分析结果表明，ｍ ＝５．０，Ｕｒ＝４．５
和ｍ ＝１０．０，Ｕｒ＝５．５两个跳跃点均由尾涡脱落模式
的改变所致，这说明质量比的变化也会对涡激振动过

程中的流动模式和位移响应产生影响作用。

图９（ｂ）考察了下游圆柱顺流向平均位移ＸＭ／Ｄ随
Ｕｒ的变化情况。从图中可以看出，顺流向平均位移总
体上均随着Ｕｒ的增大呈上升趋势，质量比越大，圆柱向
下游偏移的平均位移越小。对于 ｍ ＝５．０和 １０．０，
ＸＭ／Ｄ也分别在 Ｕｒ＝４．５和５．５处发生跳跃，这与图９
（ａ）的情况类似。

值得说明的是，在ｍ ＝５．０和２０．０的情况下，相
对于ｍ ＝１０．０，下游圆柱在ｘ，ｙ两个方向的联合位移
形态没有本质性的改变，与图７（ｂ１）－（ｂ４）所给出的
运动形式在总体上基本一致。这表明，在本文所考查

的参数范围内，质量比对下游圆柱纵向 －横向运动的
相干性的影响作用有限。

图８　不同质量比ｍ下，下游圆柱横流向相对
振动频率ｆ／ｆｎ随约化速度Ｕｒ的变化关系

（Ｒｅ＝１５０，Ｌｘ／Ｄ＝５．０，ξ＝０．００７）

Ｆｉｇ．８Ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｒｅｌａｔｉｖｅｒｅｓｐｏｎｓｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｏｆｒｅａｒｃｙｌｉｎｄｅｒｖｅｒｓｕｓｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｍａｓｓｒａｔｉｏｓ（Ｒｅ＝１５０，Ｌｘ／Ｄ＝５．０，ξ＝０．００７）

３．２．２　下游圆柱的受力特性
不同质量比下，下游圆柱升力均方根 ＣＲＭＳＬ 和平均

拖曳力ＣＭＤ随约化速度 Ｕｒ的变化情况分别在图１０（ａ）
和图１０（ｂ）中给出。对于 ｍ ＝１０．０和２０．０的情况，
ＣＲＭＳＬ 均随Ｕｒ先增大至最大值，然后突然减小。之后，进
入锁定区后，又迅速增大，直至达到稳定。对于 ｍ ＝

图９　不同质量比ｍ下，下游圆柱涡激振动响应
特性随约化速度Ｕｒ的变化关系

（Ｒｅ＝１５０，Ｌｘ／Ｄ＝５．０，ξ＝０．００７）

Ｆｉｇ．８Ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅ
ｏｆｔｈｅｒｅａｒｃｙｌｉｎｄｅｒｖｅｒｓｕｓｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｆｏｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｓｓｒａｔｉｏｓ（Ｒｅ＝１５０，Ｌｘ／Ｄ＝５．０，ξ＝０．００７）

５．０，不同的是在 Ｕｒ＝４．５时，升力系数突然减小，使得
在Ｕｒ＝４．５和 Ｕｒ＝６．０分别出现两个极小值。在各质
量比下，当Ｕｒ≥６．０后（即发生锁定后），质量比越大，
升力系数也越大，这与图９（ａ）中关于横流向位移的结
果相反。

从图１０（ｂ）给出的下游圆柱的平均拖曳力系数
结果中可以看到，当发生锁定后，作用于下游圆柱的

ＣＭＤ随着Ｕｒ的增大缓慢减小，并且，较大的质量比对应较
小的平均拖曳力系数。而在未发生锁定的低约化速度

区间内，对于 ｍ ＝５．０和 １０．０的情况，下游圆柱的
ＣＭＤ变化剧烈，相应的跳跃点仍对应于前述的 Ｕｒ＝４．５
和５．５。

综合图９和图１０的结果，可以发现，在ｍ ＝５．０，
Ｕｒ＝４．５条件下，Ｙ

ＲＭＳ／Ｄ、ＸＭ／Ｄ、ＣＲＭＳＬ 以及 ＣＭＤ均会突
然变小，这是因为在Ｕｒ＝４．５时，双圆柱后方的涡脱落
模式会由前述的图６（ｂ１）形式突变为图６（ｂ２）的形式，
此时上游圆柱不发生涡旋脱落，对下游圆柱的干涉作

用减弱，相应的位移和受力都较小。而对于本文中所

考虑的较大质量比 ｍ ＝２０．０，数值模拟结果表明，在
全部Ｕｒ范围内，上游圆柱的尾迹区内始终存在明显的
涡脱落现象。
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图１０　不同质量比ｍ下，下游圆柱受力特性
随约化速度Ｕｒ的变化关系

（Ｒｅ＝１５０，Ｌｘ／Ｄ＝５．０，ξ＝０．００７）

Ｆｉｇ．９Ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｆｌｕｉｄｆｏｒｃｅｓｏｆｔｈｅｒｅａｒ
ｃｙｌｉｎｄｅｒｖｅｒｓｕｓｒｅｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｍａｓｓｒａｔｉｏｓ（Ｒｅ＝１５０，Ｌｘ／Ｄ＝５．０，ξ＝０．００７）

４　结　论

本文利用迎风有限元数值方法对不可压缩粘性流

体的ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程进行了求解，并结合 ＡＬＥ动网
格方法，对Ｒｅ＝１５０条件下，串联双圆柱的涡激振动问
题开展了二维数值分析。其中，上游圆柱固定不动，下

游圆柱在弹簧和阻尼约束下允许同时发生顺流向和横

流向的运动。在对数值模型的可靠性进行了验证的基

础上，重点研究了两等直径圆柱圆心间距、质量比以及

约化速度对下游圆柱涡激振动响应的影响作用，包括

位移响应、振动频率特征、锁定区间、流体作用力、尾涡

模式以及运动轨迹等方面。数值结果表明，在本文的

计算范围内，随着两圆柱间相对圆心间距 Ｌｘ／Ｄ的增
大，下游圆柱开始发生锁定时对应的约化速度增大，在

较大的间距比下（Ｌｘ／Ｄ＝５．０和８．０），锁定区间较单
圆柱及小间距情况（Ｌｘ／Ｄ＝３．０）明显变宽。在Ｌｘ／Ｄ＝
３．０的小间距下，下游圆柱的横流向振动位移可达到单
圆柱情况下的１．５倍，同时下游圆柱的顺流平均位移
出现负值，即下游圆柱的平衡位置向上游圆柱移动。

数值结果也表明，随着约化速度和间距比的变化，串联

圆柱的尾涡模式会发生显著改变，进而深刻影响圆柱

的受力和运动响应。本文还以 Ｌｘ／Ｄ ＝５．０为典型间

距，研究了质量比对下游圆柱涡激振动响应和受力特

性的影响。结果表明，质量比对锁定区间的影响不明

显，但当锁定发生时，在相同约化速度下，随着质量比

的增大，下游圆柱的横流向运动位移响应会有所减小。

进一步的流场分析表明，质量比的变化也会导致尾涡

脱落模式的改变，进而影响到圆柱的受力和运动特性，

这在进入锁定区间前非常明显。

目前关于两自由度涡激振动问题的研究，通常固

定雷诺数，考虑运动响应等对约化速度的依赖关系。

但对实际问题而言，往往是圆柱结构形式和流体物性

一定，来流流速发生改变，此时雷诺数和约化速度同时

发生变化。因此，固定雷诺数而仅改变约化速度的研

究方法不能满足全面了解涡激振动特性的需要，这是

在以后的研究工作中需要加以关注的问题。另一方

面，随着雷诺数的不断增加，二维模型将不再适用，需

要开展三维数值计算。本文的计算结果也表明，即便

是在简单的二维低雷诺数条件下，约化速度的微小变

化也会引起涡激振动响应特性的剧烈改变，这就要求

采用很小的约化速度增量来开展细致的数值分析工

作，这些都会导致计算量的激增，对现有的计算条件提

出了较大的挑战。此外，在高雷诺数条件下，直接数值

模拟（ＤｉｒｅｃｔＮｕｍｅｒｉｃａｌＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ）在理论上是可靠的，
但计算量巨大。采用湍流模型虽可缓解计算量的压

力，但湍流模式本身的适用性问题至今仍是全人类共

同面对科学难题之一。
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