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　　摘　要：根据波函数法（ＷＢＭ）基于间接Ｔｒｅｆｆｔｚ法且不同于有限元等传统方法、在整个分析域内位移场由精确满
足动力学方程函数表示、适用范围由低频扩展至中频等特点，基于该法对结构中频振动功率流问题进行研究。算例中用

ＷＢＭ法分析板结构功率流，并与有限元法比较。用计算结果验证该方法在求解中频振动功率流的有效性与优势。
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Ｗａｖｅｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｐｏｗｅｒｆｌｏｗａｎａｌｙｓｉｓ
ＹＡＮＧＮｉａｎ，ＣＨＥＮＬｕｙｕｎ，ＺＨＡＮＧＹｕｆａｎｇ
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　　Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｗａｖｅｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄ（ＷＢＭ）ｉｓａｎｅｗｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃｍｅｔｈｏｄｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｉｔｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅ
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ｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｇｏｖｅｒｎｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎ．Ｄｕｅｔｏｉｔｓｅｎｈａｎｃｅｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙａｓｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈ
ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ（ＦＥＭ），ｔｈｅＷＢＭｃａｎｓｅｔｔｌｅｍｉｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｔｈｅｐｏｗｅｒｆｌｏｗｉｎｐｌａｔｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｗａｓ
ａｎａｌｙｓｅｄｂｙＷＢＭａｎｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｏｓｅｏｆｔｈｅＦＥＭ．Ｔｈｅｏｕｔｃｏｍｅｔｕｒｎｓｏｕｔｔｈｅｖａｌｉｄｉｔｙａｎｄａｄｖａｎｔａｇｅ
ｏｆｔｈｅＷＢＭ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｍｉｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；ｐｏｗｅｒｆｌｏｗ；ＷＢＭ；ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅ

　　现代工业愈发展，人对舒适度要求愈高，结构振动
噪声愈受关注。结构振动按频段可分为低、中、高三频

段。低频段，常用确定性方法如有限元法（ＦＥＭ）［１－２］

分析结构。但随频率增高，有限元法需大幅提高自由

度方能获得较准确结果［３］，且仍存在计算发散问题。

而高频振动模态密度高，不确定性对响应影响大，常用

概率性方法分析：即统计能量法（ＳＥＡ）［４］、功率流有限
元法（ＥＦＥＭ）［５］等。处于高、低频之间的中频段，其模
态密度既未达统计能量法对模态重叠因子大于 １要
求，而结构细节对响应尚有一定影响。因此，在该频段

用有限元法、统计能量法效果均不理想。目前主要处

理方法采用混合有限元法及统计能量分析法（混合 ＦＥ
－ＳＥＡ法）［６］，该方法核心为直混场互惠定理。虽混合
ＦＥ－ＳＥＡ法对中频问题预测取得一定成果，但理论、计
算精度尚存一定问题。Ｄｅｓｍｅｔ［７］采用基于波理论的新
型确定性方法 －波函数法（ＷＢＭ）。该方法基于间接

Ｔｒｅｆｆｔｚ法［８］，具有自由度少、收敛快、精度高等优点，在

解决中频振动问题时能克服有限元法等确定性方法存

在的不足［９－１１］。

据ＷＢＭ理论可快速计算出中频段结构动力响应
参数。在结构动力响应中，振动传递主要是能量的传

递，由能量角度研究振动响应更能反映问题的本质［１２］。

通过引入能量流动概念，可得关于结构动力响应功率

流分布特性，并可用于结构在中频域的减振降噪评价。

功率流作为能同时表征振动水平与振动传递的参数，

既包含力、速度幅值大小也包括两者间相位关系，给出

的结构振动绝对度量物理量，可清楚描述结构动力响

应特性。此外，用波函数法（ＷＢＭ）求解功率流问题，
既能利用方法自身自由度少、收敛快的优势，又能避免

求解力、速度等二级参量过程中精度损失问题。因此，

ＷＢＭ法在中频功率流领域潜力巨大。
本文用ＷＢＭ法对结构功率流进行研究。以求解

四周简支平板振动功率流为例，验证该方法的有效性

与优势。

１　ＷＢＭ基本理论

ＷＢＭ法为间接 Ｔｒｅｆｆｔｚ方法，将结构分成少量子



域，按Ｔｒｅｆｆｔｚ准则，每个子域的振动参量由一组波函数
表示，该波函数严格满足振动控制方程，因此整个控制

域内的参量足够精确，只在边界上产生误差。边界误

差通过加辽金加权残值法计算消除［９］，求出位移场。

１１　薄板弯曲振动理论
本文主要研究板的弯曲振动问题。该问题的理论

主要有Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ［１３］及ＲｅｉｓｓｎｅｒＭｉｎｄｌｉｎ［１４－１５］平板理论。
对薄板（弯曲波波长不小于板厚的６倍），Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理
论计算结果较准确［１６］。而 ＷＢＭ法基于该理论。据
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论，均匀各向同性平板受法向作用力时，决
定其稳态法向位移场方程为：

!

４ｗ（ｘ，ｙ）－ｋ４ｂｗ（ｘ，ｙ）＝
Ｆｚ
Ｄδ（ｘＦ，ｙＦ） （１）

式中：ｗ（ｘ，ｙ）为法向位移场；
!

４＝
４

ｘ４
＋２ ４

ｘ２ｙ２
＋

４

ｙ４
；

Ｆｚ为作用力；（ｘＦ，ｙＦ）为作用力坐标；Ｄ＝
Ｅ（１＋ｊη）ｔ３

１２（１－μ２）
为

板抗弯刚度；ｋｂ＝
４
ρｔω２

槡Ｄ
为板弯曲波数；ｔ，Ｅ，μ，η，ω，ρ

分别为板厚、弹性模量、泊松比、材料损失系数、激振圆

频率及材料密度；ｊ 槡＝ －１。
由于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论中的控制方程为四阶微分方

程，因此须在板边界添加两边界条件以确定弯曲振动

位移场ｗ（ｘ，ｙ）。边界条件主要有３种：
（１）力边界条件 ΓｍＱ（已知弯矩、剪力，如自由边

界）：

Ｒｍｎ（ζ）＝Ｌｍｎ［ｗ（ζ）］－ｍ
—
ｎ（ζ）＝０

ＲＱｎ（ζ）＝ＬＱｎ［ｗ（ζ）］－Ｑ
—

ｎ（ζ）＝０
（２）位移边界条件 Γｗθ（已知线位移、转角，如固支

边界）：

Ｒｗ（ζ）＝ｗ（ζ）－ｗ
—（ζ）＝０

Ｒθｎ（ζ）＝Ｌθｎ［ｗ（ζ）］－θ
—

ｎ（ζ）＝０
（３）混合边界条件Γｗｍ（已知线位移、弯矩，如简支

边界）：

Ｒｗ（ζ）＝ｗ（ζ）－ｗ
—（ζ）＝０

Ｒｍｎ（ζ）＝Ｌｍｎ［ｗ（ζ）］－ｍ
—
ｎ（ζ）＝０

式中：ζ为板边界；ｗ—，θ
—

ｎ，ｍ
—
ｎ，Ｑ
—

ｎ分别为边界已知的位

移、转角、弯矩、剪力；Ｌθｎ＝－

ｒｎ
，Ｌｍｎ＝－ (Ｄ ２

ｒ２ｎ
＋

μ
２

ｒ２)
ｓ
，ＬＱｎ＝－Ｄ


ｒｎ

２

ｒ２ｎ
＋（２－μ）

２

ｒ２[ ]
ｓ
为微分算子。

１２　位移参量ｗ展开
在 ＷＢＭ 中弯曲振动稳态位移 场 ｗ展开形

式［１１，１５］为：

ｗ（ｘ，ｙ）≈ ｗ^（ｘ，ｙ）＝

∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓψｓ（ｘ，ｙ）＋ｗ^Ｆ（ｘ，ｙ） （２）

式中：ψｓ（ｘ，ｙ）为控制域内波函数；ｗｓ为未知波函数贡

献系数；ｎｓ为波函数个数；ｗ^Ｆ（ｘ，ｙ）为满足控制式（１）
的特解，由激励力引起，表达式［１５］为：

ｗ^Ｆ（ｘ，ｙ）＝－
ｊＦ
８ｋ２ｂＤ

［Ｈ（２）０ （ｋｂｒＦ）－Ｈ
（２）
０ （－ｊｋｂｒＦ）］

（３）
式中：Ｈ（２）０ 为零阶第二类汉克函数；ｒＦ为激励点至响应
点距离。

ＷＢＭ中的波函数ψｓ（ｘ，ｙ）均为满足控制方程（１）
的齐次解，其两组形式［９］为：

第一组：

ψｓ１（ｘ，ｙ）＝ｃｏｓ（ｋｘｓ１ｘ）ｅｘｐ（－ｊｋｙｓ１ｙ）

ψｓ２（ｘ，ｙ）＝ｃｏｓ（ｋｙｓ２ｙ）ｅｘｐ（－ｊｋｘｓ２ｘ
}
）

（４）

第二组：

ψｓ１（ｘ，ｙ）＝ｃｏｓ（ｋｘｓ１ｘ）ｅｘｐ（－ｊｋｙｓ１ｙ）

ψｓ２（ｘ，ｙ）＝ｃｏｓ（ｋｙｓ２ｙ）ｅｘｐ（－ｊｋｘｓ２ｘ
}
）

（５）

其中：

ｋｘｓ１＝
ｓ１π
Ｌｘ
；ｋｙｓ１＝

± ｋ２ｂ－ｋ
２
ｘｓ槡 １

±ｊ ｋ２ｂ＋ｋ
２
ｘｓ槡

{
１

ｋｙｓ２＝
ｓ２π
Ｌｙ
；ｋｙｓ１＝

± ｋ２ｂ－ｋ
２
ｙｓ槡 ２

±ｊ ｋ２ｂ＋ｋ
２
ｙｓ槡

{
２

式中，ｓ１＝０，１，２，…，ｎｓ１；ｓ２＝０，１，２，…，ｎｓ２；ｎｓ＝４（ｎｓ１＋
１）＋４（ｎｓ２＋１）为波模型自由度。

现已证明，用第一组波函数求解任意凸域问题时，

计算均能收敛。第二组波函数收敛性尚未得到证明，

且在求解某些特殊凸域问题时收敛较慢［７］。本文采用

第一组波函数求解。理论上只有在取无限个波函数

时，计算结果才为精确解，但实际计算中只能取有限个

波函数。因此，须对波函数个数进行截断，截断法

则［１０］为：

ｎｓ１
Ｌｘ
≈
ｎｓ２
Ｌｙ
≥Ｔ

ｋｂ
π

（６）

式中：Ｔ为截断系数；Ｌｘ，Ｌｙ分别为包围板轮廓的最小矩
形尺寸。

１．３　加辽金加权残值公式
ＷＢＭ法在边界上会产生误差，可用加辽金加权残

值公式消除［７］：

∫
Γｗｍ∪Γｗθ

ＬＱｎ［ｗ′］ＲｗｄΓ＋∫
Γｗθ

Ｌｍｎ［ｗ′］ＲθｎｄΓ－

∫
Γｗｍ∪ΓｍＱ

Ｌθｎ［ｗ′］ＲｍｎｄΓ－∫
ΓｍＱ

［ｗ′］ＲＱｎｄΓ＝０ （７）

式中：ｗ′为权函数，用波函数ψｓ展开，即ｗ′＝∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗ′ｓψｓ，
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将ｗ′与边界残值（Ｒｗ，Ｒθｎ，Ｒｍｎ，ＲＱｎ）代入式（７），约去
ｗ′ｓ，通过化简得ｗｓ矩阵方程：

［Ａ］｛ｗｓ｝＝｛ｆ｝ （８）
式中：

［Ａ］ｉｊ＝ ∫
Γｗｍ∪Γｗθ

ＬＱｎ［ψｓｉ］ψｓｊｄΓ＋∫
Γｗθ

Ｌｍｎ［ψｓｉ］Ｌθｎ［ψｓｊ］ｄΓ－

∫
Γｗｍ∪ΓｍＱ

Ｌθｎ［ψｓｉ］Ｌｍｎ［ψｓｊ］ｄΓ－∫
ΓｍＱ

［ψｓｉ］ＬＱｎ［ψｓｊ］ｄΓ

｛ｆ｝ｉ＝ ∫
Γｗｍ∪Γｗθ

ＬＱｎ［ψｓｉ］（ｗ
— －ｗ^Ｆ）ｄΓ＋

∫
Γｗθ

Ｌｍｎ［ψｓｉ］（θ
—

ｎ－Ｌθｎ［ｗ^Ｆ］）ｄΓ－

∫
Γｗｍ∪ΓｍＱ

Ｌθｎ［ψｓｉ］（ｍ
—
ｎ－Ｌｍｎ［ｗ^Ｆ］）ｄΓ－

∫
ΓｍＱ

ψｓｉ（Ｑ
—

ｎ－ＬＱｎ［ｗ^Ｆ］）ｄΓ （１０）

求解式（７）可得贡献系数ｗｓ，从而求出位移场ｗ。

２　ＷＢＭ计算功率流

２１　功率流基本理论
记Ｆ（ω）为作用于结构某点的外力瞬时值；Ｖ（ω）为

该点速度响应瞬时值，则输入该结构功率瞬时值［１７］为：

Ｐ＝Ｆ（ω）Ｖ（ω） （１１）
　　用复数形式表示为：

Ｐ＝１２Ｒｅ（｛Ｆ
～
Ｖ
～｝） （１２）

式中：为取共轭复数。
功率流过某板截面时，可将其视为能量强度，反映

该截面振动程度的强弱。研究实际振动结构时，往往

取一段时间（周期振动的最小正周期）内的平均功率，

其较瞬时功率更能反映外部激励注入结构的能量强

度。该时均功率即为稳态功率流强度［１８］：

Ｉｘ ＝－
１
２Ｒｅ［Ｑｘｖｚ

 －Ｍｘθ
·
ｙ ＋

Ｍｘｙθ
·
ｘ ＋Ｆｘｖｘ ＋Ｆｘｙｖｙ］ （１３）

Ｉｙ ＝－
１
２Ｒｅ［Ｑｙｖｚ

 ＋Ｍｙθ
·
ｘ －

Ｍｙｘθ
·
ｙ ＋Ｆｙｖｙ ＋Ｆｙｘｖｘ］ （１４）

式中：Ｑｘ，Ｑｙ分别为以ｘ，ｙ轴为法方向平面内单位宽度
沿ｚ轴剪力；Ｍｘ，Ｍｙ为ｘ，ｙ方向正应力σｘ，σｙ作用于中
面上单位宽度合力矩；Ｍｘｙ，Ｍｙｘ为剪应力 τｘｙ，τｙｘ作用于
中面上单位宽度合力矩（第１下标表示力所在平面法
方向，第２下标表示力方向）；Ｆｘ，Ｆｙ为垂直于板截面沿
ｘ，ｙ方向单位宽度薄膜力；Ｆｘｙ，Ｆｙｘ为板截面内单位宽度

剪力（命名规则同 Ｍｘｙ，Ｍｙｘ）；ｖｋ，θ
·

ｋ为沿 ｋ方向线速度
及以ｋ为轴的角速度。

基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论，式（１３）、（１４）可化简为：

Ｉｘ ＝－
１
２Ｒｅ［Ｑｘｖｚ

 －Ｍｘθ
·
ｙ ＋Ｍｘｙθ

·
ｘ］ （１５）

Ｉｙ ＝－
１
２Ｒｅ［Ｑｙｖｚ

 ＋Ｍｙθ
·
ｘ －Ｍｙｘθ

·
ｙ］ （１６）

式中：Ｑｘ，Ｑｙ，Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ可通过对位移函数求偏导获
得［２］。将其代入式（１５）、（１６），可得平板振动功率流。
２２　功率流计算

由式（１５）、（１６）可知，计算功率流需已知剪力、弯
矩等数值，将１．３节中所得位移场代入计算式中得：

Ｍｘ ＝－Ｄ∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓ
２ψｓ
ｘ２
＋
２ｗ^Ｆ
ｘ２

＋μ∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓ
２ψｓ
ｙ２
＋
２ｗ^Ｆ
ｙ( )[ ]２

（１７）

Ｍｙ ＝－Ｄ∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓ
２ψｓ
ｙ２
＋
２ｗ^Ｆ
ｙ２

＋μ∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓ
２ψｓ
ｘ２
＋
２ｗ^Ｆ
ｘ( )[ ]２

（１８）

Ｑｘ [＝－Ｄ ∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓ
３ψｓ
ｘ３
＋
３ｗ^Ｆ
ｘ３

－

（２－μ）∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓ
３ψｓ
ｘｙ２

＋
３ｗ^Ｆ
ｘｙ( ) ]２

（１９）

Ｑｙ＝－ [Ｄ ∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓ
３ψｓ
ｙ３
＋
３ｗ^Ｆ
ｙ３
－

（２－μ）∑
ｎｓ

ｓ＝１
ｗｓ
３ψｓ
ｘ２ｙ

＋
３ｗ^Ｆ
ｘ２( ) ]ｙ （２０）

　　将以上数值代入式（１５）、（１６）即得板的振动功率
流。由以上推导看出，功率流仅与贡献系数 ｗｓ有关，
不存在有限元法中求解力、速度等二级参量时精度损

失问题。因此，运用ＷＢＭ法求解功率流理论上是解析
解，无精度损失。

３　算例

本文以矩形简支平板为例，用ＷＢＭ法求解其功率
流场，并与有限元法结果对比，验证ＷＢＭ法的有效性、
优势。矩形板见图１，板长Ｌｘ＝１．０ｍ，宽Ｌｙ＝０．５ｍ，弹
性模量 Ｅ＝２１０ＧＮ，泊松比 μ＝０．３，密度 ρ＝７８００
ｋｇ／ｍ３，板厚ｔ＝０．００１ｍ。为简化，算例中取耗损系数η
＝０。将单位法向力作用于点ｒＦ（ｘＦ，ｙＦ）＝（０．２ｍ，０．１
ｍ）处。

图１　简支矩形板
Ｆｉｇ．１Ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅ
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３．１　ＷＢＭ功率流计算
受简谐集中力作用的简支矩形平板，其法向位移

场有解析解。本文以通过该解析解求出的功率流场为

计算参考值。在集中力 Ｆ作用下矩形板位移场解析
解［１９］为：

ｗ（ｘ，ｙ）＝４ＦＬｘＬｙ∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１

ｓｉｎ
ｍπｘｑ
Ｌｘ
ｓｉｎ
ｎπｙｑ
Ｌｙ

Ｄ ｍπ
Ｌ( )
ｘ

２
＋ ｎπ
Ｌ( )
ｙ

[ ]２ ２
－ｋｂ{ }４

×

ｓｉｎｍπｘＬｘ
ｓｉｎｎπｙＬｙ

（２１）

激振力频率为 ６０Ｈｚ，ＷＢＭ计算软件用 Ｍａｔｌａ
ｂＲ２０１１ｂ，波函数个数为１８０，即自由度 ＤＯＦ＝１８０。图
２（ａ）为用ＷＢＭ计算所得位移场等高线图，该位移场与
解析解间相对误差见图 ２（ｂ），相对误 差 ε１ ＝
（ｗ－ｗ０）／ｗ０ 中 ｗ０为理论值。可以看出，除边界附
近与位移值近于０区域外，板上大部分响应点位移与
理论值接近，相对误差不超１％。

对所求位移场进行相关后处理，得板在该激振频

率下功率流场等高线图见图３（ａ），与解析解相对误差

图２　位移场等高线及相对误差图
Ｆｉｇ．２Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｅｌｄｃｏｎｔｏｕｒａｎｄｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ

见图３（ｂ），相对误差ε＝ （Ｐ－Ｐ０）／Ｐ０ 中Ｐ０为理论值。
可以看出，除边界附近及位移值近于０区域外，板上大部
分响应点功率流与理论值接近，相对误差不超过５％。

图３　功率流等高线及相对误差图
Ｆｉｇ．３Ｔｈｅｐｏｗｅｒｆｌｏｗｆｉｅｌｄｃｏｎｔｏｕｒａｎｄｆｌｏｗｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ

图４　功率流强度谱图
Ｆｉｇ．４Ｔｈｅｐｏｗｅｒｆｌｏｗｓｐｅｃｔｒｕｍ

３．２　与有限元法（ＦＥＭ）对比
选１００～５００Ｈｚ为分析频段，分别用 ＷＢＭ法及有

限元法求解响应点 ｒｒ（ｘｒ，ｙｒ）＝（０．６ｍ，０．４ｍ）处功率
流。ＷＢＭ法计算软件用 ＭａｔｌａｂＲ２０１１ｂ，ＤＯＦ＝１８０；
有限元软件选 Ｎａｓｔｒａｎ２０１０，自由度数 ＤＯＦ＝２４８５５。
将两种方法所得结果分别与理论值比较，计算得功率

流谱见图４。由图４看出，低频时，ＷＢＭ法及有限元法
所得结果与理论值较吻合。随频率增高，有限元法与

理论值误差增大；用ＷＢＭ法所求功率流与理论值较吻
合，计算精确性仍可得到保证，求解频段可由低频一直

扩展至中频，表明ＷＢＭ法对解决中频功率流问题具有
优势。

４　结　论

本文通过对板结构振动的研究，使 ＷＢＭ法获得
有效性验证；通过与有限元法比较，体现出 ＷＢＭ法在
求解中频振动功率流时自由度少、收敛快、精度高等优

势。后续会采用更复杂模型进行分析与控制研究，力

求将该方法用于实际结构振动分析中。
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