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　　摘　要：考虑高精度
"

维精细积分法求解大规模动力系统快速算法。为提高
"

维精细积分方法求解大规模动力

系统精度，将非齐次项近似为高阶多项式，形成高精度
"

维精细积分方法；为减少计算时间、提高计算效率，提出高精度
"

维精细积分方法快速算法。算例表明，通过提高非齐次项近似阶数可显著提高计算精度，快速算法可使计算效率呈量级

提高，高精度快速算法适合大规模动力系统长时间推进计算。

关键词：大规模动力系统；
"
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　　对线弹性结构动力学问题，较成熟、常用的时域积
分方法有Ｎｅｗｍａｒｋ方法、ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法。因计算稳
定性及精度要求，此两方法的积分步长均较小，计算量

较大。文献［１］提出的求解结构动力方程精细时程积
分法求解线性齐次常微分方程，能获得数值上逼近计

算机精度的结果。而求解非齐次常微分方程，该方法

需对方程系数矩阵求逆计算，当逆不存在时方法失效。

为充分发挥精细积分方法高精度功效，正致力于

研究避免矩阵求逆的精细积分方法，发展方向为：

（１）研究 Ｄｕｈａｍｅｌ项积分方法。采用数值积分方
法对Ｄｕｈａｍｅｌ项进行积分。张森文等［２－３］利用辛普生

积分公式、高斯积分公式求解 Ｄｕｈａｍｅｌ积分，在精细积
分方法基础上研究 Ｄｕｈａｍｅｌ项的精细积分方法。谭述
君等［４－５］对非齐次项多项式、指数函数、正／余弦函数

给出精确计算方法，获得数值上逼近计算机精度结果。

谭述君等［６］基于 Ｄｕｈａｍｅｌ项的精细积分方法，构造出
求解非线性微分方程的数值算法。

（２）研究增维精细积分方法。顾元宪等［７－８］提出

增维精细积分法。该方法可避免矩阵求逆，但增维后

系数矩阵是时变的，只在时间步长非常小时方可近似

为定常矩阵。文献［９－１２］分别将非齐次项用 Ｔａｙｌｏｒ
多项式、Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式、Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式及 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
多项式展开，再利用

"

维方法扩大系数矩阵，并用精细

积分算法求解新的微分方程组，获得较好计算结果。

文献［１３］将
"

维精细积分方法用于非线性系统求解。

由于用
"

维精细积分方法时
"

维后系数矩阵是时

变的，如果每次递推计算前均需按精细积分法进行Ｌ＝
２０次矩阵与矩阵相乘，计算量大，效率低，对大规模动
力系统更是如此。因此需研究

"

维精细积分方法的快

速算法。任伟等［１４］提出将非齐次项作为常数时的快速

算法。张继峰等［１５］在增维精细积分法基础上对矩阵进

行分块计算，考虑非齐次项特点，减小矩阵维数，实现



简化计算。将非齐次项近似为多项式研究中，文献［４］
给出的递推计算公式精度高、算法快速。文献［１６］以
精细积分方法为基础，利用大规模动力系统矩阵的稀

疏性及动力物理特性，分析矩阵指数的特殊结构，并给

出计算大规模动力系统矩阵指数及动力响应的高效率

方法。为进一步提高计算精度，本文研究将非齐次项

近似为高次多项式（以二次多项式为例）基于
"

维精细

积分的快速算法，获得与文献［４］相同结果。该算法不
依赖于方程的物理特性，且具有高精度。

１　精细积分方法［１］

考虑齐次线性常微分方程初值问题：

ｘ· ＝Ａｘ
ｘ（ｔ０）＝ｘ

}
０

（１）

式中：Ａ为 ｎ阶常数矩阵；ｘ为 ｎ维列向量。据常微分
方程理论，式（１）的解为：

ｘ＝ｅＡ·ｔｘ０ （２）
令时间步长为τ，一系列等步长τ的时刻为：

ｔ０ ＝０，ｔ１ ＝τ，…，ｔｋ ＝ｋτ，…
　　则：

ｘ（τ）＝ｘ１ ＝Ｔｘ０，Ｔ＝ｅ
Ａτ （３）

　　及递推公式：
ｘｋ ＝Ｔｘｋ－１ （４）

问题归结为式（３）中 Ｔ阵的计算。在较小时间间
隔［ｔｋ－１，ｔｋ］内计算Ｔ阵：

Ｔ＝ｅＡτ ＝（ｅ
τ
ｍＡ）ｍ （５）

其中：ｍ＝２Ｌ。若Ｌ＝２０，则ｍ＝１０４８５７６。令μ＝τ／ｍ，
因τ很小，ｍ很大，故μ很小。在μ区间段内，有：

ｅμＡ≈Ｉ＋Ａμ＋（Ａμ）２／２＋
（Ａμ）３／６＋（Ａμ）４／２４＝Ｉ＋Ｔａ （６）

其中：

Ｔａ ＝Ａμ＋（Ａμ）
２／２＋（Ａμ）３／６＋

（Ａμ）４／２４ （７）
　　令：
Ｔ＝ｅτＡ ＝（Ｉ＋Ｔａ）

２Ｌ ＝（Ｉ＋Ｔａ）
２Ｌ－１（Ｉ＋Ｔａ）

２Ｌ－１

（８）
且（Ｉ＋Ｔｂ）（Ｉ＋Ｔｃ）＝Ｉ＋Ｔｂ＋Ｔｃ＋ＴｂＴｃ，因此求解

Ｔ即等同于执行语句为：
ｆｏｒ（ｉ＝１；ｉ＜＝Ｌ；ｉ＋＋）　Ｔａ ＝２Ｔａ＋ＴａＴａ
循环结束时执行：

Ｔ＝Ｉ＋Ｔａ （９）
　　由此获得Ｔ阵。此即求解齐次常微分方程组初值
问题的精细积分方法。

２　高精度
!
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设系统刚度矩阵、阻尼矩阵、质量矩阵分别为 ｋ，

Ｃ，Ｍ，则结构动力学方程为：
Ｍｙ··＋Ｃｙ· ＋ｋｙ＝ｆ（ｔ）

式中：ｆ（ｔ）为外力。方程可改写为：
ｖ· ＝Ｈｖ＋ｇ

其中：ｖ＝{ }ｙｐ，Ｈ＝ ０ Ｍ－１

－Ｋ －ＣＭ[ ]－１
，ｇ＝

０{ }ｆ。
式中：ｐ＝Ｍｙ· 为动量。

考虑初始条件的结构动力学方程可写为：

ｄｖ
ｄｔ＝Ｈｖ＋ｇ，ｖ（ｔ０）＝ｖ０ （１０）

式中：Ｈ为ｎ阶常数矩阵；ｇ仅为时间ｔ的函数。
将ｇ在时刻ｔｋ处作Ｔａｙｌｏｒ展开：

ｇ（ｔ）＝ｇ（ｔｋ）＋ｇ′（ｔｋ）（ｔ－ｔｋ）＋
１
２ｇ″（ｔｋ）（ｔ－ｔｋ）

２＋ｏ［（ｔ－ｔｋ）
３］ （１１）

　　略去式（１１）中高阶项后代入式（１０）得：
ｄＵ
ｄｔ＝Ａｕ （１２）

式中：

Ｕ＝

ｖ
１
ｔ－ｔｋ

１
２（ｔ－ｔｋ）














２

，Ａ＝

Ｈ ｇ０ ｇ１ ｇ２
０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０











０ ０ １ ０

（１３）

ｇ０ ＝ｇ（ｔｋ），ｇ１ ＝ｇ′（ｔｋ），ｇ２ ＝ｇ″（ｔｋ）
式（１２）在形式上表现为线性齐次常微分方程组，

可用精细积分方法求解。但在不同时间段内矩阵 Ａ不
同，若每次按精细积分法做 Ｌ＝２０次矩阵与矩阵相乘，
计算量较大，效率较低。以下导出求解矩阵 Ｔａ的快速
算法。

由式（１２）中矩阵Ａ的定义计算得：

Ａ２＝

Ｈ２ Ｈｇ０＋ｇ１ Ｈｇ１＋ｇ２ Ｈｇ２
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０











０ １ ０ ０

Ａ３＝

Ｈ３ Ｈ２ｇ０＋Ｈｇ１＋ｇ２ Ｈ２ｇ１＋Ｈｇ２ Ｈ２ｇ２
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０











０ ０ ０ ０

Ａ４

＝

Ｈ４ Ｈ３ｇ０＋Ｈ
２ｇ１＋Ｈｇ２ Ｈ３ｇ１＋Ｈ

２ｇ２ Ｈ３ｇ２
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０











０ ０ ０ ０

　　记：
Ｐ０ ＝μＩ＋（μ

２／２）Ｈ＋（μ３／６）Ｈ２＋（μ４／２４）Ｈ３

（１４ａ）
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Ｑ０ ＝（μ
２／２）Ｉ＋（μ３／６）Ｈ＋（μ４／２４）Ｈ２ （１４ｂ）
Ｒ０ ＝（μ

３／６）Ｉ＋（μ４／２４）Ｈ （１４ｃ）
ａ０ ＝μ　ｂ０ ＝μ

２／２　ｃ０ ＝μ （１４ｄ）
　　由（７）式有：

Ｔａ ＝

Ｐ０Ｈ Ｐ０ｇ０＋Ｑ０ｇ１＋Ｒ０ｇ２ Ｐ０ｇ１＋Ｑ０ｇ２ Ｐ０ｇ２
０ ０ ０ ０
０ ａ０ ０ ０

０ ｂ０ ｃ０











０

（１５）
执行一次Ｔａ＝２Ｔａ＋ＴａＴａ计算得：

Ｔ（１）ａ ＝

Ｐ１Ｈ Ｐ１ｇ０＋Ｑ１ｇ１＋Ｒ１ｇ２ Ｐ１ｇ１＋Ｑ１ｇ２ Ｐ１ｇ２
０ ０ ０ ０
０ ａ１ ０ ０

０ ｂ１ ｃ１











０

（１６）
式中：

Ｐ１ ＝Ｐ０ＨＰ０＋２Ｐ０
Ｑ１ ＝Ｐ０ＨＱ０＋ａ０Ｐ０＋２Ｑ０ ＝Ｐ０ＨＱ０＋ｃ０Ｐ０＋２Ｑ０
Ｒ１ ＝Ｐ０ＨＲ０＋ａ０Ｑ０＋ｂ０Ｐ０＋２Ｒ０
ａ１ ＝２ａ０　ｂ１ ＝ａ０ｃ０＋２ｂ０　ｃ１ ＝２ｃ










０

（１７）
　　比较式（１５）、（１６）可知，每执行一次更新计算所得
新矩阵Ｔａ形式不变。由此得计算Ｔａ的快速算法：
ｆｏｒ（ｉ＝１；ｉ＜＝Ｌ；ｉ＋＋）
Ｐｉ＝Ｐｉ－１ＨＰｉ－１＋２Ｐｉ－１
Ｑｉ＝Ｐｉ－１ＨＱｉ－１＋ａｉ－１Ｐｉ－１＋２Ｑｉ－１
Ｒｉ＝Ｐｉ－１ＨＲｉ－１＋ａｉ－１Ｑｉ－１＋ｂｉ－１Ｐｉ－１＋２Ｒｉ－１
ａｉ＝２ａｉ－１，　ｂｉ＝ａｉ－１ｃｉ－１＋２ｂｉ－１，　ｃｉ＝２ｃｉ－












１

（１８）
　　式（１８）循环结束后，得：

Ｔ（Ｌ）ａ ＝

ＰＬＨ ＰＬｇ０＋ＱＬｇ１＋ＲＬｇ２ ＰＬｇ１＋ＱＬｇ２ ＰＬｇ２
０ ０ ０ ０
０ ａＬ ０ ０

０ ｂＬ ｃＬ











０

（１９）
　　由式（６）得：Ｔ（ｎ＋３）（ｎ＋３） ＝Ｉ（ｎ＋３）（ｎ＋３）＋Ｔ

（Ｌ）
ａ

　　从而有：
　ｖｋ＋１ ＝（ＰＬＨ＋Ｉｎ×ｎ）ｖｋ＋ＰＬｇ０＋ＱＬｇ１＋ＲＬｇ２ （２０）

式（２０）即将非齐次项近似为二次多项式后的递推
计算公式。递推计算前，先计算 ＰＬ，ＱＬ，ＲＬ，ＰＬＨ并保
存。同文献［４］，乘法计算量亦为４Ｌ次矩阵与矩阵相
乘。此后的每个时间步，每次递推计算只需４次矩阵
与向量相乘运算，避免Ｌ＝２０次矩阵与矩阵相乘，计算
量由Ｌ（ｎ＋３）３减小到４ｎ２，效率提高显著。其中 ｎ为

矩阵 Ｈ的阶数。若需进一步提高计算精度，可保留式
（１１）中更多Ｔａｙｌｏｒ展开项，亦能获得类似结果。

３　算例

３１　算例１
考虑动力系统：

ｄｘ
ｄｔ＝Ｈｘ＋ｆ（ｔ），ｘ（ｔ０）＝ｘ０ ＝０

其中：

Ｈ ＝

ｃ ｂ
ａ ｃ ｂ
· · ·

ａ ｃ ｂ















ａ ｃｎ×ｎ

　　记：

λｉ＝ｃ＋２［ｓｇｎ（ｂ）］槡ａｂｃｏｓ
ｉπ
ｎ＋１

ｒｉ＝

ａ( )ｂ
１
２
ｓｉｎ ｉπｎ＋１　

ａ( )ｂｓｉｎ２ｉπｎ＋１　…
ａ( )ｂ

ｊ
２
ｓｉｎｊｉπｎ＋１　…　

ａ( )ｂ
ｎ
２
ｓｉｎｎｉπｎ











＋１

Ｔ

（ｉ＝１，２，…，ｎ）
Φ（ｔ）＝［ｅλ１ｔｒ１，…，ｅλｎ

ｔｒｎ］
ｆ（ｔ）＝Φ（ｔ）［１，…，１］Ｔ

由于λｉ，ｒｉ为矩阵Ｈ的特征值及特征向量，故方程
有解析解为：

ｘ（ｔ）＝Φ（ｔ）（ｔ－ｔ０）［１，…，１］
Ｔ

式中：ｎ代表方程组规模。
取ａ＝ｂ＝１．０，ｃ＝－２．０，Δｔ＝０．０１，ｎ＝１００。为显

示算法的精度，在每个时间段分别将非齐次项近似为

常数及一、二次多项式，递推计算１００步，相对误差见
图１。由图 １看出，计算精度随近似阶的提高显著
提高。

图１　相对误差
Ｆｉｇ．１Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
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　　为显示快速算法的高效性，分别用 ＭＡＴＬＡＢ的
ｏｄｅ４５函数、经典

"

维精细积分法与快速算法求解该动

力系统。ｏｄｅ４５基于 ＲｕｎｇｅＫｕｔａａ法，可自适应调节步
长，精度设置为１０－７。经典

"

维精细积分法与快速算

法均将非齐次项近似为二次多项式，时间步长为０．０１。
计算规模ｎ取不同值时用三种方法在时间方向递推计
算１ｓ的耗时见表１。其中快速算法的准备时间指递推
前计算式（２０）中各矩阵的时间。由表１看出，随计算
规模的增大，与经典

"

维精细积分算法相比，快速算法

的计算时间呈量级减少；快速算法耗时主要集中在递

推计算前的数据准备阶段，计算时间少于 ｏｄｅ４５。因此
推进计算时间越长，快速算法的优越性越显著。

表１　计算时间对比（单位 ｓ）
Ｔａｂ．１Ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｉｍｅ

计算规模ｎ １００ ２００ ５００ １０００

ｏｄｅ４５ ＜１ ２ ８６ ８４２

经典
"

维算法 １１ ７６ １０１０ ２３０１０
快

速
准备时间 ＜１ ２ ３１ ７６９

算
递推时间 ＜１ ＜１ ６ ２１

法 总时间 ＜１ ＜３ ３７ ７９０

３２　算例２［４］

设弦的张力为Ｔ，用４ｎ＋３个节点将弦等分为（４ｎ
＋３）＋１段，每个节点布置一个质量 ｍ／（４ｎ＋３），不计
弦自重；在弦的１／４、１／２、３／４处分别受正／余弦函数形
式的外部激励，见图２。

图２　振动模型
Ｆｉｇ．２Ｍｏｄｅｌｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎ

记ｋ＝Ｔ／Ｌ，振动方程为：
Ｍｘ··＋ｋｘ· ＝ｆ１ｓｉｎ（ωｔ）＋ｆ２ｃｏｓ（ωｔ）

其中：系统参数为：
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　　参数ｋ＝２，ｍ＝１，ω＝３，系统初始值为：
ｘ（０）＝０，ｘ·（０）＝０

将方程降阶后获得与式（１０）相同形式：

ｄ
ｄｔ
ｘ[ ]ｙ＝

０ Ｉ
０ －Ｍ－１[ ]Ｋ

ｘ[ ]ｙ＋
０

Ｍ－１［ｆ１ｓｉｎ（ωｔ）＋ｆ２ｃｏｓ（ωｔ[ ]）］
上式初始条件为：ｘ（０）＝０，ｙ（０）＝０。
为显示算法精度，在每个时间段分别将非齐次项

近似为常数及一、二次多项式，取 Δｔ＝０．０１，ｎ＝１０，递
推计算１００步，以常微分方程组的小步长精细积分解
为参考计算各算法误差：

ｄ
ｄｔ

ｘ
ｙ

ｓｉｎ（ωｔ）
ｃｏｓ（ωｔ











）

＝

０ Ｉ ０ ０
０ －Ｍ－１Ｋ Ｍ－１ｆ１ Ｍ－１ｆ２
０ ０ ０ ω
０ ０ －ω











０

ｘ
ｙ

ｓｉｎ（ωｔ）
ｃｏｓ（ωｔ











）

该参考解精度已达 １０－１５量级。各算法绝对误差
见图３。由图３看出，计算精度随近似阶的提高显著
提高。

图３　绝对误差
Ｆｉｇ．３Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒ

为显示快速算法的高效性，分别用 ＭＡＴＬＡＢ的
ｏｄｅ４５函数、经典

"

维精细积分法与快速算法求解该动

力系统。ｏｄｅ４５精度设置为１０－６。经典
"

维精细积分

法与快速算法均将非齐次项近似为二次多项式，时间

步长为０．０１。表２为 ｎ（计算规模为２（４ｎ＋３））取不
同值时用三种方法在时间方向递推计算５ｓ的时间消
耗。由表２可得与算例１相同结论。若时间方向递推
时间少于５ｓ，则 ｏｄｅ４５计算时间少于快速算法。限于
篇幅，不进行时间对比。因此，快速算法适合大规模动

力系统长时间递推计算。
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"

维精细积分方法快速算法



表２　计算时间对比（单位 ｓ）
Ｔａｂ．２Ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｉｍｅ

ｎ １０ ２５ ５０ １００
ｏｄｅ４５ ２ ８ ５２ ４３９

经典
"

维算法 １０ １９９ ２００７ １１２９×５０
快

速
准备时间 ＜１ ＜１ １４ ３９８

算
递推时间 ＜１ ＜１ １ ４

法 总时间 ＜１ ＜１ １５ ４０２

４　结　论

（１）本文通过将非齐次项近似为关于时间的高阶
多项式，形成高精度

"

维精细积分方法，提高
"

维精细

积分方法求解动力系统精度；推导出高精度
"

维精细

积分方法的快速算法计算公式，获得与已有文献相同

结果。快速算法与动力系统物理特性无关，具有一

般性。

（２）通过求解计算规模可调节的动力学问题，对比
ＭＡＴＬＡＢｏｄｅ４５、快速算法与经典

"

维精细积分方法计

算时间表明，所提快速算法具有高精度性、高效性，适

合大规模结构动力学问题长时间推进计算。
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