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摘 要: 针对一类具有一般形式的严格反馈非线性系统, 提出一种基于预设性能的 backstepping控制器设计方

法. 所谓预设性能是指在保证跟踪误差收敛到一个预先设定的任意小的区域的同时,保证收敛速度及超调量满足

预先设定的条件. 首先引入性能函数的概念, 通过误差转化将原始的受限系统转换为等价的非受限系统; 然后基

于Lyapunov理论进行 backstepping控制器的设计,并进行了稳定性分析;最后通过仿真实验验证了所提出方法的正

确性.
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Abstract: For a class of strick feedback nonlinear systems with guaranteed prescribed performance, a backstepping

controller is designed. The prescribed performance means that the tracking error should converge to an arbitrarily predefined

small residual set, with convergence rate no less than a prespecified value, exhibiting a maximum overshoot less than

a sufficiently small prespecified constant. A performance function and an output error transformation are introduced to

transform the original ‘constrained’ system into an equivalent ‘unconstrained’ one. Based on the Lyapunov stability theory,

a backstepping controller is designed and the system is stable according to the stability analysis. The simulation results show

the correctness of proposed scheme.
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0 引引引 言言言

严格反馈非线性系统的控制问题是近年来的研

究热点,并取得了一系列的成果[1]. Backstepping控制

技术是解决严格反馈非线性系统控制问题的有效手

段,文献 [2-3]对其最近几年的发展情况进行了总结.

上述文献大多将注意力集中在系统稳态性能的

研究上, 保证系统的跟踪误差收敛到一个有界的区

域或渐近收敛到原点, 而对系统的瞬态性能 (超调量

和收敛速度)缺乏系统的分析和设计工具. Bechlioulis

等[4]提出了预设性能的概念,同时兼顾了系统的稳态

和瞬态性能. 文献 [4-5]针对一类反馈线性化系统设

计了预设性能自适应控制器; 文献 [6-8]将预设性能

的概念与输出反馈相结合,提出了一种预设性能输出

反馈控制器的设计方法;文献 [9-10]将预设性能的概

念应用到机械臂力/位置跟踪问题中, 在保证跟踪误

差收敛到一个预先设定的任意小的区域的同时,保证

收敛速度及超调量满足预先设定的条件.据作者所知,

还没有相关文献对严格反馈非线性系统的预设性能

控制问题进行系统研究.

本文针对具有一般形式的严格反馈非线性系统,

将预设性能的概念与 backstepping控制技术相结合,

提出一种预设性能 backstepping控制器的设计方法,

解决了严格反馈非线性系统的预设性能控制问题.
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1 系系系统统统描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识

1.1 系系系统统统描描描述述述

考虑如下具有一般形式的严格反馈非线性系统:⎧⎨⎩

𝑥̇1(𝑡) = 𝑓1(𝑥1(𝑡)) + 𝑔1(𝑥1(𝑡))𝑥2(𝑡),
...

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡)) + 𝑔𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡))𝑥𝑖+1(𝑡),
...

𝑥̇𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑥(𝑡)) + 𝑔𝑛(𝑥(𝑡))𝑢,

𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡).

(1)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅和 𝑦 ∈ 𝑅分

别为系统的状态量、输入量和输出量. 定义 𝑥̄𝑖 = [𝑥1,

𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖]
T ∈ 𝑅𝑖, 𝑓(⋅)和 𝑔(⋅)为已知连续函数且一阶

可导, 𝑔(⋅)是严格正或严格负的.

控制目标如下:

1)给定期望轨迹 𝑦𝑟(𝑡),设计 backstepping控制器

𝑢,以保证输出信号 𝑦(𝑡)跟踪期望信号 𝑦𝑟(𝑡)的同时闭

环系统中的所有信号有界;

2)输出误差 𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦𝑟(𝑡)满足预先设定的

瞬态和稳态性能.

在进行设计之前先进行如下假设:

假假假设设设 1 期望轨迹 𝑦𝑟(𝑡)及其高阶导数 𝑦𝑖𝑟(𝑡)(𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为已知连续有界函数.

假假假设设设 2 初始误差 ∣𝑒(0)∣ = ∣𝑦(0)− 𝑦𝑟(0)∣有界
且其上界为已知常数.

1.2 性性性能能能函函函数数数

定定定义义义 1 连续函数 𝜌 : 𝑅+ → 𝑅+为性能函数,

满足:

1) 𝜌(𝑡)是正的且严格递减;

2) lim
𝑡→∞

𝜌(𝑡) = 𝜌∞ > 0.

很明显, 控制目标 2)可以通过如下不等式来实

现:

− 𝛿𝜌(𝑡) < 𝑒(𝑡) < 𝜌(𝑡), 𝑒(0) > 0; (2)

− 𝜌(𝑡) < 𝑒(𝑡) < 𝛿𝜌(𝑡), 𝑒(0) < 0. (3)

其中: 𝑡 ∈ [0,∞), 𝛿 ∈ [0, 1].

这里性能函数取为

𝜌(𝑡) = (𝜌0 − 𝜌∞)e−𝑙𝑡 + 𝜌∞. (4)

其中: 𝜌0, 𝜌∞, 𝑙 > 0为预先设定的常数, 𝜌∞表示预

先设定的稳态误差的上限, 𝜌(𝑡)的衰减速度为跟踪误

差 𝑒(𝑡)收敛速度的下界,同时跟踪误差的最大超调不

会大于 𝛿𝜌0. 因此,通过选择适当的性能函数 𝜌(𝑡)和常

数 𝛿便可对输出误差的稳态和瞬态性能进行限制.上

述过程可借助图 1进行说明.
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图 1 跟踪误差与性能函数的关系

1.3 误误误差差差转转转化化化

从式 (2)和 (3)可以看出,原始的非线性模型中存

在不等式约束, 直接处理的难度非常大.为将其转化

为等式约束,定义

𝑒(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝑆(𝜀). (5)

其中: 𝜀为转化误差, 𝑆(𝜀)满足如下性质:

1) 𝑆(𝜀)光滑且严格递增.

2)

{
−𝛿 < 𝑆(𝜀) < 1, 𝑒(0) > 0;

−1 < 𝑆(𝜀) < 𝛿, 𝑒(0) < 0.

3)

⎧⎨⎩

lim
𝜀→−∞

𝑆(𝜀) = −𝛿,

lim
𝜀→+∞

𝑆(𝜀) = 1,
𝑒(0) > 0;

lim
𝜀→−∞

𝑆(𝜀) = −1,

lim
𝜀→+∞

𝑆(𝜀) = 𝛿,
𝑒(0) < 0.

由前面的定义可知,当 𝑒(0) > 0时,有

−𝛿 < 𝑆(𝜀) < 1,

又 𝜌(𝑡) > 0,因此

−𝛿𝜌(𝑡) < 𝜌(𝑡)𝑆(𝜀) < 𝜌(𝑡).

结合式 (5),得到

−𝛿𝜌(𝑡) < 𝑒(𝑡) < 𝜌(𝑡).

同理,当 𝑒(0) < 0时,可以得到

−𝜌(𝑡) < 𝑒(𝑡) < 𝛿𝜌(𝑡).

进一步,通过𝑆(𝜀)的性质及 𝜌(𝑡) ⩾ 𝜌∞ > 0进行如下

逆变换:

𝜀 = 𝑇
𝑒(𝑡)

𝜌(𝑡)
,

其中𝑇 = 𝑆−1.

如果 𝜀(𝑡) ∈ ℓ∞, 𝑡 ∈ [0,∞), 则式 (2)和 (3)成立.

更进一步, 根据性能函数 𝜌(𝑡)严格递减的性质, 跟踪

误差最终将被限定在如下区域中:

𝐸 = {𝑒 ∈ 𝑅 : ∣𝑒(𝑡)∣ ⩽ 𝜌∞}.
注注注 1 如果 𝑒(0) = 0,则 𝛿不能设定为零,以避免
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𝜀(0)趋向于无穷.

注注注 2 根据假设 2,选择 𝜌0 > ∣𝑒(0)∣.
2 预预预设设设性性性能能能 backstepping控控控制制制器器器设设设计计计

取误差

𝑒𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡)− 𝑦(𝑖−1)
𝑟 (𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (6)

将原始模型转化为误差模型⎧⎨⎩

𝑒̇1(𝑡) = 𝑓1(𝐸1) + 𝑔1(𝐸2)(𝑒2(𝑡) + 𝑦̇𝑟(𝑡))− 𝑦̇𝑟(𝑡),
...

𝑒̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝐸𝑖) + 𝑔𝑖(𝐸𝑖)(𝑒𝑖+1(𝑡) + 𝑦
(𝑖)
𝑟 (𝑡))− 𝑦

(𝑖)
𝑟 (𝑡),

...

𝑒̇𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝐸𝑛) + 𝑔𝑛(𝐸𝑛)𝑢− 𝑦
(𝑛)
𝑟 (𝑡),

其中𝐸𝑖 = [𝑒1(𝑡) + 𝑦𝑟(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑖(𝑡) + 𝑦
(𝑖−1)
𝑟 (𝑡)]T ∈ 𝑅𝑖,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 进一步整理得⎧⎨⎩

𝑒̇1(𝑡) = 𝑓1(𝑒1) + 𝑔1(𝑒1)𝑒2(𝑡),
...

𝑒̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑒𝑖) + 𝑔𝑖(𝑒𝑖)𝑒𝑖+1(𝑡),
...

𝑒̇𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑒𝑛) + 𝑔𝑛(𝑒𝑛)𝑢.

(7)

其中: 𝑒𝑖 = [𝑒1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑖(𝑡)]T ∈ 𝑅𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑓𝑖(𝑒𝑖) = 𝑓𝑖(𝐸𝑖)+𝑔𝑖(𝐸𝑖)𝑦
(𝑖)
𝑟 (𝑡)−𝑦

(𝑖)
𝑟 (𝑡); 𝑔𝑖(𝑒𝑖) = 𝑔𝑖(𝐸𝑖).

对式 (7)的第 1个子系统进行误差转化,得到

𝑒1(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝑆(𝜀). (8)

将式 (8)两边对时间求导,得到

𝑒̇1(𝑡) = 𝜌̇(𝑡)𝑆(𝜀) + 𝜌(𝑡)
∂𝑆

∂𝜀
𝜀̇(𝑡); (9)

将式 (9)代入(7),得到⎧⎨⎩

𝜀̇(𝑡) = 𝐹 (𝜀) +𝐺(𝜀)𝑒2(𝑡),
...

𝑒̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑒𝑖) + 𝑔𝑖(𝑒𝑖)𝑒𝑖+1(𝑡),
...

𝑒̇𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑒𝑛) + 𝑔𝑛(𝑒𝑛)𝑢.

(10)

其中

𝐹 (𝜀) =
𝑓1(𝑒1)− 𝜌̇(𝑡)𝑆(𝜀)

∂𝑆

∂𝜀
𝜌(𝑡)

,

𝐺(𝜀) =
𝑔1(𝑒1)

∂𝑆

∂𝜀
𝜌(𝑡)

.

为表示方便, 将𝐹 (𝜀),𝐺(𝜀), 𝑓𝑖(𝑒𝑖), 𝑔𝑖(𝑒𝑖), 𝑓𝑛(𝑒𝑛),

𝑔𝑛(𝑒𝑛)简记为𝐹 ,𝐺, 𝑓𝑖, 𝑔𝑖, 𝑓𝑛, 𝑔𝑛.

下面开始 backstepping控制器的设计.

Step 1 将式 (10)中的第 1个子系统转化为

𝜀̇ = 𝐹 +𝐺𝛼1 +𝐺𝑧2.

其中: 𝑧2 = 𝑒2 − 𝛼1为虚拟状态量, 𝛼1为虚拟控制量.

设计虚拟控制量为

𝛼1 =
1

𝐺
(−𝑘1𝜀− 𝐹 ),

其中 𝑘1 > 0为设计参数.

选取Lyapunov函数为

𝑉1 =
1

2
𝜀2,

对其求导得

𝑉̇1 = 𝜀𝜀̇ = −𝑘1𝜀
2 +𝐺𝜀𝑧2.

Step𝒏− 1 将式 (10)中的第𝑛 − 1个子系统转

化为

𝑧̇𝑛−1 = 𝑓𝑛−1 + 𝑔𝑛−1𝛼𝑛−1 + 𝑔𝑛−1𝑧𝑛 − 𝛼̇𝑛−2.

其中: 𝑧𝑛 = 𝑒𝑛 − 𝛼𝑛−1为虚拟状态量, 𝛼𝑛−2、𝛼𝑛−1为

虚拟控制量.

设计虚拟控制量为

𝛼𝑛−1 =

1

𝑔𝑛−1
(−𝑓𝑛−1 − 𝑔𝑛−2𝑧𝑛−2 − 𝑘𝑛−1𝑧𝑛−1 + 𝛼̇𝑛−2),

其中 𝑘𝑛−1 > 0为设计参数.

选择Lyapunov函数

𝑉𝑛−1 = 𝑉𝑛−2 +
1

2
𝑧2𝑛−1,

对其求导得

𝑉̇𝑛−1 = −𝑘1𝜀
2 − 𝑘2𝑧

2
2 − ⋅ ⋅ ⋅ − 𝑧2𝑛−1 + 𝑔𝑛−1𝑧𝑛−1𝑧𝑛.

Step𝒏 将式 (10)的第𝑛个子系统转化为

𝑧̇𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛 + 𝑔𝑛𝑢− 𝛼̇𝑛−1.

选取实际控制量为

𝑢(𝑡) =
1

𝑔𝑛
(−𝑓𝑛 − 𝑔𝑛−1𝑧𝑛−1 − 𝑘𝑛𝑧𝑛 + 𝛼̇𝑛−1), (11)

其中 𝑘𝑛 > 0为设计参数.

选择Lyapunov函数

𝑉𝑛 = 𝑉𝑛−1 +
1

2
𝑧2𝑛,

对其求导得

𝑉̇𝑛 =

− 𝑘1𝜀
2 ⋅ ⋅ ⋅ − 𝑘𝑛−1𝑧

2
𝑛−1 + 𝑧𝑛(𝑓𝑛 + 𝑔𝑛𝑢+ 𝑔𝑛−1𝑧𝑛−1) =

− 𝑘1𝜀
2 ⋅ ⋅ ⋅ − 𝑘𝑛−1𝑧

2
𝑛−1 − 𝑘𝑛𝑧

2
𝑛.

综上,可以得到如下定理.

定定定理理理 1 对于误差模型 (7), 采用误差转化方程

(8)和控制律 (11), 能够保证闭环系统中所有信号有

界, 进而保证原系统 (1)的跟踪误差满足预设的瞬态

和稳态性能的要求.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

仿真对象的数学模型描述如下:⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥2

1 + 𝑥2,

𝑥̇2 = − sin𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑢,

𝑦 = 𝑥1.
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期望轨迹 𝑦𝑟(𝑡) = sin 𝑡 + sin(2𝑡); 初始状态𝑥1(0)

= 0.8, 𝑥2(0) = 0;性能函数选择为 𝜌(𝑡) = (1− 10−3)×
e−2𝑡 + 10−3;误差转化函数为𝑆(𝜀) =

𝑒𝜀 − 0.1e−𝜀

e𝜀 + e−𝜀
;设

计参数 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 1.

仿真结果如图 2∼图 4所示. 图 2为实际输出跟

踪期望轨迹的情况, 曲线表明, 实际输出能够在很短

的时间内跟上期望信号并实现稳定跟踪,跟踪效果良

好. 图 3为跟踪误差随时间的变化情况, 其中点划线

所包围的区域为跟踪误差的可行域,曲线表明, 跟踪

误差始终处于可行域内,满足预设的瞬态和稳态性能

的要求. 图 4为输入信号随时间的变化情况, 曲线平

滑有界,满足控制要求.
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图 2 实际输出 𝑦跟踪期望轨迹 𝑦𝑟的情况
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图 3 跟踪误差随时间的变化情况

0 5 10 15 20

t /s

-3

-1

1

3

u

图 4 输入信号随时间的变化情况

4 结结结 论论论

本文针对具有一般形式的严格反馈非线性系统,

将性能函数的概念与 backstepping控制技术相结合,

提出一种预设性能 backstepping控制器的设计方法,

能够同时满足系统瞬态和稳态性能的要求. 另外,在

应用模型上进一步扩展,将反馈线性化系统推广到一

般形式的严格反馈非线性系统,为解决更为复杂系统

的控制问题提供了一种新的思路.
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