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空间桁架梁固有振动的能量变分解析解 
张文福，杜  娟，刘迎春，计  静，任亚文 

(黑龙江省防灾减灾及防护工程重点实验室，东北石油大学土木建筑工程学院，大庆 163318) 

摘  要：目前人们对空间桁架梁的振动特性研究得较少，该文首先采用 Timoshenko 梁的连续化模型来模拟空间

桁架梁，推导得到了空间桁架梁的等代抗弯刚度和等代抗剪刚度，并采用能量变分法对空间桁架梁的固有振动进

行分析，给出空间桁架梁的竖向振动频率和振型的解析解。然后采用有限元软件 ANSYS对几种不同算例进行模

拟，通过模态分析得到空间桁架梁的频率与振型。将能量变分法求得的频率解析解与有限元分析求得的频率数值

解进行对比，结果基本上是一致的，将两种方法得到的振型对比，结果吻合良好。该文所提出的能量变分解析解

可供空间桁架梁的工程设计参考。 
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THE ENERGY VARIATION ANALYTICAL SOLUTION FOR THE 
NATURE VIBRATION OF THE SPACE TRUSS GIRDER 

ZHANG Wen-fu , DU Juan , LIU Ying-chun , JI Jing , REN Ya-wen 
(Heilongjiang Key Laboratory of Disaster Prevention, Mitigation and Protection Engineering, 

College of Civil and Architecture Engineering, Northeast Petroleum University School, Daqing 163318, China) 

Abstract:  The vibration characteristics of the space truss girder has been less studied. The continuous 
Timoshenko beam model is adopted to simulate the space truss girder and the equivalent bending stiffness and 
equivalent shear stiffness are obtained. The nature vibration of the space truss beam is analyzed based on the 
energy variational method, and the analytical solutions of vertical vibration frequency and the vibration mode of 
the space truss beam can be derived. Then the finite element software ANSYS is adopted to simulate different 
cases, and the frequency and the vibration mode of the space truss beam can be obtained. The frequency obtained 
by the energy variational method is compared with that obtained by the finite element analysis, and consistent 
results are found.  The vibration modes obtained by those two methods are compared, and good agreement is 
found. The analytical solutions of energy variational method can be used as a reference for engineering design of 
the space truss beam. 
Key words:  space truss beam; nature vibration; energy variational method; Timoshenko beam; shear 

deformation 
 

在建筑应用上，空间桁架主要包括空间桁架梁

(柱、拱)和平板网架这两种结构，其中空间桁架梁
相对于实腹梁结构而言，具有自重轻、造型美观、

可实现的跨度大、受力性能合理等优点，为建筑师
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所喜爱的结构形式之一，在大跨度建筑的屋盖结构

中得到广泛的应用。目前，人们对这种结构的整体

稳定性和动力特性研究较少。在平板网架结构方

面，张文福等[1―2]曾基于分解刚度的思想提出了网

架结构固有频率的计算方法，采用考虑剪切变形的

具有三个广义位移的平板弯曲理论进行固有振动

分析，给出了三向网架结构固有振动能量变分解析

解。本文将采用能量变分法[3]来分析空间桁架梁的

固有振动，首先给出空间桁架梁的等代抗弯刚度和

抗剪刚度，然后推导得到了空间桁架梁的各阶频率

解析解，该解析解考虑了剪切变形的影响，可以为

这种桁架梁结构动力分析提供参考依据，最后采用

ANSYS 建立几种算例的模型，将两种方法求得的
结果进行对比分析。 

1  基本假定与等代刚度 
当采用四角锥构成的空间桁架梁时，为简化计

算可进行连续化处理。建立此类空间桁架梁的连续

化模型时，采用了如下的的假设： 
1) 材料符合胡克定律； 
2) 沿着梁长度方向的四角锥数目足够稠密，数

目一般应大于等于 5； 
3) 弯矩和轴力主要由上下弦杆承担，而剪力由

斜腹杆承受； 
4) 梁以竖向振动为主，且振动是微幅的； 
5) 梁的左支座为固定铰支座，右支座为滑动铰

支座。 
因为空间桁架梁的剪切变形对刚度的影响较

大，为了更好地模拟空间桁架梁的动力特性，本文

采用了双变量的 Timoshenko梁[4―5]模型，即假设垂

直于轴线的直线段变形后仍为直线，但不再垂直于

轴线，也就是在 xz 平面内转了一个角度 θ，但与
Euler梁理论不同， /w xθ ≠ ∂ ∂ ，即产生了一个剪切
角 /w xγ θ= ∂ ∂ − ，见图 1。根据上述理论，便可以 

 
图 1  剪切角示意图 

Fig.1  The shear angle diagram 

将此类空间桁架梁连续化为具有两个广义位移未

知量ω、θ 的 Timoshenko 梁模型，其中ω为竖向
位移，θ 为截面转角。 
对于图 2所示的桁架梁，在建立其控制方程之

前，首先要确定桁架梁的等代刚度，即桁架梁的等

代抗弯刚度和等代抗剪刚度[6―7]。 

图 2  空间桁架梁结构 

Fig.2  Space truss beam structure 

1) 等代抗弯刚度的确定 
在四角锥桁架中任取一单元锥体，如图 3(a)所

示，假设等代实体梁单元的抗弯刚度为 EIeq，如   
图 3(b)所示，在一对弯矩M单独作用下，等代实体 
梁单元应变能为： 

2

beam
eq2

M sU
EI

=                (1) 

根据假设 3)中的弯矩主要由上下弦杆承担，可
得桁架梁单元应变能为： 

2 2

truss 2
a b

1 1
2 22

i i

i i

N L M sU
EA A AEh

 
= = + 

 
∑   (2) 

式中：E 为材料的弹性模量；Aa、Ab分别为上下弦

杆的截面面积；h、s 为空间桁架梁的高度及节间  
距离。 
根据等代实体梁单元应变能与空间桁架梁单

元应变能相等的原则，可得桁架梁单元的等代抗弯

刚度为： 
2a b

eq
a b

2
2

A AEI E h
A A

=
+

        (3) 

2) 等代抗剪刚度的确定 
如图 3(c)所示，假设等代实体梁单元的抗剪刚

度为 GAeq，在一对剪力 V单独作用下，等代实体梁
单元应变能为： 

2

beam
eq2

V sU
GA

=            (4) 

根据假设 3)中的剪力由斜腹杆承受，可得桁架
梁单元应变能为： 
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2 2 2

d

( / 2sin ) ( / 2cos )4
2

V b s
EA

β β+
×     (5) 

式中：b为空间桁架梁的宽度；Ad为腹杆截面面积；

β为斜腹杆与上弦平面之间的夹角，其中 sinβ、cosβ
由图 3的几何关系求得： 
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+ = + + 

         (6) 

根据等代实体梁单元应变能与空间桁架梁单

元应变能相等的原则，可得桁架梁单元的等代抗剪

刚度为： 
2

d
eq 2 2

2 sin cossEAGA
b s

β β
=

+
        (7) 

利用文献[3]中的公式，空间桁架梁的物理方程
可写为： 

d
d

M EI
x
θ

= − ，
d
d
wQ GA
x

θ = − 
 

     (8) 

式中，w、θ分别为 Timoshenko梁模型中的竖向位
移和转角，是两个待定的广义位移。 
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图 3  四角锥单元(括号内为内力值) 

Fig.3  Pyramidic unit (for internal forces within brackets) 

2  固有振动分析 

2.1  采用能量变分法分析空间桁架的固有振动 
这里我们设空间桁架梁的动位移为： 

( , ) ( )sin( )
( , ) ( )sin( )

w x t W x t
x t x t

ω ϕ
θ Θ ω ϕ

= + 
= + 

         (9) 

其中， ( )W x 、 ( )xΘ 为振型函数。在竖向微幅振动

(假设 4))情况下，与此双变量振型函数相对应的
Timoshenko梁的总势能可写为[3]： 

2

0

d d
2 d

lEI x
x
Θ ∏ = + 

 ∫  

2 2
2

0 0

d d d
2 d 2

l lGA W mx W x
x

ω
Θ − − 

 ∫ ∫    (10) 

其中，m为等代实体梁单位长度的质量。 
根据上述能量泛函取驻值的条件[6]，利用变分

法可以推出空间桁架梁应该满足的 2个平衡方程和
8 个边界条件，进而将空间桁架梁固有振动问题转
化为微分方程的边值问题(略)。本文将采用能量变
分法来求解此类问题。 
首先根据简支梁的边界条件(假设 5))，将双变

量振型函数取为如下的形式： 

m
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m
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          (11) 

将式(11)代入式(10)积分后可求出 Π，根据势能

驻值[8]原理，
m

Π 0
A

∂
=

∂
，由此可得： 

2
2 2

m m
π π( ) 0

2 2 2
GA l mA m m B GA

l
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    − − =        
， 

1,2, ,m p= L           (12) 

再由
m

Π 0
B

∂
=

∂
，可得： 
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l
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1,2, ,m p= L           (13) 

由式(13)得到： 

m m 2 2 2
( π)
π

m GAlB A
EI m GAl

=
+

         (14) 

将式(14)代入式(12)从而得到如下的频率方程： 
2 2 2

2 2
m 2 2 2 2

π ( ) ( π)( ) 0
π

GA GA mA m m
l EI m GAl

ω
 

− − = + 
 

(15) 
其中， 1,2,3, ,m p= L 。因为振动中 Am不能为零，

必有： 
2

m 0C mω− =              (16) 

式中：
2 2 2
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解式(16)可得振动频率： 

2 m
m

C
m

ω = ， 1,2,3, ,m p= L       (17) 

式中：m为振动的半波数，与阵型阶次相对应，比
如 m=1对应第一阶振型，m=2对应第二阶振型。 
2.2  采用ANSYS对空间桁架梁进行固有振动分析 

本文结合工程实际，选取 6种典型的四角锥桁
架梁[9]进行分析，桁架梁的线质量为 869.39kg/m，
其基本参数见表 1~表 3。采用 ANSYS[10―12]对其固

有振动进行分析时，单元类型采用 LINK8 单元，
LINK8单元为三维单元，可以承受单向的拉伸或者
压缩，每个节点具有三个自由度；采用质量单元

MASS21模拟桁架的质量特性，MASS21单元为一
个具有六个自由度的质量单元，本文中将质量施加

在桁架上弦每个节点上，其中中间节点上施加的质

量为线质量与节间间距乘积的一半，而边节点上则

为线质量与节间间距乘积的四分之一。空间桁架梁

的支座处设为上弦左端约束三个方向的自由度，右

端只约束竖向和侧向的自由度。利用 ANSYS 软件
中的模态分析中的 Block Lanczos的方法提取模态，
并扩展模态以得到空间桁架梁的振型与频率。表 4
为 ANSYS计算 6种桁架梁所得到的前四阶频率，
表中还列出了能量变分法所得的频率解析解。根据

假设的振型函数可以绘制出桁架梁的振型图，将其

与利用有限元结果绘制的振型图对比，吻合良好。

图 4~图 7给出了根据 ANSYS和能量变分法的结果
绘制的桁架梁 L1的前四阶振型。 

表 1  钢管截面面积 
Table 1  The section area of steel pipe 

钢管尺寸/(mm×mm) 面积/cm2 钢管尺寸/(mm×mm) 面积/cm2 
60×3.5 6.21 168×4 20.61 
76×4 9.05 180×6 32.8 
89×4 10.7 219×6 40.1 

114×4 13.82 219×7 46.6 
140×4 17.09 273×8 66.6 

表 2  空间桁架梁的基本参数 
Table 2  The space truss girder basic parameters 

桁架梁 
桁架跨度 

L/m 

桁架高度 

h/m 

网格长度 

s/m 

网格宽度 

b/m 

上弦杆/ 

(mm×mm) 

下弦杆/ 

(mm×mm) 

腹杆/ 

(mm×mm) 

上弦平面直腹杆/ 

(mm×mm) 

上弦平面斜腹杆/ 

(mm×mm) 

L1 30 2 3 1.8 168×4 180×6 89×4 60×3.5 76×4 

L2 30 2 2.5 1.4 168×4 180×6 76×4 60×3.5 60×3.5 
L3 48 3.2 4 2.8 180×6 219×7 140×4 60×3.5 114×4 
L4 48 3.2 3.4 2.4 180×6 219×7 114×4 60×3.5 89×4 
L5 66 4.5 5.5 4.5 219×6 273×8 168×4 89×4 140×4 
L6 66 4.5 4.7 2.7 219×6 273×8 168×4 60×3.5 114×4 

表 3  空间桁架梁的刚度 
Table 3  Stiffness of space truss girder 

桁架梁 抗弯刚度 EI/(N×mm2) 抗剪刚度 GA/N sinβ cosβ 

L1 1.505×109 1.412×108 0.754 0.657 

L2 1.505×109 1.250×108 0.813 0.582 
L3 5.747×109 2.212×108 0.795 0.607 
L4 5.747×109 1.780×108 0.838 0.545 
L5 1.518×1010 2.503×108 0.784 0.620 
L6 1.518×1010 2.789×108 0.857 0.516 

表 4  能量变分法求得的频率与 ANSYS求得的频率对比 
Table 4  Comparision of energy variational method with ANSYS for frequency 

一阶频率/(1/s) 二阶频率/(1/s) 三阶频率/(1/s) 四阶频率/(1/s) 
桁架梁 

能量变分法 有限元法 能量变分法 有限元法 能量变分法 有限元法 能量变分法 有限元法 

L1 2.173  2.164  7.582  7.212  14.427  14.020  21.686  19.965  
L2 2.158  2.145  7.430  7.211  13.971  13.804  20.826  19.794  
L3 1.663  1.654  5.832  5.595 11.150  10.878  16.818  15.660 
L4 1.643  1.640  5.626  5.420  10.530  10.457  15.648  15.034 
L5 1.413  1.405  4.842  4.634  9.068  8.847 13.481  12.576  

L6 1.422  1.413  4.932  4.762  9.336  9.263 13.982  13.396  
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图 4  桁架梁 L1的一阶振型 

Fig.4  The first vibration mode of truss beam L1 

 
图 5  桁架梁 L1的二阶振型 

Fig.5  The second vibration mode of truss beam L1 

振
幅

 
图 6  桁架梁 L1的三阶振型 

Fig.6  The third vibration mode of truss beam L1 

振
幅

 
图 7  桁架梁 L1的四阶振型 

Fig.7  The fourth vibration mode of truss beam L1 

3  结论 

研究结果表明，本文所建立的连续化模型是合

理的。采用能量变分法对空间桁架梁进行固有振动

分析求得的频率解析解与有限元分析得到的频率

结果基本一致，ANSYS 提取出的振型与能量变分
法给出的振型函数也吻合良好，这说明能量变分法

可以用来分析空间桁架梁和柱的动力特性。 
本文所给出的频率和振型的能量变分解析解

具有简洁、实用、精度高的特点，可供空间桁架梁

结构的抗风与抗震设计参考。 
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