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一种利用切比雪夫逼近求解库存最优控制的方法
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摘 　要 : 针对供应链中库存随着需求的变化可能导致的积压和对生产 (或采购)产生的不利影响 ,为更好地协调生产

(或采购)并减少产品库存 ,研究了一类基于库存约束和动态时变需求下的多品种、多周期、多循环的生产与库存的最

优控制模型.结合最优控制理论 ,给出一种采用切比雪夫多项式逼近和高斯2切比雪夫数值积分对库存最优控制问题

进行数值求解的方法 .实例分析表明该方法是可行的.
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A method of solving optimal inventory control with Chebshev
approximation
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Abstract : In view of the backlog that inventory may disturb well2balanced producing (or procurement cycle) process

for time2varied demand , and in order to coordinate producing (or procurement cycle) with it better , meanwhile reduce

the backlog of enterprise inventory , a production centered multi2item and multi2period production2inventory control

model is formulated based on supply chain system for deteriorating items with time variable dynamic demands.

Combined with optimal control theory , a method is proposed for the numerical computation of the optimal control

problem , which uses a kind of Chebyshev polynomial and Gauss2Chebyshev approximations method.
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1 　引 　　言
　　在库存的控制研究中 , Harris[1 ] 提出了定常需

求下 的 静 态 经 济 批 量 订 货 公 式 ; Wanger 和

Whitin[ 2 ]提出了基于可变需求的动态环境下的动态

批量计划模型. 随后 ,越来越多的学者开始研究多产

品、多阶段带能力约束的生产批量模型. 在大多数库

存模型中 ,产品的价值假定为恒定不变 ,库存的补充

与时间的关系也不必考虑. 而实际上 ,物品在存放期

间会有物理上的损失或价值上的变化 ,且很多产品

的库存补充均与时间有关. 考虑到上述情况 ,

Balkhi [3 ,4 ]研究了有限时域下易损产品的批量生产

库存模型和最优化的方法 ;Zhou 等[5 ] 探讨了在时变

需求下的可变排产策略 ;Benkherouf 等[6 ] 研究了一

类易损物品的扩散库存模型 ; Worell [7 ] 应用多项式

几何规划法分析了库存的控制模型 ; Maity 和

Maiti [8 ]应用切比雪夫逼近方法解决了生产与库存

的最优化问题.

本文研究一类在动态时变需求下的以库存控制

为中心的多产品、多周期、多循环的生产 (或采购)与

库存模型的建立以及最优控制函数的求解. 在模型

中的生产率和库存变化是时变函数 ,据此建立动态

的最优控制模型. 考虑到利用庞特里亚金极大值原

理的方法求解析解难度较大 ,因而采用高斯2切比雪

夫多项式逼近的方法求其近似解.

2 　切比雪夫逼近原理
2 . 1 　切比雪夫多项式

称多项式 Tn ( x) = cos ( narccos x) 为 n 次的切

比雪夫多项式. 其中 : - 1 ≤ x ≤1 , n = 0 ,1 , ⋯. 点

x k = cos k
n
π( k = 0 ,1 , ⋯, n) 是 Tn ( x) 的切比雪夫
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交错点. 相邻的切比雪夫多项式有如下递推关系 :

T0 ( x) = 1 , T1 ( x) = x ;

Tn+1 ( x) = 2 x ·Tn ( x) - Tn- 1 ( x) ,

　　　n = 1 ,2 , ⋯.

2 . 2 　切比雪夫逼近

记 H n = span{ T0 ( x) , T1 ( x) , ⋯, Tn ( x) } ,显然

H n < C[ a , b]. 切比雪夫多项式 T0 ( x) , T1 ( x) , ⋯,

Tn ( x) 是[ a , b] 上一组线性无关的函数组 ,且为 H n

中的一组基. H n 中的元素 P n ( x) 可表示为 Pn ( x) =

a0 + a1 T ( x1 ) + ⋯+ an T ( x n) ,其中 a0 , a1 , ⋯, an 为

任意实数. 要在 Hn 中求 p 3
n ( x) 以逼近 f ( x) ∈C[ a ,

b] ,使其误差满足

max
a≤x ≤b

| f ( x) - p 3
n ( x) | =

min
pn ∈H n

max
a≤x ≤b

| f ( x) - pn ( x) | ,

这便是最佳一致逼近或切比雪夫逼近问题.

3 　生产与库存的最优控制数学模型
3 . 1 　符号说明

n 为循环数 ; [ T0 , T f ] 为总时间区间 ; r 为产品

种类 ;V 为最大储存空间 ; dp ( t) 为时刻 t 的需求 ;

up ( t) 为时刻 t的生产率 ; x ip ( t) 为第 i 次循环中第 p

类产品在时刻 t的库存水平 ;αp 为损失率 ; cup 为单位

时间内每类产品的单位生产费用 ; hp 为单位时间内

每类产品的单位持有费用 ; [ ti - 1 , ti ]为第 i循环的时

域 ; tip 3 为第 i 循环库存达到上限 ,生产暂时停止的

时间 ; sp 为单位毛利.

3 . 2 　生产与库存的最优控制模型

设库存的变动满足微分方程

d X/ dτ= F( X ,U ,τ) . (1)

其中 : X = ( x1 , x2 , ⋯, x r)
T 为库存的状态向量 ;U =

( u1 , u2 , ⋯, ur)
T 为生产的控制向量 ; X ( T0 ) = X0 ,

要求边界条件满足 X ( T f ) = 0 , 并且在时域 [ T0 ,

T f ] 上达到最优指标

max I =∫
T f

T0

G( X ,U ,τ) dτ. (2)

　　对于给定的时域 [ T0 , T f ] ,其生产与库存费用

函数为

G( x , u , t) = sp d ( t) - hp x p ( t) - cup u p ( t) . (3)

　　考虑到动态需求的多产品库存控制系统 ,其产

品的生产 (或采购) 是时变的 ,物品的价值损失率是

常数 ,需求随时间而变. 设在时域[ T0 , T f ] 上发生了

n个生产与库存循环 , 则原问题变为求解最优控制

问题

max I =∫
T f

T0

G( X ,U ,τ) dτ =

∫
T f

T0

[ sp d ( t) - hp x p ( t) - cup u p ( t) ]dτ.

可转为求

min J =∫
T f

T0

[ hp x p ( t) + cup u p ( t) ]d t =

　 　 　∑
r

p = 1
∑

n

i = 1∫
t ip 3

t i- 1

[ hp x ip ( t) + cup u p ( t) ]d t +

　 　 　∑
r

p = 1
∑

n

i = 1∫
t i

t ip 3
hp x ip ( t) d t. (4)

s. t .
d x ip ( t)

d t
= up ( t) - dp ( t) - αp x ip ( t) ,

　 　 　　　　ti- 1 ≤ t ≤ tip 3 ; (5)

　 d x ip ( t)
d t

= - dp ( t) - αp x ip ( t) ,

　　　 　 　　tip 3 ≤ t ≤ ti ; (6)

　　∑
r

p = 1
x ip ( t) ≤V ; (7)

　　x ip ( ti ) = x ip ( ti - 1 ) = 0 , i = 2 , ⋯, n ,

　　p = 1 , ⋯, r , x ip ( t0 ) = x0 . (8)

令

J 1 = ∑
r

p = 1
∑

n

i = 1∫
t ip 3

t i- 1

[ hp x ip ( t) + cup u p ( t) ]d t ,

J 2 = ∑
r

p = 1
∑

n

i = 1∫
t i

t ip 3
hp x ip ( t) d t.

由式 (6) ,解微分方程可得

x ip ( t) =
1
αp

e -αp t∫[ u( t) - d ( t) ]e -αp t d t ,

ti - 1 ≤ t ≤ tip 3 . (9)

在 J1 中 ,令 t =
1
2

[ ( tip 3 - ti- 1 )ξ+ ( ti- 1 + tip 3 ) ] ,则

J 1 = ∑
r

p = 1
∑

n

i = 1

tip 3 - ti - 1

2 ∫
1

- 1
[ hp x ip (ξ) +

　 　 cup u p (ξ) ]dξ, (10)

s. t .
d x ip (ξ)

dξ
=

　　 t ip 3 - ti- 1

2
( up (ξ) -

　　dp (ξ) ) - αp x ip (ξ) , - 1 ≤ξ≤1 . (11)

其中

x ip (ξ0 = - 1) = x0 ,即 x ip ( t0 ) = x0 ,且

x ip (ξN = 1) = 0 . (12)

令

x ip (ξ) =
1

1 - ξ2
× 1 - ξ2 ×x ip (ξ) Χ

1

1 - ξ2
f ip (ξ) , - 1 ≤ξ≤1 ,

则由高斯2切比雪夫求积公式可得

∫
1

- 1
x ip (ξ) dξ=∫

1

- 1

1

1 - ξ2
f ip (ξ) dξ≈
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A k ∑
N

k = 1
f ip (ξk ) . (13)

　　通过 m 阶切比雪夫多项式对控制向量参数化 ,

即

up (ξs) = ∑
m

k = 0
akp T k (ξs) , s = 0 ,1 , ⋯, N . (14)

其中

akp =
2
π∫

1

- 1

up (ξ) T k (ξ)

1 - ξ2
dξ, k = 1 ,2 , ⋯, m ;

a0 p =
1
π∫

1

- 1

up (ξ) T0 (ξ)

1 - ξ2
dξ;

Tk (ξ) 为 k 次切比雪夫多项式 ;ξs = - cos sπ
N

是区间

[ - 1 ,1 ] 上的切比雪夫点. 所以有

J 1 = ∑
r

p = 1
∑

n

i = 1

tip 3 - ti- 1

2 ( hp ∑
N

k = 0
A k f ip (ξk ) +

cip ∑
N

s = 0
∑
m

k = 0
ukp T k (ξs) ) . (15)

又由式 (7) 可得

x ip ( t) = -
1
αp

e -αp t∫d ( t) e -αp t d t ,

t ip 3 ≤ t ≤ ti , i = 1 , ⋯, n , p = 1 , ⋯, r. (16)

　　令 t =
1
2

[ ( t i - tip 3 )ξ+ ( t i + tip 3 ) ] ,代入上式

可得区间[ - 1 ,1 ] 上的 x ip (ξ) . 构造区间 [ - 1 ,1 ] 上

的以ρ( x) =
1

1 - x2
为权函数 ,以正交多项式为切

比雪夫多项式 ,并且在 TN ( x) = cos ( Narcco s x) 的

零点取值的高斯2切比雪夫积分函数

x ip (ξ) =
1

1 - ξ2
× 1 - ξ2 ×x ip (ξ) Χ

1

1 - ξ2
f ip (ξ) , - 1 ≤ξ≤1 .

所以

J 2 = ∑
r

p = 1
∑

n

i = 1∫
ti

tip 3
hp x ip ( t) d t =

∑
r

p = 1
∑

n

i = 1

t i - t ip 3

2 ∫
1

- 1
hp x ip (ξ) dξ=

∑
r

p = 1
∑

n

i = 1

hp ( ti - tip 3 )
2 ∑

N

j = 1
A j f ip (ξj ) . (17)

其中 : A j =
π
N

;ξj = cos
(2 j - 1)π

2 N
( j = 1 ,2 , ⋯, N)

为 TN (ξ) 的零点. 则原最优控制问题的解的形式为

u 3 ( t) = u( Tn ( t) ) , - 1 ≤ t ≤1 ,

n = arg ( I ( Tn ( t) ) ) .

　　对于该问题 ,可结合一般动态规划的方法运用

Matlab 进行求解.

4 　算法设计
　　令

d x ( t)
d t

= <( t) = F( X ,U , t) . (18)

由约束条件及初始值 ,可得

x ( t) =∫
1

- 1
<( t) d t + x0 . (19)

由前述分析 ,给出 Chebyshev 谱逼近

x i = x ( ti ) = ∑
N

j = 0
bi , j <( t j ) + x0 , (20)

对控制向量进行 Chebyshev 多项式参数化

um ( t) = ∑
m

i = 0
ci T i ( t) . (21)

　　将上述状态和控制变量代换后可得

<( ti ) = F( ∑
N

j = 0

bij <( t j ) + x0 , ∑
m

k = 0

ck T k ( ti ) , ti) ,

(22)

则原系统的约束条件转换为

F(α,β) = 0 . (23)

其中

α Χ ( <( t0 ) , <( t1 ) , ⋯, <( tN ) ) ,

βΧ ( c0 , c1 , ⋯, cm ) .

相应的性能指标转换为

J (α,β) Χ ∑
N

j = 0

bN j G( x ( t j ) , u( t j ) , T) =

∑
N

j = 0

bN j G( ∑
s = 0

bjs <( ts) + x0 , ∑
m

r = 0

cr T r ( t j ) , T) .

(24)

于是 ,原最优控制问题转化为参数最优化问题 ,即可

转化为关于变量α,β的非线性规划求解

min J = J (α,β) , (25)

s. t . F(α,β) = 0 . (26)

　　对于此问题 ,可采用Lagrange 乘子法和罚函数

法等求解析解. 但处理大系统问题时会非常繁琐 ,因

此 ,本文采用误差估计的方法求满足误差约束的近

似数值解. 对事先给定的 Πε> 0 ,要求

| J (αN +1 ,βN +1 ) - J (αN ,βN ) | <ε.

5 　实例应用
　　设某生产与库存偏差的控制目标函数和系统

状态方程满足

min J = a∫
1

0
( XQ X T + U RU T ) d t ,

s. t . d X
d t

= - X + U , 0 ≤ t ≤1 .

其中 : X (0) = 1 ,取 a = 2 , Q = E , R = E. 于是

min J =∫
1

- 1
( x2 + u2 ) d t.
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s. t . d x
d t

= -
1
2

x +
1
2

u , - 1 ≤ t ≤1 ;

　　x ( - 1) = x0 = 1 ;

　　J = ∑
N

j = 0

bN j [ ( ∑
N

s = 0

bjs <( ts) + 1)
2

+

　　　　( ∑
m

k = 0
ck T k ( t j ) )

2

] .

　　给定ε= 10 - 7 ,用 Matlab 编程求解可得表 1 .

表 1 　切比雪夫谱方法逼近最优指标

m N = 1 N = 3 N = 5 N = 7

1 0 . 771 639 8 0 . 771 637 9 0 . 771 637 4 0 . 771 637 3

3 0 . 771 637 8 0 . 771 637 6 0 . 771 637 3 0 . 771 637 2

5 0 . 771 637 8 0 . 771 637 5 0 . 771 637 2 0 . 771 637 2

　　经比较可知 ,运用高斯2切比雪夫三阶正交多

项式逼近 ,所得近似解与最优数值解的误差仅为 4

×10 - 7 .

6 　结 　　论
　　通过实例分析可以发现 ,利用高斯2切比雪夫谱

逼近方法参数化状态和控制向量 ,并运用非线性规

划的方法求解库存最优控制问题是可行的. 切比雪

夫逼近算法虽然不能像庞特里亚金方法得到最优控

制问题的解析解 ,但容易得到比较接近的近似解.
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