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金属材料表面静摩擦学特性的预测研究———实验佐证
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（１．三峡大学 机械与材料学院，湖北 宜昌　４４３００２；
２．三峡大学 水电机械设备设计与维护湖北省重点实验室，湖北 宜昌　４４３００２）

　　摘　要：给出有关粗糙表面单个微凸体接触点面积科的概率分布密度的推导过程。该概率分布密度适用于机械
加工粗糙表面，不管磨削、铣削、车削表面都满足此概率分布密度的关系式。按照整体柔性结合面的结构函数，提出具体

计算分形维数、分形粗糙度的方法。对文献［１］的理论计算和分析进行定量实验佐证。实验佐证显示：在一定法向加载
重物的条件下，理论静摩擦系数和实验的绝对误差在－０．０３３０２～０．０１９２６之间，理论静摩擦系数和实验的相对误差在
－８．３２３％～５．５１２％之间。
关键词：金属材料表面；静摩擦系数；概率分布密度；结构函数
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　　一个零件各处的截面特性（包括截面形状、大小及
材质）可以是相同的，如等截面轴；各部分截面的特性

也可能不同，如台阶轴。等截面轴的零件由一个元件

组成。台阶轴零件由多个元件组成，各个元件的连接

部位称为刚性结合面，两相邻元件在刚性结合面无相

对位移。一台机器由众多零件组成，零件与零件之间

的连接部位称为柔性结合面。

摩擦学的研究对于国民经济具有重要意义，摩擦

导致的磨损是机械设备失效的主要原因，大约有８０％
的损坏零件是由于各种形式的磨损引起的。所以在机

械结构中，研究和预测柔性结合面静摩擦学特性是非

常重要的。传统的Ｃｏｕｌｏｍｂ摩擦第一定律［１－３］认为，摩

擦力和法向载荷成正比，静摩擦系数和所施加的法向

载荷无关，亦不依赖于切向载荷，只随接触材料的不同

而变化。但是随着现代摩擦学的发展，发现 Ｃｏｕｌｏｍｂ
摩擦第一定律中摩擦力和法向载荷不成正比；静摩擦

系数对于同种材料不变的结论不适合实际工程；静摩

擦系数随着接触正压力的增大而增大等。

１８８２年 Ｈｅｒｔｚ发表经典论文《论弹性固体的接
触》，但Ｈｅｒｔｚ理论不考虑接触面的介质（如润滑油），
不计动摩擦影响。此后，在接触力学方面的进展主要

与消除这些限制有关。Ｃｈａｎｇ等［４］采用古典的 Ｇｒｅｅｎ
ｗｏｏｄＷｉｌｌｉａｍｓｏｎ基本弹性接触模型（塑性接触面积与
弹性接触面积之比为０．０２）［５］，顾及粘着力的作用，构
建金属粗糙表面间的静摩擦系数计算模型。尤晋闽

等［６－７］综合运用微凸体的完全弹性、弹 －塑性及完全



塑性等不同变形机制，建立干摩擦柔性结合面的静摩

擦系数的统计计算模型，此模型考虑完全弹性区、弹 －
塑性Ⅰ区的接触点承担切向载荷的能力，获得随着法
向载荷的增加静摩擦系数逐渐减小的结论，支持经典

摩擦学观点［８］。盛选禹等［９］应用 Ｍａｊｕｍｄａｒ等［１０］提出

的分形几何理论，预测静摩擦系数。Ｓｕｉ等［１１］对文献

［９］的静摩擦系数进行改进。但文献［１０］在分析峰顶
曲率半径 Ｒ时具有计算原理性缺陷［１２－１３］，另外文献

［９，１１］在算法上皆具有四个共性瑕疵：①法向总载荷、
总摩擦力都应是有条件等式，反之就会出现文献［１０］
中的２个不足（图１０（ｂ）、１１（ｂ）的纵坐标弹性接触面
积与实际接触面积之比 Ａｒｅ／Ａｒ在 ０刻度以下均有坐
标）、文献［１４］中的３个弊端（图３、４、６的纵坐标接触
率Ａｒ 在０刻度以下皆有坐标）、文献［１５］中的２个缺
点（图３（ｂ）、３（ｃ）的纵坐标弹性接触面积与实际接触
面积之比Ａｒｅ／Ａｒ在０刻度以下均有坐标）；②沿袭文献
［１０］的计算原理，带来很多计算错误；③文献［９］给出
“ｆ随的增加而降低”、文献［１１］给出“Ｔｈｅｓｔａｔｉｃｆｒｉｃ
ｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｄｅｃｒｅａｓｅｓｗｉｔｈｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｅｏｆｍａｔｅｒｉａｌ
ｐｒｏｐｅｒｔｙ”的结论错误；④静摩擦系数的模拟数字最大
值是１０００（文献［９］的图３），与实际机械工程粗糙表
面静摩擦系数的分布范围０～１迥异。

文献［１］改进分形几何理论，探究金属材料表面最
大静摩擦力的来源机理，建立法向总载荷、最大静摩擦

力、静摩擦系数的改进分形模型，经过数值模拟，预测

静摩擦学特性，其结论和一些传统摩擦学观点迥然不

同，分析产生不同的原因。但文献［１］给出的接触面积
分别与分形维数及载荷的关系等，都还缺少足够的实

验佐证。本文根据整个柔性结合面的结构函数，给出

识别柔性结合面分形维数、分形粗糙度的理论及实验

方法，对文献［１］静摩擦系数的理论解进行定量实验
佐证。

１　采用修正分形理论的金属表面静摩擦模型

１１　分形几何理论的修正
处处连续、统计学自仿射特性、点点不可微的

ＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ函数为：

ｚ（ｘ）＝ＧＤ－１∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

ｃｏｓ（２πγｎｘ）
γ（２－Ｄ）ｎ

（１）

式中：Ｇ为分形粗糙度；Ｄ为分形维数；ｎ１为最低频率
的初始项，且γｎ１＝１／Ｌ不同于文献［１５］的 γｎ１＝１１Ｌ（Ｌ
为取样长度）；γ为谱密度的尺度参数；ｘ为表面的取样
长度坐标。

应当指出式（１）截然不同于文献［１５］的式（５）。
自然海岸线的特点是将小尺度下的粗糙度在所有

方向上放大相同倍数后，其概率分布与大尺度下的一

致，这种曲线具有统计自相似特性。但是，绝大多数实

际曲线并不具有统计自相似特性，而是具有统计自仿

射特性，即要使较小尺度下的概率分布与较大尺度下

的一致，就必须在不同方向上放大不同的倍数，典型的

例子是分子的布朗运动曲线。因此，要方便地计算统

计自仿射曲线的分形维数 Ｄ、分形粗糙度 Ｇ，就必须采
用特殊方法。

Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ发现海洋面岛屿的面积分布有幂函数
规律：

Ｎｒ（Ａ＞ａ）＝ Ｆ′
ａ０．５Ｄ

（２）

式中：Ｎｒ为面积Ａ大于面积ａ的岛屿之总数；Ｆ′为待定
未知数；ａ为一个岛屿的面积。

应当指出式（２）不同于文献［１５］的式（１９）。
许多工程表面形貌的轮廓线都具有统计自仿射分

形特性。若将粗糙表面（如金属加工表面）放大到适当

尺寸，就会发现类似于地球表面的高山峡谷，用一理想

平面水平切取该表面形成的接触点，也类似于海岸面

的岛屿。因此，假设平面与粗糙表面接触时接触点面

积的分布规律与海洋面岛屿面积的分布规律相同，即

接触点的数目见式（２）。但工程表面形貌的轮廓线与
岛屿的海洋线不同的是，前者接触点的轮廓曲线不是

统计自相似曲线，而是统计自仿射曲线。

假设最大的微凸体接触点面积为ａＬ，数量为１个，
将此假设条件代入式（２）得：

Ｎｒ（Ａ＝ａＬ）＝
Ｆ′
ａ０．５ＤＬ

＝１ （３）

Ｆ′＝ａ０．５ＤＬ （４）
将式（４）代入式（２）可得连续随机变量ａ的概率分

布函数为：

Ｎｒ（ａ＜Ａ≤ａＬ）＝
ａＬ( )ａ

０．５Ｄ

（５）

连续随机变量ａ的概率分布密度为：

ｎ（ａ）＝－
ｄＮｒ（ａ＜Ａ≤ａＬ）

ｄａ ＝０．５Ｄａ０．５ＤＬ ａ
－１－０．５Ｄ，

０＜ａ≤ａＬ （６）
应当指出式（６）相异于文献［１１］的式（６）。式（６）

的单位是ｍ－２，由式（５）可以看出，当微凸体接触点的

面积ａ→０时，ｌｉｍ
ａ→０
Ｎｒ（ａ＜Ａ≤ａＬ）＝

ａＬ( )ａ
０．５Ｄ

＝＋∞，即接

触点的数量趋于无穷；由式（６）可以看出，ｌｉｍ
ａ→０
ｎ（ａ）＝

０．５Ｄａ０．５ＤＬ ａ
－１－０．５Ｄ＝＋∞。这２种情况符合表面粗糙度

具有多重尺度（毫米、微米和纳米级甚至更小）的分形

特性。如同牛顿第二定律 Ｆ＝ｍａ（运动的改变与所加
的动力成正比，并发生在所加的力的那个直线方向上）

只适用于与光速比低速运动、宏观（不适用于微观原
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子）、参照系为惯性系的物体，也与我们日常生活中常

见的不管磨削、铣削、车削物体的运动规律非常符合一

样，分形学的创始人Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ［１６－１７］，生前试图通过一
种方法来描述自然界的不规则现象，将工程表面形貌

的轮廓线和岛屿的海洋线类比，提出粗糙表面微凸体

接触点面积ａ的概率分布密度，见式（６），该式适用于
机械加工粗糙表面，不管磨削、铣削、车削表面都满足

关系式（６）。数学家、分形几何之父、描述自然界粗糙
度［１７］的Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ认为式（６）具有普适性在分形理论
的定量计算方面翻开了新的篇章，特别具有里程碑

意义。

按照核心关系式（６）可得柔性结合面无量纲法向
总载荷［１］为：

Ｐ（Ａｒ ＞Ａｒｃ）＝
Ｐ（Ａｒ＞Ａｒｃ）
Ｅ′Ａａ

＝

４Ｄ
３槡π（３－２Ｄ）

ＧＤ－１ ２－Ｄ
Ｄ Ａ( )ｒ ０．５Ｄ

×

２－Ｄ
Ｄ Ａ( )ｒ １．５－Ｄ

－ａｃ
１．５[ ]－Ｄ ＋

ＫＡｒ
０．５Ｄ Ｄ
２－Ｄａ

( )ｃ １－０．５Ｄ
，Ｄ≠１．５

Ｇ
槡π

Ａｒ( )３
０．７５

ｌｎ
Ａｒ
３ａｃ

＋ＫＡｒ
０．７５（３ａｃ）

０．２５，Ｄ＝１．















 ５

（７）

式中：Ａｒ ＝
Ａｒ
Ａａ
，Ａａ为表观接触面积；Ｇ ＝

Ｇ
Ａ槡 ａ

；ａｃ ＝
ａｃ
Ａａ

＝（０．５槡πＫ）
２
１－Ｄ Ｇ２不 同 于 文 献 ［１１］的 式

（１２）；Ａｒｃ＝
Ａｒｃ
Ａａ
＝ Ｄ
２－Ｄａ


ｃ。

１２　金属表面的静摩擦系数
在两接触体中存在组合法向和切向力，无文献记

载应力场与实际接触面积的完全解。１９８３年Ｈａｍｉｌｔｏｎ

设想：两接触体承担法向弹性载荷Ｐｅ，由赫兹解得到的
接触区域形状不受追加实用切向力 Ｑ的影响；假如比
值Ｑ／Ｐｅ＜０．３，于是失效将首先发生在表面下，稍许远
离当Ｑ＝０时赫兹解对应的失效点；一经当比值 Ｑ／Ｐｅ
＞０．３以后，失效点跃迁到表面，失效发生在接触边界
的边远边缘上［４］。

现假如Ｑ／Ｐｅ＞０．３，接触边界边远边缘的表面应力
场分别为：

σ１ ＝
（１－２ν）Ｐｅ
２πｒ２

＋３Ｑ
４ｒ２

ν
４＋( )１ （８）

σ２ ＝０ （９）

σ３ ＝
９νＱ
１６ｒ２

－
（１－２ν）Ｐｅ
２πｒ２

（１０）

式中：ν为较软材料的泊松比。
需要一提的是式（８）不同于文献［７］的式（２），式

（１０）不同于文献［１１］的式（１）。
按照式（８）、（１０）可得柔性结合面无量纲最大静摩

擦力［１］为：

Ｆ（Ａｒ ＞Ａｒｃ）＝
Ｆ（Ａｒ＞Ａｒｃ）
Ｅ′Ａａ

＝

８
π（６－３ν）

Ａｒ －Ａｒ
０．５Ｄ Ｄ
２－Ｄａ

( )ｃ １－０．５[ ]Ｄ ＋
３２（２ν－１）Ｄ

３π１．５（６－３ν）（３－２Ｄ）
ＧＤ－１ ２－Ｄ

Ｄ Ａ( )ｒ ０．５Ｄ
×

２－Ｄ
Ｄ Ａ( )ｒ １．５－Ｄ

－ａｃ
１．５[ ]－Ｄ ，Ｄ≠１．５

８
π（６－３ν）

［Ａｒ －Ａｒ
０．７５（３ａｃ）

０．２５］＋

８（２ν－１）
π１．５（６－３ν）

Ｇ槡  Ａｒ( )３
０．７５

ｌｎ
Ａｒ
３ａｃ
，Ｄ＝１．

















 ５

（１１）

需要一提的是式（１１）不同于文献［１１］的式（２２）、
（２３）。

根据式（７）暨式（１１）可得柔性结合面的静摩擦系
数为：

ｆ＝
Ｆ（Ａｒ ＞Ａｒｃ）
Ｐ（Ａｒ ＞Ａｒｃ）

＝

８
π（６－３ν）

Ａｒ －Ａｒ
０．５Ｄ Ｄ

２－Ｄａ
( )ｃ １－０．５[ ]Ｄ ＋ ３２（２ν－１）Ｄ

３π１．５（６－３ν）（３－２Ｄ）
ＧＤ－１ ２－Ｄ

Ｄ Ａ( )ｒ ０．５Ｄ ２－Ｄ
Ｄ Ａ( )ｒ １．５－Ｄ

－ａｃ
１．５[ ]－Ｄ

４Ｄ
３槡π（３－２Ｄ）

ＧＤ－１ ２－Ｄ
Ｄ Ａ( )ｒ ０．５Ｄ ２－Ｄ

Ｄ Ａ( )ｒ １．５－Ｄ

－ａｃ
１．５[ ]－Ｄ ＋ＫＡｒ

０．５Ｄ Ｄ
２－Ｄａ

( )ｃ １－０．５Ｄ ，

　Ｄ≠１．５

８
π（６－３ν）

［Ａｒ －Ａｒ
０．７５（３ａｃ）

０．２５］＋ ８（２ν－１）
π１．５（６－３ν）

Ｇ槡
 Ａｒ( )３

０．７５

ｌｎ
Ａｒ
３ａｃ

Ｇ

槡π
Ａｒ( )３

０．７５

ｌｎ
Ａｒ
３ａｃ

＋ＫＡｒ
０．７５（３ａｃ）

０．２５

，　Ｄ＝１．



















５

（１２）

　　根据式（７）、（１１）、（１２），柔性结合面无量纲法向
总载荷Ｐ、无量纲最大静摩擦力 Ｆ、静摩擦系数 ｆ皆
为接触率Ａｒ 的显函数。所以使用中间自变量 Ａｒ，可

构建Ｐ、Ｆ、ｆ中任意二者之间的隐函数。如上所述，
式（７）、（１１）、（１２）为金属材料柔性结合面静摩擦学特
性的完全解［１８－１９］。
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２　辨识两个分形参数的结构函数方法

功率信号式（１）的自相关函数［２０］为：

Ｒｚ（τ）＝ ｌｉｍＴ→＋∞
１
Ｔ∫

Ｔ
２

－Ｔ２
ｚ（ｘ）ｚ（ｘ－τ）ｄｘ （１３）

将式（１）代入式（１３）得：
Ｒｚ（τ）＝Ｇ

２Ｄ－２×

ｌｉｍ
Ｔ→＋∞

１
Ｔ∫

Ｔ
２

－Ｔ２
∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

ｃｏｓ２πγｎｘ
γ（２－Ｄ）ｎ ∑

＋∞

ｍ＝ｎ１

ｃｏｓ２πγｍ（ｘ－τ）
γ（２－Ｄ）ｍ

ｄｘ＝

１
２Ｇ

２Ｄ－２∑
＋∞

ｍ＝ｎ１
∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

１
γ（２－Ｄ）（ｍ＋ｎ）

×

ｌｉｍ
Ｔ→＋∞

ｓｉｎπ（γｍ ＋γｎ）Ｔ
π（γｍ ＋γｎ）Ｔ

ｃｏｓ２πγｍτ[ ＋

ｓｉｎπ（γｍ －γｎ）Ｔ
π（γｍ －γｎ）Ｔ

ｃｏｓ２πγｍ ]τ＝１２Ｇ２Ｄ－２×
∑
＋∞

ｍ＝ｎ１
∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

１
γ（２－Ｄ）（ｍ＋ｎ）

ｌｉｍ
Ｔ→＋∞

ｓｉｎπ（γｍ －γｎ）Ｔ
π（γｍ －γｎ）Ｔ

ｃｏｓ２πγｍτ＝

１
２Ｇ

２Ｄ－２∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

ｃｏｓ２πγｎτ
γ（４－２Ｄ）ｎ

（１４）

需要指出的是，从式（１４）的倒数第二式可知：若 ｍ
≠ｎ时，各项都是零，则只剩下ｍ＝ｎ时的一项。

象函数２πδ（ω－ω０）的傅里叶逆变换
［２０］为：

１
２π∫

＋∞

－∞
２πδ（ω－ω０）ｅ

ｉωｔｄω＝ｅｉω０ｔ （１５）

式中：ω为无阻尼自然角频率。
则象原函数ｅｉω０ｔ的傅里叶变换为：

∫
＋∞

－∞
ｅｉω０ｔｅ－ｉωｔｄｔ＝∫

＋∞

－∞
ｅ－ｉ（ω－ω０）ｔｄｔ＝２πδ（ω－ω０） （１６）

式中：δ（ω）为 Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ脉冲偶函数，单位是 ω的倒
数，且：

∫
＋∞

－∞
δ（ｃｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
δ（｜ｃ｜ｘ）ｄｘ＝

∫
＋∞

－∞

δ（ｙ）
｜ｃ｜ｄｙ＝∫

＋∞

－∞

δ（ｘ）
｜ｃ｜ｄｘ （１７）

式中：ｃ为非零实常数；ｙ＝｜ｃ｜ｘ为积分新变量。
因而有：

δ（ｃｘ）＝δ（ｘ）｜ｃ｜ （１８）

利用Ｅｕｌｅｒ公式，式（１４）中通项象原函数ｃｏｓ２πγｎτ
的傅里叶变换［２０］为：

∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ２πγｎτｅ－ｉ２πｆτｄτ＝

∫
＋∞

－∞

ｅ－ｉ２π（ｆ－γｎ）τ＋ｅ－ｉ２π（ｆ＋γｎ）τ
２ ｄτ （１９）

式中：ｆ为无阻尼自然频率，不同于无阻尼自然角频率
ω，ω＝２πｆ。

将式（１６）代入式（１９）得：

∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ２πγｎτｅ－ｉ２πｆτｄτ＝

π｛δ［２π（ｆ－γｎ）］＋δ［２π（ｆ＋γｎ）］｝ （２０）
将式（１８）代入式（２０）得：

Ｆ（ｆ）＝∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ２πγｎτｅ－ｉ２πｆτｄτ＝

δ（ｆ－γｎ）＋δ（ｆ＋γｎ）
２ （２１）

振幅频谱式（２１）的图形见图１。考虑粗糙表面微
观几何形貌的随机分布特点，如仅计及无阻尼自然频

率ｆ＞０单边振幅频谱，将 －γｎ相应的振幅０．５叠加在
γｎ相应的振幅０．５上，合成可得总振幅为１。故可将式
（２１）近似改写成实际粗糙表面形貌的振幅频谱：

∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ２πγｎτｅ－ｉ２πｆτｄτ≈δ（ｆ－γｎ） （２２）

图１　式（１４）中通项的振幅频谱
Ｆｉｇ．１Ａｌｔｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍ
ｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｅｍｉｎｅｑｕａｔｉｏｎ（１４）

根据维纳－辛钦关系式［２０］可得离散自相关函数式

（１４）的离散功率谱密度函数为：

Ｐ
～
（ｆ）＝∫

＋∞

－∞
Ｒｚ（τ）ｅ

－ｉ２πｆτｄτ＝

１
２Ｇ

２Ｄ－２∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

１
γ（４－２Ｄ）ｎ∫

＋∞

－∞
ｃｏｓ２πγｎτｅ－ｉ２πｆτｄτ （２３）

将式（２２）代入式（２３）得：

Ｐ
～
（ｆ）≈ １２Ｇ

２Ｄ－２∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

δ（ｆ－γｎ）
γ（４－２Ｄ）ｎ

（２４）

将离散功率谱密度函数式（２４）转化为连续功率谱
密度函数［２１］：

Ｐ（ｆ）≡ １Δｆ∫
１
２Δｆ

－１２Δｆ
Ｐ
～
（ｆ＋ｆ′）ｄｆ′＝１２Ｇ

２Ｄ－２×

∑
＋∞

ｎ＝ｎ１
∫
１
２Δｆ

－１２Δｆ

δ（ｆ＋ｆ′－γｎ）
γ（４－２Ｄ）ｎΔｆ

ｄｆ′≈ １２Ｇ
２Ｄ－２ Δｎ
γ（４－２Ｄ）ｎ（ｆ）Δｆ

（２５）

式中：Δｆ为无阻尼自然频率的增量；Δｎ为无阻尼自然
频率指数的增量；ｎ（ｆ）为无阻尼自然频率零点指
数，且：

ｎ（ｆ）＝ｌｏｇγｆ （２６）
将式（２６）代入式（２５）得：

Ｐ（ｆ）≈ １２Ｇ
２Ｄ－２ｆ－（４－２Ｄ）ｄｎ（ｆ）ｄｆ ＝ １

２ｌｎγ
Ｇ２Ｄ－２ｆ－（５－２Ｄ） （２７）
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需要注意，式（２７）和文献［１５］的式（６）、文献［２２］
的式（２）、文献［２３］的式（２ａ）、文献［２４］的式（１０）均
相异。

按照定积分的换元法得：

∫
＋∞

０
ｔβ－１ｅ－ｘｔｄｔ＝∫

＋∞

０

ｚβ－１

ｘβ
ｅ－ｚｄｚ＝ｘ－βΓ（β） （２８）

式中：ｘ＞０；β＞０；ｚ＝ｘｔ为定积分新变量；Γ（β）为 ｇａｍ
ｍａ函数。

由式（２８）得：

ｘ－β ＝ １
Γ（β）∫

＋∞

０
ｔβ－１ｅ－ｘｔｄｔ （２９）

随便查高等数学不定积分表得：

∫
＋∞

０
ｅ－ｔｘｃｏｓｘｄｘ＝ １

ｔ２＋１
ｅ－ｔｘ（ｓｉｎｘ－ｔｃｏｓｘ[ ]）ｘ＝＋∞

ｘ＝０

＝

ｔ
１＋ｔ２

（３０）

利用变量代换，下述定积分为：

∫
＋∞

０

ｔｇ

（ｄ＋ｅｔｈ）ｉ
ｄｔ＝ １

ｈｄｉ
ｄ( )ｅ

１＋ｇ
ｈ∫

１

０
ｘ
１＋ｇ
ｈ－１（１－ｘ）ｉ－

１＋ｇ
ｈ－１ｄｘ＝

１
ｈｄｉ

ｄ( )ｅ
１＋ｇ
ｈ
Ｂ１＋ｇ

ｈ ，ｉ－
１＋ｇ( )ｈ

（３１）

式中：ｄ＞０；ｅ＞０；ｈ＞０；ｘ＝ ｅｔｈ

ｄ＋ｅｔｈ
为定积分新

变量；Ｂ（ｊ，ｋ）＝Γ（ｊ）Γ（ｋ）
Γ（ｊ＋ｋ）

＝∫
１

０
ｘｊ－１（１－ｘ）ｋ－１ｄｘ为ｂｅｔａ

函数［２５］。

令ｄ＝ｅ＝ｉ＝１，ｈ＝２，由式（３１）得：

∫
＋∞

０

ｔｇ

１＋ｔ２
ｄｔ＝１２Ｂ（０．５＋０．５ｇ，０．５－０．５ｇ） （３２）

用β－２代换式（３２）中的ｇ且使用余元公式得：

∫
＋∞

０

ｔβ－２

１＋ｔ２
ｄｔ＝１２Ｂ（０．５β－０．５，１．５－０．５β）＝

１
２
Γ（０．５β－０．５）Γ（１．５－０．５β）
Γ（０．５β－０．５＋１．５－０．５β）

＝ π
２ｓｉｎ［π（０．５β－０．５）］

（３３）
使用式（２９）可将下列单重定积分化为二重定

积分：

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝∫

＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－βｄｘ＝

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ） １

Γ（β）∫
＋∞

０
ｔβ－１ｅ－ｘｔｄｔｄｘ＝

１
Γ（β）∫

＋∞

０
ｔβ－１（∫

＋∞

０
ｅ－ｔｘｄｘ－∫

＋∞

０
ｅ－ｔｘｃｏｓｘｄｘ）ｄｔ（３４）

式中：β＝５－２Ｄ∈（１，３）。
由式（２８）可得ｔ＞０，将式（３０）代入式（３４）得：

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝ １

Γ（β）∫
＋∞

０
ｔβ－ (１ １

ｔ－

ｔ
１＋ｔ)２ ｄｔ＝ １

Γ（β）∫
＋∞

０

ｔβ－２

１＋ｔ２
ｄｔ （３５）

将式（３３）代入式（３５）得：

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝

π
２Γ（β）ｓｉｎ［π（０．５β－０．５）］

（３６）

将式（３４）中的注释β＝５－２Ｄ代入式（３６）得：

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝

π
４×０＋

，Ｄ→１＋

π
２Γ（５－２Ｄ）ｃｏｓ［（Ｄ－１．５）π］

，Ｄ≠１．５

π
２，Ｄ＝１．５

π
２×０＋

，Ｄ→２















 －

（３７）

重点说明，式（３７）亦皆相异于文献［２３］的式
（１４）、文献［２６］第２１５页的式（２）。

由Γ函数的递推公式及余元公式，式（３７）可变
形为：

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝

Γ（０＋）
２ ，Ｄ→１＋

Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ［（Ｄ－１．５）π］
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３） ，Ｄ≠１．５

π
２，Ｄ＝１．５

１
０＋
，Ｄ→２













 －

（３８）

式（１）派生出函数 ｚ（ｘ１）及 ｚ（ｘ２）之间的结构函
数为：

〈［ｚ（ｘ１）－ｚ（ｘ２）］
２〉＝

∫
＋∞

－∞
［１－ｅｊ（ｘ１－ｘ２）ｆ］Ｐ（ｆ）ｄｆ （３９）

式中：〈　〉为无阻尼自然频率平均符号。
特别强调的是，式（３９）亦全不同于文献［１５］的式

（８）、文献［２７］的式（１１）、文献［２８］的式（２．３）。
根据式（２７）可得双边连续功率谱密度函数为：

Ｐ（ｆ）＝ １
２ｌｎγ
Ｇ２Ｄ－２｜ｆ｜－（５－２Ｄ），－∞ ＜ｆ＜＋∞ （４０）

奇函数ｓｉｎ（ｘ１－ｘ２）ｆ在对称区间（－∞，＋∞）上
对ｆ的定积分是零，根据 Ｅｕｌｅｒ公式，将式（４０）代入式
（３９）得：

〈［ｚ（ｘ１）－ｚ（ｘ２）］
２〉＝

１
２ｌｎγ
Ｇ２Ｄ－２∫

＋∞

－∞
（１－ｃｏｓｘ１－ｘ２ ｆ）｜ｆ｜

－（５－２Ｄ）ｄｆ＝

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ

ｌｎγ
Ｇ２Ｄ－２ ｘ１－ｘ２

４－２Ｄ （４１）
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式中：ｘ＝ ｘ１－ｘ２ ｆ为定积分新变量。
将式（３８）代入式（４１）得：

〈［ｚ（ｘ１）－ｚ（ｘ２）］
２〉＝

Γ（０＋）
２ｌｎγ ｘ１－ｘ２

２，Ｄ→１＋

Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ［（Ｄ－１．５）π］
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）ｌｎγ

Ｇ２Ｄ－２ ｘ１－ｘ２
４－２Ｄ，

　Ｄ≠１．５
π
２ｌｎγ
Ｇ ｘ１－ｘ２ ，Ｄ＝１．５

１
０＋ｌｎγ

Ｇ２，Ｄ→２















 －

（４２）

令ｘ１＝ｘ，ｘ２＝ｘ－τ（τ为尺度滞后），可得整体柔性
结合面的结构函数为：

Ｓ（τ）＝〈［ｚ（ｘ）－ｚ（ｘ－τ）］２〉＝
Γ（０＋）
２ｌｎγτ

２ ＝＋∞，Ｄ→１＋

Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ［（Ｄ－１．５）π］
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）ｌｎγ

Ｇ２Ｄ－２τ４－２Ｄ，

Ｄ≠１．５
π
２ｌｎγ
Ｇτ，Ｄ＝１．５

１
０＋ｌｎγ

Ｇ２ ＝＋∞，Ｄ→２















 －

（４３）

当量表面高度式（１）和两个粗糙表面１、２高度之
间的关系为：

ｚ（ｘ）＝ｚ１（ｘ）－ｚ２（ｘ） （４４）
式中：ｚｊ（ｘ）为粗糙表面ｊ的高度，ｊ＝１，２。

参考式（３９）中“〈　〉”符号的运算规则，将式（４４）
代入式（４３）得：

Ｓ（τ）＝〈［ｚ１（ｘ）－ｚ２（ｘ）－

ｚ１（ｘ－τ）＋ｚ２（ｘ－τ）］
２〉＝

〈［ｚ１（ｘ）－ｚ１（ｘ－τ）］
２〉－

２〈［ｚ１（ｘ）－ｚ１（ｘ－τ）］［ｚ２（ｘ）－ｚ２（ｘ－τ）］〉＋

〈［ｚ２（ｘ）－ｚ２（ｘ－τ）］
２〉 （４５）

由于两粗糙表面在传统统计学上互不相关，则下

列交叉乘积项为零：

〈［ｚ１（ｘ）－ｚ１（ｘ－τ）］×
［ｚ２（ｘ）－ｚ２（ｘ－τ）］〉＝０ （４６）

仿照式（４３），因此式（４５）可变形为：
Ｓ（τ）＝Ｓ１（τ）＋Ｓ２（τ） （４７）

式中：Ｓｊ（τ）为粗糙表面ｊ的结构函数，ｊ＝１，２。
令γ＝γ１＝γ２，不失去普遍性，将式（４７）展开得：
Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ［（Ｄ－１．５）π］

（２－Ｄ）（Ｄ－１．５） Ｇ２Ｄ－２τ４－２Ｄ ＝

Γ（２Ｄ１－２）ｓｉｎ［（Ｄ１－１．５）π］
（２－Ｄ１）（Ｄ１－１．５）

Ｇ２Ｄ１－２１ τ４－２Ｄ１＋

Γ（２Ｄ２－２）ｓｉｎ［（Ｄ２－１．５）π］
（２－Ｄ２）（Ｄ２－１．５）

Ｇ２Ｄ２－２２ τ４－２Ｄ２ （４８）

式中：γ为整体柔性结合面非整数相位随机参数；γｊ为
表面ｊ的相位随机参数，ｊ＝１，２；Ｄ为整体柔性结合面的
分形维数；Ｄｊ为表面ｊ的分形维数，ｊ＝１，２；Ｇ为整体柔
性结合面的分形粗糙度；Ｇｊ为表面ｊ的分形粗糙度，ｊ＝
１，２。

文中大量涉及ｇａｍｍａ函数，文献［２９］仅提供 ｇａｍ
ｍａ函数在闭区间１≤ｘ≤２的以下近似解：
Γ（ｘ）≈１－０．５７４８６４６（ｘ－１）＋０．９５１２３６３（ｘ－１）２－

０．６９９８５８８（ｘ－１）３＋０．４２４５５４９（ｘ－１）４－
０．１０１０６７８（ｘ－１）５，１≤ｘ≤２ （４９）

但式（４９）不能解决０＜ｘ＜１和 ｘ＞２更广大开区
间对应的ｇａｍｍａ函数Γ（ｘ）具体值。为彻底得到 ｇａｍ
ｍａ函数在 ０＜ｘ＜＋∞所有开区间的精准值，可在
Ｍａｔｌａｂ Ｒ２００９ｂ软件语言 ＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ窗口的指
令行输入两行代码：

ｘ＝０．０１：０．１：２００４；％ ２００４可取适当较大值
ｐｌｏｔ（ｘ，ｇａｍｍａ（ｘ））
文献［２９］近似解与文中解的比较见图２，可见采

用文中解可获取ｇａｍｍａ函数。
若Ｇ１＝３．６×１０

－１０ｍ、Ｇ２＝２．４×１０
－１０ｍ、γ＝γ１＝

γ２＝１．５时，粗糙表面１、２与整体柔性结合面的结构函
数见图３。
２１　两粗糙表面分形维数相等

此刻式（４８）可简化为：
Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ［（Ｄ－１．５）π］

（２－Ｄ）（Ｄ－１．５） Ｇ２Ｄ－２τ４－２Ｄ ＝

Γ（２Ｄ１－２）ｓｉｎ［（Ｄ１－１．５）π］
（２－Ｄ１）（Ｄ１－１．５）

（Ｇ２Ｄ１－２１ ＋

Ｇ２Ｄ１－２２ ）τ４－２Ｄ１ （５０）
为使关于自变量尺度滞后 τ的恒等式（５０）成立，

可得要辨识整体柔性结合面的分形维数、分形粗糙

度为：

Ｄ＝Ｄ１ ＝Ｄ２ （５１）

Ｇ＝（Ｇ２Ｄ１－２１ ＋Ｇ２Ｄ１－２２ ）
１

２Ｄ１－２ （５２）
图３（ａ）结果说明，在双对数坐标系下，整体柔性结

合面的结构函数Ｓ（τ）和τ是线性关系，且和 Ｓ１（τ）、Ｓ２
（τ）均平行，整体柔性结合面在 Ｓ（τ）轴上的纵截距都
分别大于粗糙表面１在Ｓ１（τ）轴上的纵截距、粗糙表面
２在Ｓ２（τ）轴上的纵截距，整体柔性结合面具有单重分
形特性，整体柔性结合面的分形维数 Ｄ和两粗糙表面
的分形维数Ｄ１、Ｄ２相等（式（５１）），整体柔性结合面的
分形粗糙度Ｇ更大，即整体柔性结合面比互相接触两
个粗糙表面更粗糙（式（５２））。
２２　两粗糙表面分形维数不相等

图３（ｂ）显示，在双对数坐标系下，整体柔性结合
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图２　文献［２９］解和文中解的比较
Ｆｉｇ．２Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［２９］
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎａｎｄｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｐａｐｅｒ’ｓｏｎｅ

面的结构函数 Ｓ（τ）和 τ不再为线性关系，而表现为１
条向上凹的曲线弧，且两粗糙表面的分形维数Ｄ１与Ｄ２
偏离越悬殊，此曲线弧的弯曲程度越明显，曲线弧的第

一段主要表示粗糙表面２的Ｓ２（τ）的分形性质，第二段
主要表示粗糙表面１的Ｓ１（τ）的分形性质，说明整体柔
性结合面具有双重分形性质，继而增加了求解非线性

方程式（４８）的难度。
严格站在高等数学的立场上，无条件能使关于自

变量τ的方程式（４８）恒成立。为求解此方程，首先按
照两粗糙表面１、２的结构函数与式（４７），得到整体柔
性结合面的结构函数，该结构函数在双对数坐标系下

虽不是１条直线，但利用最小二乘法可近似回归其为１
条直线，然后可辩识整体柔性结合面的分形维数 Ｄ、分
形粗糙度Ｇ。

不失去普适性，根据式（４３）可得一条直线方程：
ｌｇＳ（τ）＝２（２－Ｄ）ｌｇτ＋２（Ｄ－１）ｌｇＧ＋

ｌｇΓ（２Ｄ－２）２（２－Ｄ）ｌｎγ
＋ｌｇｓｉｎ［（Ｄ－１．５）π］２（Ｄ－１．５） （５３）

假定：

ｋ＝２（２－Ｄ） （５４）

图３　三种结构函数
Ｆｉｇ．３Ｔｈｒｅｅｔｙｐｅｓｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ｇ＝－ｌｇＧ （５５）
将式（５４）、（５５）代入式（５３）得：

ｌｇＳ（τ）＝ｋｌｇτ＋２（１－Ｄ）ｇ＋ｌｇΓ（２Ｄ－２）２（２－Ｄ）ｌｎγ
＋

ｌｇｓｉｎ［（Ｄ－１．５）π］２（Ｄ－１．５） （５６）

再假定：

ｂ＝２（１－Ｄ）ｇ＋

ｌｇΓ（２Ｄ－２）２（２－Ｄ）ｌｎγ
＋ｌｇｓｉｎ［（Ｄ－１．５）π］２（Ｄ－１．５） （５７）

将式（５７）代入式（５６）得：
ｌｇＳ（τ）＝ｋｌｇτ＋ｂ （５８）

直线方程式（５８）见图４。

由式（５４），Ｄ＝２－０．５ｋ依赖ｋ。由式（５７），ｇ依赖
ｂ、Ｄ，因Ｄ依赖ｋ，故ｇ依赖ｂ、ｋ。由式（５５），Ｇ＝１０－ｇ依
赖ｇ，故Ｇ依赖ｂ、ｋ。

３　静摩擦系数理论解的实验佐证

３１　实验方案
电动机在时间ｔ秒钟内提供的额定功为：
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图４　整体柔性结合面的常用对数结构函数
Ｆｉｇ．４Ｌｏｇａｒｉｔｈｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｏｆｗｈｏｌｅｆｌｅｘｉｂｌｅｊｏｉｎｔｓｕｒｆａｃｅ

Ｗ ＝ＴＮ ×２π×
ｎ１
６０×ｔ＝

π
３０ＴＮｎ１ｔ （５９）

式中：ＴＮ为电动机额定转矩，Ｎ·ｍ；ｎ１为电动机实际
转速，ｒ／ｍｉｎ。

电动机在时间ｔ秒钟内提供的平均额定功率为：

ＰＮ ＝
Ｗ
ｔ＝

π
３０ＴＮｎ１ （６０）

执行装置旋转工作台消耗的功率为：

Ｐ２ ＝
π
３０Ｔ２ｎ２ ＝

π
３０Ｆ

ｒ
１０００ｎ２ ＝

π
３００００ｆＰｒｎ２（６１）

式中：Ｔ２为旋转工作台转矩，Ｎ·ｍ；ｎ２为旋转工作台转
速，ｒ／ｍｉｎ；Ｆ为两静压导轨表面间最大静摩擦力［１］，Ｎ；ｒ
为最大静摩擦力作用的当量半径，ｍｍ；ｆ为两静压导轨
表面间的静摩擦系数；Ｐ为加载重物的重量，即法向总
载荷［１］，Ｎ。

电动机的额定功率是相应于额定环境温度４０℃
时的允许输出功率，故当环境温度高于或低于 ４０℃
时，电动机允许输出的功率可适当减小或增加。根据

式（６０），增减后的允许输出功率为：

Ｐ１ ＝ １＋（１＋α）４０－θθ槡 Ｎ
ＰＮ ＝ξＰＮ ＝

π
３０ξＴＮｎ１（６２）

式中：α为满载时的不变损耗（包括铁损耗、机械损耗
与附加损耗）和可变损耗（铜损耗）的比值；θ为实际环
境温度；θＮ为额定温升；ξ为电动机负载率。

在电动机低转速情况下，使旋转工作台刚刚开始

运动，得到静摩擦系数。工作台旋转消耗的功率等于

驱动电机的输出功率，根据传递过程中的机械损失，可

以得到功率平衡关系：

Ｐ２ ＝ηＰ１ （６３）
将式（６１）、（６２）代入式（６３）得：

ｆ＝
１０００ξηＴＮｎ１
Ｐｒｎ２

（６４）

式中：η为普通圆柱蜗杆传动的总效率，且：
η＝η１η２η３ （６５）

式中：η１为啮合摩擦损耗效率；η２为轴承摩擦损耗效
率；η３为溅油损耗效率，且：

η１ ＝
ｔａｎγ

ｔａｎ（γ＋φｖ）
（６６）

式中：γ为普通圆柱蜗杆分度圆柱上的导程角；φｖ为当
量摩擦角。

按照式（６４），如果获得电动机在线运行时的ｎ１、ξ，
则能得到不同法向总载荷Ｐ时的静摩擦系数。结合面
接触模型是描述两粗糙表面相接触表面微凸体的接触

特性，本文的理论部分［１］并没有分析液体与粗糙表面

接触的接触特性。实验是液体静压导轨接触表面，两

静压导轨通过油膜（通常油膜厚度为５、７、９、１４μｍ等）
而相互分开，静压导轨的两金属表面在微观状态下是

不直接接触的，是液体与金属粗糙表面接触（否则就不

是静压导轨），若考虑液体、油膜等非直接接触特性而

求解的摩擦系数是微观摩擦系数。为使实验与两金属

粗糙表面相接触的理论较好地吻合，获得能应用于实

际工程的整个结合面的宏观摩擦系数，一方面，在实验

前，先将两个静压导轨１、静压导轨２从机床部件中相
互分离，然后将两个静压导轨１、静压导轨２的结合表
面在丙酮中通过超声波清洗５０ｍｉｎ，最后在去离子水
中冲洗后，用流动的氮气吹干，即让两个静压导轨成为

两干接触表面，也即两个静压导轨在短时间内处于非

正常工作状态，使用环境愈加恶劣；另一方面，在实验

的过程中在满足工况的前提条件下，装配两个静压导

轨１、静压导轨２时，尽可能使油膜厚度小，如取１ｍ，使
静压导轨的两金属表面逼近接触。如上所述，实验方

案见图５，ｈ为公称油膜厚度。

图５　实验方案
Ｆｉｇ．５Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｃｅｎａｒｉｏ

３２　实验过程
在武汉重型机床集团有限公司ＹＫ３１３２０型普通滚

齿机上进行实验，见图６。实验时的面板数据见图７。
３．３　分形参数实验辨识与静摩擦系数的求解

研磨方式加工两液体静压导轨接触表面。采用英

国ＭｉｃｒｏＭａｔｅｒｉａｌｓＬｔｄ制造的 ＮａｎｏＴｅｓｔ ６００型纳米压
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图６　ＹＫ３１３２０型普通滚齿机
Ｆｉｇ．６ＹＫ３１３２０ｃｏｍｍｏｎｇｅａｒｈｏｂｂｉｎｇｍａｃｈｉｎｅ

痕仪测定粗糙表面薄膜的硬度 Ｈ，为了减少基体对薄
膜硬度测量的影响，选择压入深度为１００ｎｍ，每个样品
取５个点进行测量，取平均值。液体静压导轨的参数
见表１。

表１　两液体静压导轨表面的参数
Ｔａｂ．１Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｗｏｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｇｕｉｄｅｗａｙｓｕｒｆａｃｅｓ

参数
数值

３５＃钢表面１ ４５＃钢表面２
Ｅ／ＧＰａ １９７ ２０５
μ ０．３１ ０．３

ρ／（ｋｇ·ｍ－３） ７８２６ ７８３３
σ／μｍ ０．１３２ ０．１２５
σｙ／ＭＰａ ３４６ ３５３
Ｈ／ＭＰａ ４７８ ５００
γ １．５ １．５

使用英国公司ＣｈａｒｌｏｔｔｅＲｅｓｅａｒｃｈＩｎｓｔｉｔｕｔｅ的Ｔａｙｌｏｒ
－ＨｏｂｓｏｎＦｏｒｍＴａｌｙＳｕｒｆ５－１２０型表面轮廓仪，放大倍
率为×１０００，采样长度为１５ｍｍ，采样间距为１ｍ，采样
段数为５，最小二乘滤波，离散化采样点数为１５０００。
测试环境温度为２３．５℃，空气相对湿度为５８％。

设采样长度Ｔ＝１５ｍｍ；无阻尼自然频率间隔为Δｆ
＝１／Ｔ；采样表面轮廓高度的离散数据点数为 ｌ，取 ｌ＝
１５０００；采样间隔为Δｘ，取Δｘ＝１μｍ；空间采样点数为
Ｎｓ＝Ｔ／Δｘ＝１５０００，将数据补齐为大于ｌ且为２的整数
幂次方的数，选择Ｎｓ＝２

１４＞ｌ；采样频率为ｆｓ＝１／Δｘ；最
高频率为ｆｍａｘ，取ｆｍａｘ＝０．５ｆｓ；设定无阻尼自然频率变化
范围为ｆ＝ｆｍａｘ（０∶０．５Ｎｓ－１）／Ｎｓ；对表面轮廓信号表达
式（１）的ｚ（ｘ）进行补零的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，把 ｚ（ｘ）的尾部
补零使ｚ（ｘ）的长度达到Ｎｓ，可得补零的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换 Ｙ
＝ｆｆｔ（ｚ，Ｎｓ）；按照Ｙ获得功率谱密度函数Ｐ（ｆ）＝｜Ｙ｜

２／
Ｎｓ，根据式（３９）得到柔性结合面的结构函数 Ｓ（τ），然
后使用最小二乘法的一次多项式拟合实测数据（ｌｇτ，
ｌｇＳ（τ）），可获取常用对数结构函数（图４）。

表２　整体柔性结合面研磨时的编程情况
Ｔａｂ．２Ｃｏｍｐｉｌｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｇｒｉｎｄｉｎｇ

ｅｎｓｅｍｂｌｅｆｌｅｘｉｂｌｅｊｏｉｎｔｓｕｒｆａｃｅ

结果
不均匀刻度结构函数法

（国外学者通常使用）

均匀刻度结构函数法

（中国学者通常使用）

原始

轮廓

滤波

轮廓

实测

功率谱

拟合结

构函数

图７　实验面板数据
Ｆｉｇ．７Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｐａｎｅｌｄａｔａ

整体柔性结合面研磨时的情形见表２，不均匀刻度
结构函数方法应用的是国际单位，使用的符号是斜率

ｋ１、纵截距ｂ１、分形粗糙度的指数ｇ１、分形维数Ｄ１、分形
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粗糙度Ｇ１，国外研究人员习惯使用；均匀刻度结构函数
方法以长度单位微米为出发点，应用的符号是斜率 ｋ２、
纵截距ｂ２、分形粗糙度的指数 ｇ２、分形维数 Ｄ２、分形粗
糙度Ｇ２，中国研究人员习惯使用。这二种方法辨识的
五个参数分别为 ｋ１＝０．９９３４，ｂ１＝－８．１６５２，Ｄ１＝
１．５０３３，ｇ１＝８．６９７５，Ｇ１ ＝２．００６６×１０

－９ｍ；ｋ２ ＝
０．９９３４，ｂ２＝－２．１２５８，Ｄ２＝１．５０３３，ｇ２＝２．６９７５，Ｇ２
＝２．００６６×１０－９ｍ。则整体柔性结合面的两个重要表
征参数为Ｄ＝１．５０３３，Ｇ＝２．００６６×１０－９ｍ。

将辨识的整体柔性结合面参数 Ｄ、Ｇ代入式（１），
可得二维表面轮廓高度的仿真线，二维表面轮廓高度

的实测线、仿真线见图８（ａ）。二维表面轮廓高度的模
拟函数式（１）可由下面三维表面轮廓高度的 Ａｕｓｌｏｏｓ－
Ｂｅｒｍａｎ函数简化而得：

ｚ（ｘ，ｙ）＝Ｌ Ｇ( )Ｌ
Ｄ－１ ｌｎγ
槡Ｍ∑

Ｍ

ｍ＝１
∑
ｎｍａｘ

ｎ＝０
γ（Ｄ－２）ｎ 　

　
ｃｏｓｍ，ｎ{ －

ｃｏｓ２πγ
ｎ ｘ２＋ｙ槡

２

Ｌ ｃｏｓａｒｃｔａｎｙｘ－
πｍ( )Ｍ ＋ｍ，[ ] }ｎ

（６７）

式中：ｘ，ｙ为粗糙表面轮廓的位移坐标；Ｌ为取样长度；
Ｍ为曲面褶皱的重叠数；γ为大于１的常数，通常取 γ
＝１．５；ｎ为无阻尼自然频率序数；ｎｍａｘ为最高频率序数，
ｎｍａｘ＝ｉｎｔ［ｌｎ（Ｌ／Ｌｓ）／ｌｎγ］，Ｌｓ为截止长度，通常近似为
材料的原子间距离；ｍ，ｎ为随机相位，取值范围为［０，
２π］。

将辨识的整体柔性结合面参数 Ｄ、Ｇ代入式（６７），
可得三维表面轮廓高度的仿真线，三维表面轮廓高度

的实测线见图８（ｂ）、仿真线见图８（ｃ）、两者之间的相
对误差见图８（ｄ）。根据图８（ｄ），仿真线和实测线之间
的相对误差较小，说明辨识的整体柔性结合面参数实

用有效。

图８　表面轮廓高度的实测线和仿真线的比较
Ｆｉｇ．８Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｕｒｆａｃｅｐｒｏｆｉｌｅｈｅｉｇｈｔ’ｓｍｅａｓｕｒｉｎｇｌｉｎｅａｎｄｉｔｓｓｉｍｕｌａｔｉｎｇｌｉｎｅ

图９　理论静摩擦系数和实验的比较
Ｆｉｇ．９Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｏｎｅｓ

　　例如在加载重物的重量 Ｐ＝１００ｋＮ时，将表１中
的数据与 Ｄ＝１．５０３３，Ｇ＝２．００６６×１０－９ｍ代入式
（１２）、（６４），分别可得整体柔性结合面的理论静摩擦系

数为ｆ＝０．４８０５１，实验静摩擦系数为ｆ＝０．４６６９３。
３．４　理论静摩擦系数和实验的误差

在加载不同质量的重物情况下，理论静摩擦系数
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和实验的比较见图９。观察图９（ａ），在狭窄的小载荷０
～１．６ｋＮ范围内，即电动机在低转速工况下，实验静摩
擦系数随法向总载荷的增大而变小（由于使旋转工作

台开始旋转，施加在旋转工作台上的切向总载荷愈来

愈大），且实验静摩擦系数会呈现忽高忽低的突变波动

情况（由于电动机的低转速迫使机床静压导轨的动态

性能处于不稳定的爬行，强烈影响静压导轨的表面粗

糙度，引起摩擦副的剧烈磨损）；在宽广的中等载荷１．６
～１００ｋＮ范围内，即电动机在近似稳定中等转速工况
下，实验静摩擦系数随法向总载荷的增大而增大，且理

论静摩擦系数比实验大（由于实际两静压导轨表面之

间存在最小公称油膜厚度的流体膜，常使一个静压导

轨处于似浮非浮状态）。根据图９（ｂ），理论静摩擦系
数和实验的绝对误差在 －０．０３３０２～０．０１９２６之间。
根据图９（ｃ），理论静摩擦系数和实验的相对误差在 －
８．３２３％～５．５１２％之间。值得提醒：由于实际静摩擦
系数的变化范围狭窄，所以给出绝对误差比提供相对

误差更有说服力。

４　结　论

（１）给出关于粗糙表面微凸体接触点面积 ａ的概
率分布密度 ｎ（ａ）的推导过程。该概率分布密度适用
于机械加工粗糙表面，不管磨削、铣削、车削表面都满

足此概率分布密度的关系式。

（２）给出计算整体柔性结合面两个分形参数的结
构函数方法。该结构函数方法可以从测量的实际数据

入手，能求解特定整体柔性结合面分形维数、分形粗糙

度的具体数字。本文严格区分无阻尼自然频率 ｆ和无
阻尼自然角频率ω，ω＝２πｆ，本文求解的是以 ｆ为自变
量的功率谱密度函数和结构函数。文献［３０］将 ｆ和 ω
都当作ω，不合理。对于以 ω为自变量的功率谱密度
函数和结构函数的修正计算是后续重点研究的内容。

（３）对文献［１］的理论计算和分析进行实验佐证。
在一定加载重物的范围内，理论静摩擦系数和实验的

绝对误差在－０．０３３０２～０．０１９２６之间，理论静摩擦系
数和实验的相对误差在－８．３２３％～５．５１２％之间。

参 考 文 献

［１］田红亮，赵春华，方子帆，等．金属材料表面静摩擦学特性
的预测研究———理论模型［Ｊ］．振动与冲击，２０１３，３２
（１２）：４０－４４，６６．
ＴＩＡＮＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺＨＡＯＣｈｕｎｈｕａ，ＦＡＮＧＺｉｆａｎ，ｅｔａｌ．
Ｐｒｅｄｉｃａｔｉｏｎｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｎｓｔａｔｉｃｔｒｉｂｏｌｏｇｉｃａｌｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ
ｍｅｔａｌｌｉｃｍａｔｅｒｉａｌｓｕｒｆａｃｅｓｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｍｏｄｅｌ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＳｈｏｃｋ，２０１３，３２（１２）：４０－４４，６６．

［２］赵　飞，逄显娟，杜三明，等．ＭｏＳｘ掺杂ＤＬＣ薄膜的摩擦磨
损行为Ⅰ：载荷的影响［Ｊ］．摩擦学学报，２０１２，３２（５）：５１６
－５２３．
ＺＨＡＯＦｅｉ，ＰＡＮＧＸｉａｎｊｕａｎ，ＤＵＳａｎｍｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｆｒｉｃｔｉｏｎ

ａｎｄｗｅａｒｂｅｈａｖｉｏｒｓｏｆＭｏＳｘ－ｄｏｐｅｄＤＬＣｆｉｌｍｓⅠ：ｅｆｆｅｃｔｏｆ
ｎｏｒｍａｌｌｏａｄ［Ｊ］．Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，２０１２，３２（５）：５１６－５２３．

［３］赵　飞，逄显娟，杜三明，等．ＭｏＳｘ掺杂ＤＬＣ薄膜的摩擦磨
损行为Ⅱ：速度的影响［Ｊ］．摩擦学学报，２０１２，３２（５）：５２４
－５３０．
ＺＨＡＯＦｅｉ，ＰＡＮＧＸｉａｎｊｕａｎ，ＤＵＳａｎｍｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｆｒｉｃｔｉｏｎ
ａｎｄｗｅａｒｂｅｈａｖｉｏｒｓｏｆＭｏＳｘ－ｄｏｐｅｄＤＬＣｆｉｌｍｓⅡ：ｅｆｆｅｃｔｏｆ
ｓｌｉｄｉｎｇｓｐｅｅｄ［Ｊ］．Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，２０１２，３２（５）：５２４－５３０．

［４］ＣｈａｎｇＷ Ｒ，ＥｔｓｉｏｎＩ，ＢｏｇｙＤＢ．Ｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｍｏｄｅｌｆｏｒｍｅｔａｌｌｉｃｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ
ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９８８，１１０（１）：５７－６３．

［５］ＧｒｅｅｎｗｏｏｄＪＡ，ＷｉｌｌｉａｍｓｏｎＪＢＰ．Ｃｏｎｔａｃｔｏｆｎｏｍｉｎａｌｌｙｆｌａｔ
ｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＲｏｙａｌＳｏｃｉｅｔｙｏｆＬｏｎｄｏｎ：
ＳｅｒｉｅｓＡ ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＰｈｙｓｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９６６，２９５
（１４４２）：３００－３１９．

［６］ＹｏｕＪＭ，ＣｈｅｎＴＮ．Ａｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｆｏｒｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｏｆ
ｆｒａｃｔａｌｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎｏｆ
ＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｓ， ＰａｒｔＪ： ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，２０１０，２２４（５）：５１３－５１８．

［７］尤晋闽，陈天宁．结合面静摩擦系数的统计模型［Ｊ］．振
动与冲击，２０１０，２９（１２）：２６－２９．
ＹＯＵＪｉｎｍｉｎ，ＣＨＥＮＴｉａｎｎｉｎｇ．Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｓｔａｔｉｃ
ｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｂｅｔｗｅｅｎｊｏｉｎｔｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＳｈｏｃｋ，２０１０，２９（１２）：２６－２９．

［８］吕振林，刘晶歌，肖琪聃，等．Ｔｉ３ＡｌＣ２陶瓷的制备及其摩
擦磨损性能［Ｊ］．硅酸盐学报，２０１２，４０（４）：５０３－５０６．
ＬＺｈｅｎｌｉｎ，ＬＩＵＪｉｎｇｇｅ，ＸＩＡＯＱｉｄａｎ，ｅｔａｌ．Ｆａｂｒｉｃａｔｉｏｎ
ｏｆＴｉ３ＡｌＣ２ ｂｙｒｅａｃｔｉｖｅｓｉｎｔｅｒｉｎｇａｎｄｉｔｓｆｒｉｃｔｉｏｎａｎｄｗｅａｒ
ｂｅｈａｖｉｏｒ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＣｅｒａｍｉｃＳｏｃｉｅｔｙ，２０１２，
４０（４）：５０３－５０６．

［９］盛选禹，雒建斌，温诗铸．基于分形接触的静摩擦系数预
测［Ｊ］．中国机械工程，１９９８，９（７）：１６－１８．
ＳＨＥＮＧ Ｘｕａｎｙｕ，ＬＵＯ Ｊｉａｎｂｉｎ，ＷＥＮ Ｓｈｉｚｈｕ．Ｓｔａｔｉｃ
ｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｆｒａｃｔａｌｃｏｎｔａｃｔ［Ｊ］．Ｃｈｉｎａ
ＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９８，９（７）：１６－１８．

［１０］ ＭａｊｕｍｄａｒＡ，ＢｈｕｓｈａｎＢ．Ｆｒａｃｔａｌｍｏｄｅｌｏｆｅｌａｓｔｉｃｐｌａｓｔｉｃ
ｃｏｎｔａｃｔｂｅｔｗｅｅｎｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ
ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９１，１１３（１）：１－１１．

［１１］ＳｕｉＣＦ，ＳｈｅｎｇＸＹ．Ｆｒａｃｔａｌｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｍｏｄｅｌｉｎｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ
ｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ［Ｊ］．ＭｕｌｔｉｄｉｓｃｉｐｌｉｎｅＭｏｄｅｌｉｎｇｉｎ
ＭａｔｅｒｉａｌｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００９，５（４）：３４５－３４８．

［１２］田红亮，赵春华，朱大林，等．弹塑性三维各向异性分形表
面的接触分析［Ｊ］．三峡大学学报（自然科学版），２０１２，３４
（１）：６９－７３．
ＴＩＡＮＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺＨＡＯＣｈｕｎｈｕａ，ＺＨＵＤａｌｉｎ，ｅｔａｌ．
Ｃｏｎｔａｃｔａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ｆｒａｃｔａｌｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］． ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｉｎａＴｈｒｅｅＧｏｒｇｅｓ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ），２０１２，３４（１）：６９－７３．

［１３］田红亮，朱大林，秦红玲．固定接触界面法向静弹性刚度
的改进弹簧分形模型［Ｊ］．三峡大学学报（自然科学版），
２０１２，３４（６）：８３－８８．
ＴＩＡＮＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺＨＵＤａｌｉｎ，ＱＩＮＨｏｎｇｌｉｎｇ．Ｉｍｐｒｏｖｅｄ
ｓｐｒｉｎｇｆｒａｃｔａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｎｏｒｍａｌｓｔａｔｉｃｅｌａｓｔｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆ
ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｃｏｎｔａｃｔｉｎｔｅｒｆａｃｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｉｎａＴｈｒｅｅ
ＧｏｒｇｅｓＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ），２０１２，３４（６）：８３－８８．

９１２第１期　　　　　　　　　　田红亮等：金属材料表面静摩擦学特性的预测研究———实验佐证



［１４］魏　龙，刘其和，张鹏高．基于分形理论的滑动摩擦表面
接触力学模型［Ｊ］．机械工程学报，２０１２，４８（１７）：１０６
－１１３．
ＷＥＩＬｏｎｇ，ＬＩＵＱｉｈｅ，ＺＨＡＮＧＰｅｎｇｇａｏ．Ｓｌｉｄｉｎｇｆｒｉｃｔｉｏｎ
ｓｕｒｆａｃｅｃｏｎｔａｃｔｍｅｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１２，４８（１７）：１０６
－１１３．

［１５］贺　林，朱　均．粗糙表面接触分形模型的提出与发展
［Ｊ］．摩擦学学报，１９９６，１６（４）：３７５－３８４．
ＨＥＬｉｎ，ＺＨＵ Ｊｕｎ．Ｆｒａｃｔａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｃｏｎｔａｃｔｏｆｒｏｕｇｈ
ｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９６，１６（４）：３７５－３８４．

［１６］ＰｅｉｔｇｅｎＨＯ．ＢｅｎｏｔＢ．Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ（１９２４—２０１０）［Ｊ］．
Ｓｃｉｅｎｃｅ，２０１０，３３０：９２６．

［１７］ＧｏｍｏｒｙＲ．ＢｅｎｏｔＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ（１９２４—２０１０）．ｍａｔｈｅｍａｔｉ
ｃｉａｎ，ａｎｄｆａｔｈｅｒｏｆｆｒａｃｔａｌｇｅｏｍｅｔｒｙ，ｗｈｏｄｅｓｃｒｉｂｅｄｔｈｅｒｏｕｇｈ
ｎｅｓｓｏｆｎａｔｕｒｅ［Ｊ］．Ｎａｔｕｒｅ，２０１０，４６８：３７８．

［１８］田红亮，刘芙蓉，朱大林．４种 ＮＥＴ欧拉 －伯努利直梁的
动力学特性［Ｊ］．三峡大学学报（自然科学版），２０１３，３５
（４）：８５－９３．
ＴＩＡＮ Ｈｏｎｇｌｉａｎｇ，ＬＩＵ Ｆｕｒｏｎｇ，ＺＨＵ Ｄａｌｉｎ．Ｄｙｎａｍｉｃ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｆｏｕｒＮＥＴＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｓｔｒａｉｇｈｔｂｅａｍ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ Ｃｈｉｎａ Ｔｈｒｅｅ Ｇｏｒｇｅｓ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ），２０１３，３５（４）：８５－９３．

［１９］李彦青，殷德顺，吴　浩．变分数阶微积分在描述材料力
学性质演变方面的应用［Ｊ］．三峡大学学报（自然科学
版），２０１２，３４（６）：６３－６７，７６．
ＬＩＹａｎｑｉｎｇ，ＹＩＮ Ｄｅｓｈｕｎ，ＷＵ Ｈａｏ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆ
ｖａｒｉａｂｌｅｏｒｄｅｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕｌｕｓｔｏｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｉｎａ
ＴｈｒｅｅＧｏｒｇｅｓＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ），２０１２，３４（６）：６３
－６７，７６．

［２０］卢文祥，杜润生．机械工程测试·信息·信号分析［Ｍ］．２
版．武昌：华中科技大学出版社，２００４．

［２１］ ＢｅｒｒｙＭ Ｖ，ＬｅｗｉｓＺＶ．ＯｎｔｈｅＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ
ｆｒａｃｔａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＲｏｙａｌＳｏｃｉｅｔｙｏｆ

Ｌｏｎｄｏｎ：ＳｅｒｉｅｓＡＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＰｈｙｓｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９８０，
３７０（１７４３）：４５９－４８４．

［２２］ＢｈｕｓｈａｎＢ，ＭａｊｕｍｄａｒＡ．Ｅｌａｓｔｉｃｐｌａｓｔｉｃｃｏｎｔａｃｔｍｏｄｅｌｆｏｒ
ｂｉｆｒａｃｔａｌｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｗｅａｒ，１９９２，１５３（１）：５３－６４．

［２３］ＧａｎｔｉＳ，ＢｈｕｓｈａｎＢ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｒａｃｔａｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｉｔｓ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｗｅａｒ，１９９５，１８０（１
－２）：１７－３４．

［２４］ＭａｊｕｍｄａｒＡ，ＴｉｅｎＣＬ．Ｆｒａｃｔａｌｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌｆｏｒｃｏｎｔａｃｔ
ｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｅａｔ
Ｔｒａｎｓｆｅｒ，１９９１，１１３（３）：５１６－５２５．

［２５］《数学手册》编写组．数学手册［Ｍ］．北京：高等教育出版
社，２００８：５９０．

［２６］ＷａｎｇＳ，ＫｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓＫ．Ａｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｔｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｔａｃｔｓｏｆｆａｓｔｓｌｉｄｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９５，１１７
（２）：２０３－２１５．

［２７］ＭａｊｕｍｄａｒＡ，ＢｈｕｓｈａｎＢ．Ｒｏｌｅｏｆｆｒａｃｔａｌｇｅｏｍｅｔｒｙｉｎ
ｒｏｕｇｈｎｅｓｓｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄｃｏｎｔａｃｔｍｅｃｈａｎｉｃｓｏｆｓｕｒｆａｃｅｓ
［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９０，
１１２（２）：２０５－２１６．

［２８］ ＢｅｒｒｙＭ Ｖ．Ｄｉｆｆｒａｃｔａｌｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｈｙｓｉｃｓＡ：
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＧｅｎｅｒａｌ，１９７９，１２（６）：７８１－７９７．

［２９］郭建英，孙永全，王铭义，等．基于计算机仿真的风电机组
系统可靠性综合［Ｊ］．机械工程学报，２０１２，４８（２）：２－８．
ＧＵＯＪｉａｎｙｉｎｇ，ＳＵＮＹｏｎｇｑｕａｎ，ＷＡＮＧＭｉｎｇｙｉ，ｅｔａｌ．
Ｓｙｓｔｅｍｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｓｙｎｔｈｅｓｉｓｏｆｗｉｎｄｔｕｒｂｉｎｅｂａｓｅｄｏｎｃｏｍｐｕｔｅｒ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１２，４８
（２）：２－８．

［３０］田红亮，刘芙蓉，方子帆，等．结合部静摩擦因数修正与定
量实验验证［Ｊ］．农业机械学报，２０１３，４４（１０）：２８２－２９３．
ＴＩＡＮ Ｈｏｎｇｌｉａｎｇ，ＬＩＵ Ｆｕｒｏｎｇ， ＦＡＮＧ Ｚｉｆａｎ， ｅｔａｌ．
Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｏｆｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆｏｒｊｏｉｎｔｉｎｔｅｒｆａｃｅａｎｄ
ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅｔｅｓｔｃｏｎｆｉｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ
ＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１３，４４（１０）：
２８２－２９３．

０２２ 振 动 与 冲 击　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１４年第３３卷


