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基于刚柔耦合的液压挖掘机机械臂非线性动力学研究

王相兵， 童水光

（浙江大学 能源工程学系，杭州　３１００２７）

　　摘　要：为准确描述液压挖掘机机械臂动力学模型，根据柔性多体动力学理论，采用模态函数描述臂架的弹性变
形，利用ＬＡＧＲＡＮＧＥ定理和虚功原理建立挖掘机臂架系统刚柔耦合的非线性动力学方程。对已建立的动力学方程利用
ＭＡＴＬＡＢ进行数值求解，运用仿真软件ＡＤＡＭＳ及ＮＡＳＴＲＡＮ建立液压挖掘机机械臂刚柔耦合模型并进行仿真分析，通
过对比二者结果表明动力学方程建模方法的正确性。运用数值求解方法进行模态计算和动力学响应分析，求解相关几何

参数的一阶固有频率灵敏度，分析了影响机械臂动力学特性的主要模态参数，为进一步研究其结构优化及运动精度控制

提供依据。
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　　液压柔性机械臂系统是机械系统、液压系统与控
制系统的耦合系统，各种力学因素相互作用、相互影

响，表现出强非线性动力学特性，臂架的柔性变形不容

忽视。同时，由于采用了轻质结构，其过大的变形对动

态性能会造成极大影响。为了对其进行动态优化设计

和运动精密控制，需要进行精确的动力学分析［１］。柔

性机械臂的研究在建模、运动学与轨迹规划、动力学和

控制上虽取得了大量的成果［２－３］，然而已有的结构动

力学研究基本采用瞬时结构假设，及单独考虑刚体运

动与柔性变形，忽略刚柔耦合产生的非线性动力学效

应。目前，国内外学者对液压挖掘机机械臂的研究大

都局限于臂杆的刚性范围内，没有考虑到柔性变形对

整个系统动态特性的影响［４－５］。对液压挖掘机机械臂

动力学性能的结构特征值灵敏度分析大都通过试验获

取，未从理论上进行推导，对其结构动力学研究处于探

索阶段［６－８］。近年来，随着计算机仿真技术的不断发

展，对机械臂进行刚柔耦合结构动力学仿真正成为研

究的热点。

本文将以液压挖掘机的臂架系统为研究对象，将

臂杆模拟成柔性机械臂，不考虑各臂杆铰接处和液压

缸连接处的摩擦，充分考虑刚体运动与柔性变形，建立

刚柔耦合的动力学模型，通过数值求解的方法对其典

型工况运动情况进行计算，利用 ＡＤＡＭＳ和 ＮＡＳＴＲＡＮ
软件建立液压挖掘机工作装置刚柔耦合模型并进行仿



真分析，对比分析二者结果以验证本文建模方法的正

确性。最后利用数值分析的方法对机械臂的动力学特

性进行研究，研究结构参数变化对其结构灵敏度影响，

为进一步研究臂架的结构优化和运动精确控制提供

依据。

１　基于多柔体理论的虚拟样机动力学建模

在液压挖掘机机械臂的运动过程中，刚性运动与

柔性变形相互作用形成刚柔耦合的多柔体系统，表现

出非线性动力学特性。充分考虑刚体运动与柔性变形

的影响，运用弹性力学、分析力学知识，采用Ｌａｇｒａｎｇｅ定
理、假设模态法和虚功原理建立液压挖掘机机械臂的

动力学模型。

１１　坐标系和广义坐标的建立
图１所示为液压挖掘机机械臂的结构简图，臂杆

采用液压缸驱动。液压挖掘机的工作装置由动臂、斗

杆、末端铲斗、液压驱动缸１、液压驱动缸２、液压驱动
缸３组成。

建立图２所示的总体坐标系，臂架模拟为等截面
的Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，其中动臂分为 ｌ１、ｌ２两部分，斗杆为 ｌ３，
ｍｂ为铲斗的集中质量。采用假设模态法

［９－１０］描述臂

杆上任一位置处的弹性变形。其原点 Ｏ为机械臂的基
座点。在Ｏ１、Ｏ２处建立局部坐标系∑１ ＝Ｏ１ｘ１ｙ１、∑２ ＝

Ｏ２ｘ２ｙ２构成两个广义坐标。令 η＝［θ１　ｑ
１　θ２　ｑ

２］Ｔ

代表其广义坐标η·＝［θ·１　ｑ
·１　θ２　ｑ

２］Ｔ代表其广义速

度向量。

１２　臂架系统的动能
采用假设模态法建立臂杆的弹性变形方程。臂杆

的变形ｕ为时间ｔ和ｘ的函数即ｕ（ｘ，ｙ），将ｋ臂杆上ｋ
点的变形ｕ用模态基函数φｋｌ的线性组合

［１１］表示为：

ｕｋ（ｘ，ｙ）＝∑
ｎｋ

ｌ＝１
φｋｌｑｋｌ

ｋ＝１，２，３，… （１）
式中ｑｋｌ为对应φｋｌ的与时间ｔ相关的广义坐标，φｋｌ为与
局部坐标ｘ相关的ｋ臂杆的ｌ阶模态振型基函数，ｎｋ为
模态阶数。在工程结构中一阶模态在弹性振动中占据

了绝大部分的比重［１２］，所以取 ｎｋ＝１，即一阶弹性模
态，研究其性能完全可以满足工程结构需要，其模态基

函数为：

φ１（ｘ）＝ｓｉｎ
πｘ１( )Ｌ （２）

　　计算动臂架ｌ１段的动能，如图３所示。由位置矢量
可知，ｒ１为点Ｐ１在动坐标系Ｏ１ｘ１ｙ１中的位置矢量，ｒ１＝
［ｕｘ１　ｕｙ１］

Ｔ，ｕｘ１＝［ｘ１　０］
Ｔ，在 ∑

１
＝Ｏ１ｘ１ｙ１坐标系中，

对于ｌ１上任意点的矢量为：

图１　液压挖掘机机械臂结构示意图
Ｆｉｇ．１Ｔｈｅｈｙｄｒａｕｌｉｃｅｘｃａｖａｔｏｒ’ｓ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍ

图２　系统坐标与广义坐标
Ｆｉｇ．２Ｓｙｓｔｅｍｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｎｄｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

图３　臂杆的ｌ１坐标示意图

Ｆｉｇ．３Ｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｃｈｅｍｅｓｏｆｔｈｅｂｏｏｍｋ
ｒ０１ ＝Ａ１ｒ１ ＝Ａ１（ｕｘ１＋ｕｙ２） （３）

式中，ｒ０１为臂杆ｌ１上点 Ｐ在惯性坐标系 Ｏｘｙ中的位置

矢量，ｕｙ１＝［０　φ１ｑ
１］Ｔ，Ａ１为局部坐标系 Ｏ１ｘ１ｙ１到总

体坐标系Ｏｘｙ的旋转变换矩阵，即；

Ａ１ ＝
ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ１
ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ[ ]

１

（４）

Ｌ＝ｌ１ｃｏｓθａ为 φ１对应的动点 Ｐ的局部坐标，设 Ｌ＝

ｌ１ｃｏｓθａ＋ｌ２ｃｏｓθｂ，即φ１＝ｓｉｎ
πｘ１／ｃｏｓθａ
Ｌ ；

ｘ·１ ＝
ｘ１
ｔ
＝０ （５）

由此可得Ｐ１点速度：
ｒ０１ ＝Ａ

·

１ｒ１＋Ａ１ｒ
·

１ ＝

Ａ·１
ｘ１
φ１ｑ

[ ]
１

＋Ａ１
ｘ·１

φ１ｑ
·[ ]
１

＝
Ａ１
θ１
θ·１

ｘ１
φ１ｑ

[ ]
１

＋
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Ａ１
０

φ１ｑ
·[ ]
１

＝ＢＡ１ｒ１θ
·

１＋Ａ１ｒ
·

１ （６）

式中Ｂ＝
０ －１[ ]１ ０

假定臂杆ｌ１为均质杆，ｍ１＝ｍ／ｌ表示其平均质量，
则臂杆ｌ１动能为：

Ｔ１ ＝
１
２ｍ１∫

ｌ１ｃｏｓθａ

０
ｒＴ０１ｒ０１ｄｘ１ ＝

１
２
θ·１

ｑ·
[ ]１

Ｔ

Ｍ１
θ·１

ｑ·
[ ]１ （７）

其中Ｍ１ ＝∫
ｌ１ｃｏｓθａ

０
ｍ１
ＤＴ１１Ｄ１１ ＤＴ１１Ａ１ｙ
ＤＴ１１Ａ１ｙ ＡＴ１ｙＡ１

[ ]
ｙ

ｄｘ１

Ａ１ｙ ＝Ａ１［０　φ１］
Ｔ，　Ｄ１１ ＝ＢＡ１［ｘ１　φ１ｑ

１］Ｔ

对动臂的ｌ２段：
ｕｘ１ ＝［ｘ１　φ３ｑ

１］Ｔ，　ｕｙ１ ＝［０　φ２ｑ
１］Ｔ

φ２ ＝ｓｉｎ
πｘ１／ｃｏｓθｂ( )Ｌ

，　ｘ·１ ＝
ｘ１
ｔ
＝０

其动能为：

Ｔ２ ＝
１
２ｍ２∫

ｌ１ｃｏｓθａ＋ｌ２ｃｏｓθｂ

０
ｒＴ０１ｒ０１ｄｘ１ ＝

１
２
θ·１

ｑ·
[ ]１

Ｔ

Ｍ２
θ·１

ｑ·
[ ]１ （８）

其中

Ｍ２ ＝∫
Ｌ

ｌ１ｃｏｓθａ
ｍ２
ＤＴ２２Ｄ２２ ＤＴ２２Ａ２ｙ
ＤＴ２２Ａ２ｙ ＡＴ２ｙＡ２

[ ]
ｙ

ｄｘ１ ＝

∫
ｌ１ｃｏｓθａ＋ｌ２ｃｏｓθｂ

ｌ１ｃｏｓθａ
ｍ２
ＤＴ２２Ｄ２２ ＤＴ２２Ａ２ｙ
ＤＴ２２Ａ２ｙ ＡＴ２ｙＡ２

[ ]
ｙ

ｄｘ１

Ａ２ｙ ＝Ａ１［０　φ２］
Ｔ，　Ｄ２２ ＝ＢＡ１［ｘ１　φ２ｑ

１］Ｔ

同理，ｒ０２为臂杆ｌ２上任意点 Ｐ在惯性坐标系 Ｏｘｙ中的
位置矢量，ｒ２为点Ｐ２在动坐标系Ｏ２ｘ２ｙ２中的位置矢量

ｒ２ ＝［ｕｘ２　ｕｙ２］
Ｔ

ｕｘ２ ＝［０　ｕ３］
Ｔ ＝［０　φ３ｑ

２］Ｔ

φ３ ＝ｓｉｎ
πｘ２
ｌ( )
３

ｘ·２，＝
ｘ２
ｔ
＝０

　　设Ａ２为局部坐标系Ｏ２ｘ２ｙ２到总体坐标系Ｏｘｙ的旋
转变换矩阵，

Ａ２ ＝
ｃｏｓθ２ －ｓｉｎθ２
ｓｉｎθ２ ｃｏｓθ[ ]

２

（９）

动点Ｐ２表达式为：
ｒ０２ ＝ＢＡ１ｒ０１θ

·

１＋Ａ２ｒ
·

２＋ＢＡ２ｒ２θ
·

２ （１０）
则其动能表达式为：

Ｔ３ ＝
１
２ｍ３∫

ｌ３

０
ｒＴ０２ｒ０２ｄｘ２ ＝

１
２
θ·２

ｑ·
[ ]２

Ｔ

Ｍ３
θ·１

ｑ·
[ ]１ （１１）

式中：

Ｍ３ ＝∫
ｌ３

０
ｍ３
ＤＴ３３Ｄ３３ ＤＴ３３Ａ３ｙ
ＤＴ３３Ａ３ｙ ＡＴ３ｙＡ３

[ ]
ｙ

ｄｘ２

Ａ３ｙ ＝Ａ２［０　φ３］
Ｔ，　Ｄ３３ ＝ＢＡ２［ｘ２　φ３ｑ

２］Ｔ

对于末端铲斗，首先简化动力学模型，将铲斗和重

物载荷视为集中质量 ｍｐ，忽略连杆弹性变形对端点载
荷的动能和势能的影响，末端位置矢量为：

ｒｐ ＝
ｕｐｘ
ｕ[ ]
ｐｙ

＝
Ｌｃｏｓθ１＋ｌ３ｃｏｓθ２
Ｌｓｉｎθ１＋ｌ３ｓｉｎθ

[ ]
２

（１２）

末端铲斗集中质量动能为：

Ｔｍ ＝
１
２ｍｐ

ｄｒｐ
ｄ[ ]ｔ

Ｔｄｒｐ
ｄｔ＝

１
２ｍｐ

θ·１
０

θ·２













０

Ｔ

Ｌ２ ０ Ｌｌ３ｃｏｓ（θ１－θ２） ０

０ ０ ０ ０
Ｌｌ３ｃｏｓ（θ１－θ２） ０ ｌ２３ ０











０ ０ ０ ０

θ·１
０

θ·２













０

（１３）

则臂架系统的总动能为：

Ｔ＝Ｔ１＋Ｔ２＋Ｔ３＋Ｔｍ ＝
１
２η
·ＴＭη· （１４）

其中质量矩阵Ｍ由各质量阵装配得到：

Ｍ ＝
Ｍ１＋Ｍ２ 　

　 Ｍ[ ]
３

４×４

＋Ｍ４×４ｐ ＝
Ｍ１＋Ｍ２ 　

　 Ｍ[ ]
３

４×４

＋

ｍｐＬ
２ ０ ０ ０

０ ０ ｍｐＬｌ３ｃｏｓ（θ１－θ２） ０

０ ｍｐＬｌ３ｃｏｓ（θ１－θ２） ｍｐｌ
２
３ ０













０ ０ ０ ０

（１５）

Ｍ１＋Ｍ２ ＝

（ｍ１－ｍ２）（ｌ１ｃｏｓθａ）
３＋ｍ２Ｌ

３ ＋
（ｍ１－ｍ２）ｌ１ｃｏｓθａ＋ｍ２Ｌ

２ ｑ·１
２Ｌ（ｍ１－ｍ２）ｌ１ｃｏｓ

２θａ＋ｍ２Ｌｃｏｓθｂ
π

２Ｌ（ｍ１－ｍ２）ｌ１ｃｏｓ
２θａ＋ｍ２Ｌｃｏｓθｂ

π
（ｍ１－ｍ２）ｌ１ｃｏｓθａ＋ｍ２Ｌ











２

（１６）
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Ｍ３ ＝

ｍ３ｌ
３
３

３ ＋
ｍ３ｌ３
２ｑ

２ ２（ｍ３）ｌ
３
３

π
２（ｍ３）ｌ

３
３

π
（ｍ３）ｌ３











π

（１７）

１．３　臂架系统的势能
液压挖掘机运动过程中会发生弹性势能和重力势

能的变化，臂架的弹性变形势能为：

Ｖ＝１２Ｅ１Ｉ１∫
ｌ１ｃｏｓθａ

０

２ｕ１
ｘ[ ]２
１

２

ｄｘ１＋

１
２Ｅ２Ｉ２∫

ｌ１ｃｏｓθａ＋ｌ２ｃｏｓθｂ

ｌ１ｃｏｓθａ

２ｕ２
ｘ[ ]２
１

２

ｄｘ１＋
１
２Ｅ３Ｉ３∫

ｌ３

０

２ｕ３
ｘ[ ]２
２

２

ｄｘ２（１８）

式中Ｅ表示材料的弹性模量，Ｅ１、Ｅ２、Ｅ３、Ｅ４分别表示
臂杆ｌ１、ｌ２、ｌ３截面的平均惯性矩。将模态基函数代入
（１８），用矩阵表示其广义坐标形式的弹性变形势能为：

Ｖ＝１２

０
ｑ１

０
ｑ











２

Ｔ ０ 　 　 　
　 Ｋ１１ 　 　

　 　 ０ 　
　 　 　 Ｋ













２２

０
ｑ１

０
ｑ











２

＝１２η
ＴＫη（１９）

式中Ｋ表示刚度矩阵，其中：

Ｋ１１ ＝Ｅ１Ｉ１∫
ｌ１ｃｏｓθａ

０

２φ１
ｘ２１
ｄｘ１＋Ｅ２Ｉ２∫

ｌ１ｃｏｓθａ＋ｌ２ｃｏｓθｂ

ｌ１ｃｏｓθａ

２φ２
ｘ２１
ｄｘ１ ＝

π４Ｅ１Ｉ１
２（ｌ１ｃｏｓθａ）

３＋
π４Ｅ２Ｉ２

２（ｌ１ｃｏｓθａ＋ｌ２ｃｏｓθｂ）
３－

π４Ｅ２Ｉ２
２（ｌ１ｃｏｓθａ）

３（２０）

Ｋ２２ ＝Ｅ３Ｉ３∫
ｌ３

０

２φ３
ｘ２２
ｄｘ２ ＝

π４Ｅ３Ｉ３
２ｌ３３

（２１）

　　忽略臂架变形引起的势能变化，则其重力势能可
表示为：

Ｕ＝１２ｍ１ｇｌ１ｓｉｎ（θ１－θａ）＋
１
２ｍ２ｇｌ２ｓｉｎ（θ１－θｂ）＋

ｍ３ｇＬｓｉｎθ１＋
１
２ｌ３ｇｓｉｎθ( )２ ＋ｍｐｇ（Ｌｓｉｎθ１＋ｌ３ｓｉｎθ２）（２２）

１．４　液压驱动的动力学模型
挖掘机机械臂采用液压缸驱动装置，机械臂与液

压缸铰接于臂架上一点，臂杆和液压缸铰接的结构示

意图如图４所示 ，Ａｉ、Ｂｉ表示液压缸与相邻臂杆的铰接
点，ａ３２＋ａ４１＝Ｌ１，ａ２１＝０，ａ１２＝ｌ１，ａ２２＝ｌ２。则三个液压
缸的位移矢量分别为：

Ｒ１ ＝ｒＯＢ１－ｒＯＡ１ ＝
Ｒ１ｘ
Ｒ１

[ ]
ｙ

＝

ａ１１ｃｏｓ（θ１＋θａ）－ｑ
１ｓｉｎ

πａ１２
Ｌｃｏｓθａ

ｓｉｎ（θ１＋θａ）

ａ１２ｓｉｎ（θ１＋θａ）＋ｑ
１ｓｉｎ

πａ１２
Ｌｃｏｓθａ

ｃｏｓ（θ１＋θａ











）

－

ａ１１
－ａ[ ]

１０

（２３）

Ｒ２ ＝ｒＯＢ２－ｒＯＡ２ ＝

图４　臂杆和液压缸铰接示意图
Ｆｉｇ．４Ｔｈｅｐｉｎｃｏｎｎｅｃｔｅｄｊｏｉｎｔ’ｓｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ
ｄｉａｇｒａｍｏｆｃｙｌｉｎｄｅｒｄｅｖｉｃｅｓｏｎｂｏｏｍｂａｒ

ａ１１ｃｏｓθ１－ａ３１ｃｏｓθ２－ｑ
２ｓｉｎ
πａ３１
ｌ２
ｓｉｎθ２

ａ１２ｓｉｎθ１－ａ３１ｓｉｎθ２＋ｑ
１ｓｉｎ

πａ３１
Ｌｃｏｓθａ

ｃｏｓθ











２

＝
Ｒ２ｘ
Ｒ２[ ]
ｙ

（２４）

Ｒ３ ＝
Ｌｃｏｓθ１－ｌ２ｃｏｓθ２－ｑ

２ｓｉｎ
πＬ１
ｌ２
ｓｉｎθ２

Ｌｓｉｎθ１＋ｌ２ｓｉｎθ２＋ｑ
２ｓｉｎ
πＬ１
ｌ２
ｃｏｓθ











２

＝

Ｌｃｏｓθ１－ａ３２ｃｏｓθ２－ｑ
２ｓｉｎ
πａ３２
ｌ２
ｓｉｎθ２

Ｌｓｉｎθ１－ａ３２ｓｉｎθ２＋ｑ
２ｓｉｎ
πａ３２
ｌ２
ｃｏｓθ











２

＝
Ｒ３ｘ
Ｒ３[ ]
ｙ

（２５）

则液压缸的驱动力、动力矩为：

Ｆｉｘ
Ｆ[ ]
ｉｙ

＝
ｍＲｉＲ

··

ｉｘ＋ｃｉＲ
·

ｉｘ－ｋｉＲｉｘ＋ｆｉ０

ｍＲｉＲ
··

ｉｙ＋ｃｉＲ
·

ｉｙ－ｋｉＲｉｙ＋ｆｉ
[ ]

１

（２６）

式中：ｍＲｉ、Ｒｉｘ、ｃｉ、ｋｉ、ｆｉｘ、ｆｉｙ分别为液压缸活塞质量、位
移，液压缸阻尼系数、弹簧刚度、弹性力初始状态值，

Ｒ·ｉｘ、Ｒ
··

ｉｘ表示液压缸的速度、加速度，ｉ＝１，２，３：
Ｔ１ ＝Ｆ１ｙａ１２ｃｏｓ（θ１＋θａ）＋Ｆ１ｘａ１２ｓｉｎ（θ１＋θａ） （２７）
Ｔ２ ＝Ｆ２ｙａ１２ｃｏｓ（θ１－θｂ）＋Ｆ２ｘａ１２ｓｉｎ（θ１－θｂ） （２８）
Ｔ３ ＝Ｆ３ｙａ３２ｃｏｓ（θｃ－θ２）＋Ｆ３ｘａ３２ｓｉｎ（θｃ－θ２） （２９）
１．５　液压挖掘机机械臂柔性多体动力学模型

在液压挖掘机的柔性机械臂的广义坐标系η＝［θ１
　ｑ１　θ２　ｑ

２］Ｔ中，设Ｌａｇｒａｎｇｅ函数Ｌ＝Ｔ－Ｕ－Ｖ，将动
能Ｔ、弹性变形势能 Ｖ及重力势能 Ｕ代入第二类拉格
朗日方程：

ｄ
ｄｔ
Ｌ
η( )· － Ｌ( )η ＝Ｑｉ　ｉ＝１，２，３ （３０）

得到：

Ｍη··＋Ｍ·η· －１２
Ｍ( )η

Ｔ

η· ＋Ｋη＋Ｍη
＝Ｑｋ （３１）

式中Ｑｋ表示广义坐标力，根据虚功原理，广义驱动力
所做的功：

δＷ ＝τ２δθ１＋
ｕ２
ｘ１ ｘ１＝

ａ１２
ｃｏｓθ

[ ]
ｂ

－τ１δθ１＋
ｕ１
ｘ１ ｘ１＝

ａ１２
ｃｏｓθ

[ ]
ａ

＋
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τ３δθ２＋
ｕ３
ｘ３ ｘ３＝ａ

[ ]
３２

－τ２δθ１＋
ｕ１
ｘ１ ｘ１＝

ａ１２
ｃｏｓθ

[ ]
ｂ

＋

ｍｐｇｌ３δθ２＋
ｕ３
ｘ２ ｘ２＝ｌ３ｃｏｓθ

[ ]
２

（３２）

式中：ｕ１、ｕ２、ｕ３分别表示机械臂各段模态函数。Ｑｋ取液压
缸驱动力为主动力，以力矩形式表示，则其广义力列阵为：

Ｑｋ＝ τ２－τ１　
π

Ｌｃｏｓθｂ
τ２－

π
Ｌｃｏｓθａ

τ１τ３－τ２
π
ｌ３
τ３－

π
Ｌｃｏｓθｂ

τ[ ]２ （３３）

则整理后的臂架柔性多体动力学方程为：

ｍθθθ
··＋ｍθｑｑ

··＋ｖθθθ
·２＋Ｄｑθ

· ＝Ｑθ （３４）

ｍｑｑｑ
··＋ｍＴθｑθ

··＋ｖｑθθ
·２＋Ｋｑｑｑ＝Ｑｑ （３５）

式中：ｍθθ、ｍθｑ、ｍｑｑ组成质量矩阵 Ｍ，Ｋｑｑ为刚度矩阵，ｖ
与Ｄ分别为速度的二次项和一次项系数矩阵。由于上
述建模基于小变形假设，弹性运动的广义坐标 ｑ很小，
忽略方程中的相关项，则动力学方程中的相应系数可

表示为：

Ｍθθ＝

（ｍ１－ｍ２）（ｌ１ｃｏｓθａ）
３＋ｍ２Ｌ

３

３ ＋ｍｐＬ
２＋ｍＲ１ａ１２［Ｌｃｏｓ２θ１－θｂ）＋ｃｏｓ（θ＋θｂ）］＋ｍＲ１ａ

２
１２ｃｏｓ（θ１＋θａ）

２Ｌ（ｍ１－ｍ２）ｌ１ｃｏｓ
２θａ＋ｍ２Ｌｃｏｓθｂ

π

２Ｌ（ｍ１－ｍ２）ｌ１ｃｏｓ
２θａ＋ｍ２Ｌｃｏｓθｂ

π
－
πｍＲ１［Ｌｃｏｓ（２θ１－θｂ）＋ｃｏｓ（θａ＋θｂ）］

Ｌｃｏｓθｂ
＋
πｍＲ１ａ

２
１２ｃｏｓ（θａ－θｂ）
Ｌｃｏｓθａ

（ｍ１－ｍ２）ｌ１ｃｏｓθａ＋ｍ２Ｌ











２

（３６）

Ｍθｑ ＝
－ｍＲ１ａ１２ａ３２ｃｏｓ（θ１＋θ２－θｃ－θｂ） ｍｐＬｌ３ｃｏｓ（θ１－θ２＋θｃ）

πｍＲ２ａ１２ａ３２ｃｏｓ（θ１＋θ２－θｃ－θｂ）
Ｌｃｏｓθａ









０

（３７）

Ｍｑｑ ＝

ｍ３ｌ
３
３

３ ＋ｍｐｌ
２
３＋ｍＲ３（ｌ２＋ａ３２）－ｍＲ１ａ１２ａ３２（θ１＋θ２－θｃ－θｂ）

２ｍ３ｌ
３
３

π
２ｍ３ｌ

３
３

π
＋
πｍＲ３（ｌ１＋ａ３２）

ｌ３
－
πｍＲ２ａ１２ａ３２ｃｏｓ（θ１＋θ２－θｃ－θｂ）

Ｌｃｏｓθａ
ｍ３ｌ３











２

（３８）

Ｋｑｑ ＝
π４
２

Ｅ３Ｉ３
ｌ３３

０

０
Ｅ１Ｉ１

（ｌ１ｃｏｓθａ）
３＋

Ｅ２Ｉ２
（ｌ１ｃｏｓθａ＋ｌ２ｃｏｓθｂ）

３－
Ｅ２Ｉ２

（ｌ１ｃｏｓθａ）











３

（３９）

　　方程（３４）、（３５）实际是对非线性方程的线性转化，
相当于二阶非线性系统在阶跃激振力下作受迫振动，

其中激振力为Ｖθ· ２，其振动频率即为二阶非线性系统振
动固有频率。

方程（３４）、（３５）也明显表现出刚性运动和弹性运
动相互耦合即柔性多体动力学的基本特征。如果不考

虑广义坐标ｑ，即把式（３４）、（３５）中与广义坐标 ｑ的相
关项省略，就得到了臂架的刚性模型。

２　动力学模型的数值求解与仿真分析

某型号液压挖掘机工作装置机械臂由三缸驱动，

相应的几何参数如表１所示．运动参数为：初始角度 θ１
＝１．３６ｒａｄ，θ２＝０．８５ｒａｄ；角速度θ

·

１＝０，θ
·

２＝０；液压缸
驱动力由图 ５所示的控制信号驱动产生。运动过程
为：首先将动臂液压缸回缩到达地面位置的时一间设

置为１ｓ，斗杆和铲斗液压缸伸出驱动斗杆和铲斗运动
进行挖掘，总的挖掘过程设置为３ｓ内完成，求解步长
设置为０．０５ｓ。利用ＭＡＴＬＡＢ编程对（３４）、（３５）所建
立的动力学模型进行数值求解得到液压挖掘机不同位

置处动力学响应曲线，图６、图７分别为动臂、斗杆位移
和速度响应曲线。

表１　液压挖掘机工作装置参数表
Ｔａｂ．１Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｗｏｒｋｉｎｇｄｅｖｉｃｅｆｏｒ

ｈｙｄｒａｕｌｉｃｅｘｃａｖａｔｏｒ

构件

ｉ
构件长度

ｌｉ／ｍ
平均质量

ｍ／（ｋｇ·ｍ－１）
铰点分布

ａｉｊ／ｍ
转角参数

１ ｌ１＝１．９９５ ｍ１＝２６６．６７
ａ０１＝０．３１５
ａ１１＝０．１５０
ａ１２＝１．９９５

θａ＝５４

２ ｌ２＝１．７００ ｍ２＝２８４．７０６ ａ２２＝１．７０ θｂ＝２４

３ ｌ３＝１．９４５ ｍ３＝５０３．８５６
ａ３１＝０．３６４
ａ３２＝０．２１４
ａ３３＝１．７３

θｃ＝１２４

ｍｐ＝５４
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图５　液压缸的控制信号
Ｆｉｇ．５Ｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｓｉｇｎａｌｓｏｆ

ｈｙｄｒａｕｌｉｃｃｙｌｉｎｄｅｒ

图６　动臂末端运动位移
和速度数值求解曲线

Ｆｉｇ．６Ｍｏｖｉｎｇａｒｍｅｎｄ’ｓｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｍｏｖｅｍｅｎｔ
ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙ

图７　斗杆末端运动位移
和速度数值求解曲线

Ｆｉｇ．７Ｂｕｃｋｅｔｂａｒｅｎｄ’ｓｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｍｏｖｅｍｅｎｔ
ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙ

　　同样，采用仿真的方法对液压挖掘机柔性机械臂
进行动力学仿真可得相应的动力学仿真曲线。首先需

建立液压挖掘机机械臂刚柔耦合的虚拟样机模型。液

压挖掘机机械臂刚柔耦合模型的建立及仿真过程如

下：首先利用有限元分析软件ＮＡＳＴＲＡＮ建立动臂和斗
杆的有限元模型。在模型的每个铰孔中利用 ＲＢＥ２单
元建立蜘蛛网刚性区域，利用 ＲＯＤ单元模拟刚性销
轴，得到动臂和斗杆的柔性体。对柔性体进行模态分

析，生成模态中性文件．ｍｎｆ，将模态中性文件导入ＡＤ
ＡＭＳ中替换相应的刚性体，建立液压挖掘机刚柔耦合
模型。选择典型挖掘工况进行仿真，图８表示液压挖
掘机机械臂刚柔耦合动力学仿真，图９和图１０表示动
臂、斗杆末端刚柔运动位移和速度仿真曲线。

图８　液压挖掘机机械臂刚柔耦合动力学仿真
Ｆｉｇ．８Ｒｉｇｉｄｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｕｐｌｉｎｇｄｙｎａｍｉｃｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｏｆｈｙｄｒａｕｌｉｃｅｘｃａｖａｔｏｒ’ｓｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍ

通过对比数值求解和仿真结果可知，液压挖掘机

柔性机械臂在标准挖掘过程中各动臂和斗杆的位移和

速度的响应的变化趋势基本一致，二者的误差值在０．１
之内，说明建模和求解的过程和方法是正确的。

图９　动臂末端的运动位移和速度仿真曲线
Ｆｉｇ．９Ｍｏｖｉｎｇａｒｍｅｎｄ’ｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆ

ｍｏｖｅｍｅｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙ

图１０　斗杆末端的运动位移和速度仿真曲线
Ｆｉｇ１０Ｂｕｃｋｅｔｂａｒｅｎｄ’ｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｃｕｒｖｅｏｆｍｏｖｅｍｅｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙ

３　基于数值求解的动态特性分析

研究液压挖掘机动态特性的关键问题之一就是确

定设计结构参数对动态性能的影响程度。进行结构特

征灵敏度分析可以求出结构各部分质量、刚度及阻尼

的微小变化对结构特征值与特征向量改变的敏感程

度，从而指导结构动力参数的修改［１３］。质量和刚度的

灵敏度矩阵由中心差分法得到［１４］：

［Ｍ］
ｐｉ

＝
［Ｍ（ｐｉ＋Δｐｉ）］－［Ｍ（ｐｉ）］

Δｐｉ
（４０）

［Ｋ］
ｐｉ

＝
［Ｋ（ｐｉ＋Δｐｉ）］－［Ｋ（ｐｉ）］

Δｐｉ
（４１）

　　进一步可得动特性能参数对结构参数的灵敏度矩
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阵表达式［１５－１７］：

ωｊ
ｐｉ
＝ １２ωｊ

Ｔｊ
Ｋ
ｐｉ
ｊ－ω

２
ｊ
Ｔ
ｊ
Ｍ
ｐｉ
( )ｊ （４２）

式中ωｊ代表相关部件第ｊ阶固有频率，ｊ代表相应的第
ｊ阶固有振型。可知模态频率对性能参数的灵敏度灵
敏度与质量、阻尼和刚度矩阵的灵敏度以及振动速度、

激励频率以及结构的物理参数相关。

对式（３５）－（４２）所建立的动力学模型利用 ＭＡＴ
ＬＡＢ编程进行计算得到相关几何参数的一阶固有频率
灵敏度及各部位的模态响应。

　　图１１为固有频率对动臂铰点位置变化的灵敏度
曲线，图中１、２、３、４分别表示工作装置固有频率对动
臂铰点距离Ｌ、动臂弯度、动臂长度 ｌ１和 ｌ２等铰点位置
参数的灵敏度值随动臂摆角变化的分布；图１２为工作
装置固有频率对动臂转角和斗杆姿态角的灵敏度值随

斗杆摆角变化分布曲线；１、２分别代表固有频率对动臂
和斗杆姿态角的灵敏度曲线；图１３为固有频率随斗杆
转角变化的曲线，图１４为动臂与斗杆连接孔处竖直方
向位移模态响应，图１５为动臂与斗杆连接孔处竖直方
向位移模态响应频谱图。

图１１　固有频率对铰点位置参数
灵敏度随动臂转角变化曲线

Ｆｉｇ．１１Ｔｈｅｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｃｕｒｖｅｏｆｎａｔｕｒａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｎｔｈｅｊｏｉｎｔ’ｓｐｏｓｉｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｃｈａｎｇｅｄｗｉｔｈｔｈｅｍａｉｎａｒｍ’ｓｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅ

图１２　固有频率对姿态角参数
灵敏度随斗杆转角变化曲线

Ｆｉｇ．１２Ｔｈｅｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｃｕｒｖｅｏｆｎａｔｕｒａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｎｔｈｅａｔｔｉｔｕｄｅａｎｇｌｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｃｈａｎｇｅｄｗｉｔｈｔｈｅｂｕｃｋｅｔ

ｂａｒ’ｓｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅ

图１３　工作装置固有频率
随斗杆转角变化曲线

Ｆｉｇ．１３Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅ
ｏｆｗｏｒｋｉｎｇｄｅｖｉｃｅｃｈａｎｇｅｄｗｉｔｈｔｈｅ
ｂｕｃｋｅｔｂａｒ’ｓｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅ

　　分析图１１表明：铰点位置分布的灵敏度对工作装
置的工作模态影响较大，对动臂而言，铰点距离 Ｌ的灵
敏度相对其他参数影响更为明显。图１２表明：姿态角
的灵敏度曲线大部分位于０刻度曲线以下，说明在液
压缸的伸长过程中，固有频率呈下降趋势；工作装置的

固有频率随动臂姿态角的灵敏度的变化稳定，随斗杆

姿态角的变化比较明显。图１３表明：斗杆摆角对工作
装置的固有频率影响较大。分析图１４、图１５表明：挖
掘机在液压缸力矩驱动下的模态响应表现出明显的非

线性，其模态振级为１０－２ｍ，是在刚性响应的基础上的
小幅振动；其竖向振动最为强烈，一阶固有频率对机械

臂的振动影响最大。

图１４　动臂与斗杆连接孔处竖直方向位移模态响应
Ｆｉｇ．１４Ｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｏｄａｌｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｔｈｅ
ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｈｏｌｅｏｆｔｈｅｍａｉｎａｒｍａｎｄｔｈｅｂｕｃｋｅｔｂａｒ

图１５　动臂与斗杆连接孔处竖直
方向位移模态响应频谱图

Ｆｉｇ．１５Ｓｐｅｃｔｒｏｇｒａｍｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｍｏｄａｌｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｔｈｅｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｈｏｌｅ
ｏｆｔｈｅｍａｉｎａｒｍａｎｄｔｈｅｂｕｃｋｅｔｂａｒ

４　结　论

论文基于多柔体理论对液压挖掘机机械臂的运动

情况进行分析推导，建立了液压挖掘机非线性动力学

微分方程，通过数值求解与仿真分析的方法验证了建

模方法的正确性。根据建立的结构动力学方程进行结

构灵敏度及其模态响应分析，研究了影响挖掘机机械

臂动力学特性的主要因素，主要为铰分布及相关结构

尺寸。本文所采用的建模和数值求解分析方法为液压

挖掘机机械臂结构改进、提高工作平稳性、实现其运动

精确控制等提供依据。
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