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往复荷载作用下的改进动接触力方法 
张立红，刘天云，李庆斌，陈  滔 

(清华大学水沙科学与水利水电工程国家重点实验室，北京 100084) 

摘  要：该文基于与中心差分显式时间积分法相结合的动接触力方法，引入主、从节点的相对速度作为判断接触

状态转变的标准，提出了一种能够适用于求解往复荷载作用的改进动接触力方法。改进方法能够准确地模拟分离、

静接触、滑动接触以及反向滑动四种不同接触状态间的转变，为地震等往复荷载作用下结构动力分析提供了有力

工具。数值算例验证了该文方法的正确性。 
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MODIFIED DYNAMIC CONTACT FORCE METHOD UNDER 
RECIPROCATING LOAD 

ZHANG Li-hong , LIU Tian-yun , LI Qing-bin , CHEN Tao 
(State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  This paper presents a modified reciprocating contact force method for solving earthquake engineering 
problems. The proposed method employs the criteria of the relative velocity between master and slave nodes, 
together with a central difference time-integration scheme. This method is a powerful tool to conduct a structural 
dynamic analysis with the possible transitions of four contact statuses, i.e., separation, stick contact, sliding 
contact and reverse sliding contact. Numerical examples illustrate the efficiency of the proposed method. 
Key words:  dynamic contact force method; explicit integration method; reciprocating load; contact status; 

nonlinear dynamics 
 

近些年来，强震频发，结构的动力安全性分析

引起人们广泛的关注。在对结构进行动力分析时，

往往需要考虑结构与周围围岩(土)之间以及整体结
构中不同构件间的相互作用，接触是模拟这一非连

续现象的有力手段。鉴于接触非线性现象在固体力

学和结构力学中的普遍存在性，许多学者对其进行

了研究。由于各种工程设计的需要以及随着人们研

究的不断深入，数值解法成为人们研究接触问题的

重要手段和必不可少的工具。尤其对于大型结构的

动接触问题，因其非线性因素复杂、计算量大，是

目前工程界中的热点与难点，因此迫切需要发展更

加简便高效的动接触模型及解法[1―3]。 
接触问题属于典型的非线性问题，其不等式约

束条件(即单向性)是使其在数学上难处理的根本原
因。动接触还需考虑变形和波的传播问题。对于接

触问题主要有直接迭代求解和转化成数学极值问

题求解两种思路。直接迭代求解首先根据假设的初

始接触状态形成系统刚度矩阵，求得位移和接触力

后，根据接触条件不断修改接触状态，重新形成刚

度阵，反复迭代直至收敛。比如赵兰浩等[4]的有限
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元混合直接迭代法，这类方法的优点是无需引入额

外的人工变量、存储量小，比较容易理解和实现，

但是缺乏收敛的数学基础，实际计算中容易出现不

收敛的情况。接触问题可以看作是求解带约束条件

的极值问题，常用求解方法有 Lagrange乘子法[5]、

罚函数方法[6]以及两者的各种变式方法[7―9]、数学规

划法[10―12]等。Lagrange乘子法中的接触约束条件可
以得到精确的满足，不足之处是由于其引入的

Lagrange乘子，增加了系统的求解规模，同时使得
控制矩阵中出现了零对角元素，增加求解难度；罚

函数方法虽不增加求解规模，但是罚因子会导致接

触条件不能精确满足，可能引起方程的病态，因此

如何选取罚因子成为新的问题。数学规划法在理论

上比较严格和直观，无需判断接触状态，但是可能

会引入物理意义不明的量，需对整体刚度阵求逆，

应用较少。此外，还有冲量模型[13]、初始位移法[14]

等，这些方法均研究带裂缝结构在动荷载作用下的

响应，因此在大规模结构的动接触问题中应用   
有限。 
与隐式算法相结合的接触解法通常在每个迭代

步修改总体刚度阵直至收敛，这需要大量的计算时

间和存储空间，而显式算法可以避免这一缺点。钟

志华、王福军等基于显式积分方法采用接触力方法

来分析机械工程中的碰撞问题[2,9,15]。刘晶波等[16―19]

提出的动接触力方法将动接触约束条件与中心差分

显式算法相结合，利用预测修正的思路，能够精确

满足接触约束条件，且无需迭代求解，在实际工程

中得到广泛的应用，比如用于分析拱坝、碾压混凝

土重力坝中横缝的开合模拟和地质节理面的不连续

行为[20―22]，以及带裂缝平板的非线性动力特性和波

动问题等[16,23]。但是上述动接触力法均未考虑滑动

到反向滑动之间接触状态的转变。本文以刘晶波等

提出的动接触力法为基础，引入主从节点相对速度

作为判断接触状态的标准，得到改进的动接触力算

法，使之能够有效处理分离、静接触、滑动接触、

反向滑动接触四种接触状态之间的转变。 

1  接触状态分类 

1.1  接触约束条件 
典型的接触问题如图 1所示。 
其非线性来源主要有两种：一是法向非嵌入条

件；二是当考虑摩擦时，滑动摩擦与静摩擦转变时

切向物理量的突变。根据接触体所受力和位移约束

条件的不同，通常可分为静接触和动接触两大类接

触状态，具体接触约束条件见表 1所示。 

 
图 1  两物体接触示意图 

Fig.1  Sketch of two contact bodies 

表 1  接触约束条件 
Table 1  Conditions of contact constraint 

力 位移 
接触状态 

法向 切向 法向 切向 

静接触 I IIR R= −  I IIτ τ= −  

s| | Rτ µ≤  I II I 0( ) 0n u u D− + ≥  I II I( ) 0t u u− =  

动接触 I IIR R= −  I IIτ τ= −  

d Rτ µ= ±  I II I 0( ) 0n u u D− + ≥  无 

表中变量τ 和 R代表切向、法向接触力，其中
下标 I、II分别表示主、从接触体； sµ 和 dµ 分别为
静、动摩擦系数； In 和 It 表示主接触体的外法向和
接触面的切向方向； 0D 代表两个接触体之间的初始
间隙。为了更明确地表征接触体之间的相互关系，

后文将采用进一步细化的接触状态。 
1.2  接触状态分类 
本文参考有关文献[24―25]，将接触状态细分

为分离、静接触、正向滑动接触、反向滑动接触四

种状态，所有可能的接触状态转变关系如图 2所示，
其中虚线框的内容均处于接触状态。 

 
图 2  接触状态转换关系图 

Fig.2  Transition relationship between contact statuses 

不同接触状态间转变的判断条件为： 
1) 分离与接触 
判断依据是主、从接触体在法向方向的相对位

移，即如果满足式(1)则两接触体为接触状态，否则
为分离状态。 

T
I II I 0( ) 0n u u D− + ≤           (1) 
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式中变量的意义同表 1。 
2) 静接触到滑动 
判断依据为主、从节点在 p时刻相对速度 1

r
pu +&

为零，且 p+1时刻预测的主从节点相对速度不为零，
即同时满足式(1)和式(2)。 

I II 0p pu u− =& &  且 1 1 1
r I II 0p p pu u u+ + += − ≠& & &    (2) 

3) 滑动到静接触 
判断依据是主、从节点 p时刻相对速度不为 0，

预测得到的 p+1时刻的相对速度与上一个时刻的相
对速度异号，且计算得到的不平衡力不大于最大静

摩擦力，即同时满足式(1)和式(3)。 
1

r r 0p pu u +⋅ <& &  且 2 2
t1(I) t2(I) (I)( ) ( ) | |p p pRτ τ µ+ ≤  (3) 

式中， t1τ 和 t 2τ 表示切向接触力在切平面内的两个

分量，简便起见取动、静摩擦系数相同。 
4) 滑动到反向滑动 
判断依据是主从节点 p时刻相对速度不为零，

预测得到的 p+1时刻的相对速度与上一个时刻的相
对速度异号，且计算得到的不平衡力大于最大静摩

擦力,即同时满足式(1)和式(4)。 
1

r r 0p pu u +⋅ <& &  且 2 2
t1(I) t2(I) (I)( ) ( ) | |p p Rτ τ µ+ >  (4) 

2  改进动接触力算法基本原理 

2.1  运动方程 
接触体的运动方程为： 

cu u u F F+ + = +M C K&& &        (5) 

式中：M、C 、 K 分别为质量阵、阻尼阵和刚度
阵；u、 u&、u&&分别为位移、速度和加速度； F 为
外荷载； cF 为接触力。 

在求解上述运动方程的众多时域求解方法中，

中心差分显式算法因其计算量小，对内存要求低，

最适宜求解大规模动力问题。利用式(6)~式(8)对运
动方程进行时域离散，可得 p+1 时刻的位移，如   
式(9)所示，该式可以理解为 p+1时刻的位移由两部
分组成：一部分是由不考虑接触力作用得到的预测

位移，另一部分是由接触力引起的修正位移。 
1 1

2
1 ( 2 )p p p pu u u u
t

− += − +
∆

&&         (6) 

1 11 ( )
2

p p pu u u
t

+ −= −
∆

&              (7) 

1 11 ( )
2

p p pu u u
t

+ −= −
∆

&& & &              (8) 

2
1 1

c
( ) ( )p p ptu u F

M
+ + ∆

= + ， 

2
1 1 ( ) ˆ2 ( )p p p ptu u u F

M
+ − ∆

= − + 。      (9) 

式中： 1pu + 为 1p + 时刻不考虑接触力的预测位移；
ˆ ( )p pF F Cu Ku= − +& 为对应的等效荷载。考虑到

主、从接触体的接触力满足相互作用力的关系，即

c(I) c(II) 0p pF F+ = ，故可利用式(9)分别写出主、从接

触体位移的表达式： 
2

1 1
(I) (I) c(I)

(I)

( ) ( )p p ptu u F
M

+ + ∆
= + ， 

2
1 1

(II) (II) c(I)
(II)

( ) ( )p p ptu u F
M

+ + ∆
= + − 。      (10) 

2.2  接触力的求解 
由 2.1 节分析可知，动接触力算法的关键是求

解接触力，而接触力与接触状态密切相关，本文借

鉴文献[17]中有关接触力的求解方法，即：当接触
体处于静接触时，由表 1的位移约束条件，可得： 

1 1
1(I) 1(II) 1(I) 1(II)

1 1
2(I) 2(II) 2(I) 2(II)

1 1
3(I) 3(II) 0

p p p p

p p p p

p p

u u u u

u u u u

u u

+ +

+ +

+ +

 − = −
 − = −


− =

      (11) 

式中，u的右下角标 1、2、3分别表示两个切向和
法向的三个分量。将式(10)代入式(11)可得： 

1 1
t1(I) 1(II) 1(I) 1(II) 1(I)

(I) (II)
2

(I) (II)

1 1
t 2(I) 2(II) 2(I) 2(II) 2(I)

(I) (II)
2

(I) (II)

(I) (II)1 1
(I) 3(II) 3(I) 2

(I) (II)

[( ) ( )]

( )( )

[( ) ( )]

( )( )

( )
( )( )

p p p p p

p p p p p

p p p

u u u u

M M
M M t

u u u u

M M
M M t

M M
R u u

M M t

τ

τ

+ +

+ +

+ +

= − − − ⋅

+ ∆

= − − − ⋅

+ ∆

= −
+ ∆















 (12) 

切向滑动接触力由式(13)确定，其大小由库伦
摩擦准则确定，方向与相对运动方向相反，故引入

主、从节点相对速度的方向来判定接触力方向，其

中当接触体由静接触转换为滑动时接触力方向的

确定借鉴文献[17]中所用方法，即式(14)。 

t1(I) 1 t (I)

t2(I) 2 t (I)

| |

| |

p p

p p

t n R

t n R

τ µ

τ µ

 = ⋅ ⋅


= ⋅ ⋅
        (13) 

式中，三维问题的接触力沿切面的方向： 

1 t1(I) 2 t2(I)
t

1 t1(I) 2 t2(I)

( ) ( )
| ( ) ( ) |

p p

p p

t t
n

t t
τ τ

τ τ

+
=

+
        (14) 
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2.3  对现有动接触力模型的改进 
文献[16―17]中在求解接触力时，将接触状态

考虑为仅有动接触和静接触之间的转换，动接触的

充分必要条件为： 
1 1

I II I II( ) ( ), sgn( ) 1p p p pt u u t u uα α
+ +− > − ∆ = ， 
1 1

I II I II( ) ( ), sgn( ) 1p p p pt u u t u uα α
+ +− < − ∆ = − 。 (15) 

式 中 ， 1 1
I II I II[( ) ( )]p p p pt u u u uα

+ +∆ = − − − ， tα  
( 1,2α = )为接触面上的两个切向向量。这一充要条
件无法模拟从滑动直接到反向滑动的状态转变，比

如对于一个质量为 1kg的质点，受法向压力为 2.5N，
切向力 2.0N(不计重力)，与地面之间的摩擦系数为
0.4，假设 p 时刻沿与切向力相反的方向以 1.0m/s
的速度运动，取计算时步 1.0s，可知对于该问题 p
时刻主、从节点相对位移差为零，1s后不考虑接触
力的预测主、从位移差也为零，显然不满足文献[16]
中的滑动摩擦的充要条件，可判定为静摩擦，而实

际上该质点一直处于滑动状态，只是在某个时刻相

对速度为零，但并没有处于静接触而是立即反向滑

动。为了能够处理上述这种情形以及更清晰地判断

接触状态的转变，本文提出增加相对速度作为判断

接触体状态的标准。具体判断方法如 1.2 节和图 3
中的流程图所示，图 3中 1

( )
p
ru +%& 表示考虑滑动接触力

时主、从接触点的初步校核相对速度。 

1
( )
p
ru +%&

( )
p
ru&

1
( ) ( )
p p
r ru u+%& &≥

(II) (I)
p pu u ε− <& &

1
( ) ( ) 0p p
r ru u+ ⋅%& & ≥

(I )
pR

t1(I) t2(I),p pτ τ

1
( )
p
ru +%&

( )
p
ru&

c(I)
pF

 
图 3  改进动接触力算法流程图 

Fig.3  Flowchart of the modified contact force method 

3  算例验证 

3.1  两杆对心碰撞算例[17] 
本小节采用图 4所示的两杆对心碰撞算例来验

证改进动接触力算法求解分离与静接触之间的状

态转变。单杆大小为 10m×0.5m×0.5m，单元均为
0.25m×0.25m×0.25m，线弹性材料，弹性模量 100Pa，
泊松比 0，密度 0.01kg/m3，易知弹性波速为 100m/s。
无外力作用，两杆均以 0.05m/s的初速度相向运动，
考查两杆碰撞前后位移、速度的响应。计算步长取

t∆ = 0.1ms，接触面上任意接触点对的计算结果如
图 5 和图 6 所示，从中可以看出：0~0.1s，两杆未
发生碰撞，各自以初速度相向运动；0.1~0.3s，两杆
碰撞，接触产生的冲击波从接触面传播到杆的另一

端再传回接触面总历时需 2×(杆长/波速)=0.2s，这
也是 0.3s之后速度响应图中每隔 0.2s有峰值出现的
原因；0.3s之后两杆正碰完成，各自反向匀速运动。 

 
图 4  两杆对心碰撞模型 

Fig.4  Two-bar system 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

速
度

/(m
/s

)

时间/s

 左侧节点(本文方法)
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图 5  对心碰撞模型速度时程响应 

Fig.5  Velocity history of the two-bar system 
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位
移

/m

时间/s  
图 6  对心碰撞模型位移时程响应 

Fig.6  Displacement history of the two-bar system 
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3.2  质点滑块算例 
在对具有一定体积的滑块与底面进行动接触

分析时，由于滑块底面摩擦的影响会引起接触面受

力不均匀，从而导致接触状态不均一的情况[25]，本

节为了考查改进的动接触算法模拟各接触状态间

转换的准确性，选择一不计体积的理想质点与平面

沿单一直线方向接触为例，如图 7所示 x向，共计
算静接触转变为滑动接触、滑动接触转变为静接触

以及滑动接触转变为反向滑动接触三种情形，计算

条件见表 2(a、b、c 依次表示上述三种情形，时间
步长均取50μs )。从图 8 所示的质点速度时程图可

见改进动接触力算法的结果与解析解吻合良好，说

明本文算法能够准确模拟各接触状态间的转变。 

 
图 7  质点接触模型示意图 

Fig.7  Sketch of the mass contact problem 

表 2  质点算例计算条件 
Table 2  Conditions of the mass contact model 

算例 初位移/m 初速度/(m/s) 荷载/kN 质点质量/(kg/m3) 摩擦系数 

a 0 0 
FN=30 
FT=80t 

300 0.4 

b 0 0 
FN=25 
FT=0 

300 0.4 

c 0 5 
FN=25 

FT= −20 
300 0.4 
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(c) 滑动到反向滑动 

图 8  质点接触算例速度响应结果及与解析解对比 
Fig.8  Velocity history of the mass comparing to analytical 

solutions 

3.3  弹性体有限元算例 
本小节选择文献[26]中的算例，结合有限元方

法模拟滑块在图 9所示的斜面上的运动规律。滑块
和斜坡均为线弹性材料。假设滑块正以 12m/s的初
速度沿斜面向上滑动，此时滑块与斜面之间为滑动

接触，考虑滑块自重，则其运动速度逐渐减小并直

至为零，之后滑块与斜面的接触状态发生改变。所

设摩擦系数的不同，滑块可能沿斜面向下滑动，也

可能变为静接触。分别取摩擦系数 0.4和 0.8，时间
步长取10μs，滑块左下角处接触节点对的速度、位
移计算结果(如图 10~图 11 所示)与文献[26]中罚函
数法的计算结果基本一致，说明改进动接触力算法

能够很好地模拟弹性体之间接触状态的转变。 

 
图 9  斜坡弹性滑块示意图及计算条件 

Fig.9  Elastic block on the slop and the corresponding 
conditions 
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图 10  斜坡弹性滑块速度时程响应结果 

Fig.10  Velocity history of the elastic block 
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图 11  斜坡弹性滑块位移时程响应结果 

Fig.11  Displacement history of the elastic block 

3.4  往复荷载有限元算例 
为了进一步验证本文算法的有效性，考查图 7

所示的弹性体在往复荷载作用下的运动响应情况，

滑块设计为一棱长 1.0m 的立方体，底面足够大，
滑块和底面均采用线弹性材料，具体参数为弹性模

量 E 为 0.3GPa，泊松比 0.3，密度 2400kg/m3。有

限元网格均为 1.0m×1.0m×1.0m 的六面体单元，初
始速度和初始位移均为零。滑块 8 个节点均受如  
下式所示的集中力： 

N
50 kN , 0 0.5
25kN , 0.5 1.0

t t
F

t
− <

= −

≤

≤ ≤

  

  
 

T
0, 0.0 1.0
48sin(10π )kN , 1.0 2.0

t
F

t t


= 


≤ ≤

≤ ≤

  

  
  (16) 

易知无摩擦时刚性滑块的位移解析解为： 

1 2
1( ) sin( ( 1)) ( 1)Au t t C t C

M
ω

ω ω
− = − + − +  

 (17) 

式中： 438.4 10A = × ； 2400M = ； 10πω = ； 1 1C = ；

2 0C = 。选取不同摩擦系数，有限元弹性体的计算

结果(考察图 7中 A点位置的节点对)见图 12所示。
从中可以看出：摩擦系数为 0时，弹性体的位移响
应比相同条件下质点的解析解略小，这是由弹性变

形引起的；当摩擦系数越大，位移的整体响应越小。 
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图 12  往复荷载下弹性体的位移时程响应 

Fig.12  Displacement history of the elastic block under 
reciprocating load for various friction coefficients 

4  结论 

本文提出了往复荷载作用下的改进动接触力

方法，为往复复杂荷载作用下考虑接触的结构动力

分析提供了一个有力数值求解工具。通过引入主、

从节点相对速度作为判断接触状态改变的标准，使

之能够准确处理不同接触状态之间的转变。该方法

的主要优点如下： 
(1) 本文算法能够模拟分离与接触、静接触与

滑动接触、正向滑动接触与反向滑动接触几种不同

接触状态之间的转变。 
(2) 与中心显式算法相结合，具有计算量和存

储量均较小的特点，计算效率高，为实现大规模结

构动接触问题的求解奠定了基础。 
需要说明的是，本文方法的动接触力计算仅针

对指定的接触节点对进行，未考虑接触面法向的改

变，因此仅适用接触关系明确的节点对节点形式的

小变形情形的接触问题。 
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